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Aven en berdkning som stoder sig pa en metod uppkallad efter en viss fransk markis
godtas.

Ytterligare en metod &r att anvinda 1—a® = (1—a)(1+a+a?) for att faktorisera tiljaren
1—e 3 = (1-— e*xQ)(l +e 4 672962)
och darefter forkorta. Gransvérdet blir da det enkla lir% (1+ e 6_29”2) = 3.
T—r

2. Eftersom funktionen f(x) &r kontinuerlig pa det slutna intervallet 1 < 2 < e sa har
funktionen ett storsta vérde enligt en sats i Adams Calculus. Det storsta véirdet finns i en
punkt z¢ dir antingen f’(x¢) =0, dvs i en kritisk punkt, eller dir f'(x() inte existerar,
dvs i en singuldr punkt, eller i nagon av intervallets &ndpunkter. Nagra singuldra punkter
finns inte i detta fall.

x-21nx-%fln2x-1_lnm

fl(z) = =

x2 x2

(2 —Inx).
De kritiska punkterna dr alltsi zo = 1, som &r intervallets ena dndpunkt, samt zy = €2
som dock ligger utanfoér intervallet. Funktionens storsta virde antas darfor i nagon av

1 1
andpunkterna. Eftersom f(1) =0 och f(e) = — é&r alltsa — det storsta vardet.
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4. Definitionsomradet &r x # 1. Eftersom téljaren &r (z + 1) har funktionen det dubbla
nollstallet z = —1.

Vertikal asymptot &r « =1 dar lim y = 400 och lim y = —o0.
rz—14+ z—1—

Vidare ar EI:I‘:I (y — (z + 3)) = 0+ och det foljer att y =z + 3 &r en sned asymptot.
(o9}

T

et i () 1) - e

har nollstédllet x = —1, som ger en lokal maximipunkt, samt nollstillet x = 3, som ger
en lokal minimipunkt, t ex enligt derivatans teckenvaxling. Kurvan tangerar z-axeln i
z=-1

5. Partiell integration
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Detta ger att 3/ —In?zdr =1, dvs
1T

e
/ 1andeU:E.
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Substitution

b1

“l., 1 by L 3
/ —In“zdr = |lnzx =u, —dzr =du :/ u“du = -u
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6. Den homogena ekvationen y” —y = 0 har karakteristiska ekvationen 7> —1 = 0 med
rotterna 11 = 1 och ro = —1 sa l6sningarna till homogena ekvationen ar

yg = C1e” + Cre™”.

For att bestimma en partikulirlosning yp till den inhomogena ekvationen y” —y = x
ansittes yp = Az + B. Derivering och inséttning ger A = —1, B = 0 sa den allménna
losningen till den givna ekvationen ges av

y = Cre” + Coe™™ — .

1
, Oy = —3 sé losningen

| =

Man finner slutligen att villkoren y(0) = 0, 3/(0) =0 ger Cy =
ar

Yy = 5(6‘” —e ) —x =sinhx — z.



10.

7. Integrerande faktor

En integrerande faktor ar ™ s& ckvationen kan efter multiplikation med denna skrivas

d
%(yexs) = 3227

xT

Integration ger ye’”3 = C + ¢ si den allmiinna 16sningen ar y = 1+ Ce™ . Begynnel-

sevillkoret y(0) =0 ger C'= —1 sa losningen dr y =1—¢" .
Separera

Ekvationen kan separeras om vi skriver den som y’ = 3z — 32%y. Detta ger

d
Y 3z2dz.
-y

Co—z3

Integration ger —In(1—y) = Cy + 23, dvs In(1—y) = Cy — 3. Detta ger 1—y =e =

P2 = Oy Slutligen far vi y = 1 — (3'3673”3 =1+ Ce ™. Begynnelsevillkoret
y(0) =0 ger C' = —1 sa losningen blir y =1—¢" 7
L . 1 o e e . 1
. Serien ar geometrisk med kvoten r = —— och &r dérfor konvergent da —1 < —— <1,
T T
1 z?

dvs da |z| > 1 och har summan

1= (%) 1+a?

. Da konvergensradien ar lika med 3 divergerar serien for alla x for vilka |z| > 3 och

[e.9]

konvergerar absolut for alla z for vilka |z| < 3. Da x = 3 har vi serien Z — som
—1n3
o n 11
divergerar (p-serie). For z = —3 har vi den alternerande serien z:(—l)”—2 som &r
n=1 n3

konvergent enligt alternerande serietestet. Serien ar dock endast villkorligt konvergent.
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+ g no

f(=1) =2 > 1 samt da f(z) &ar kontinuerlig pa det 6ppna intervallet —oco < x < oo
har funktionen ett absolut maximum enligt en sats i Adams (Adams Gift). Da funktio-
nen saknar singuldra punkter finner vi detta storsta varde i en av de kritiska punkterna
x=1,z=-1.Da f(1) =0 och f(—1)=2 &r det storsta virdet lika med 2.



PROBLEM

1. Lat tangeringspunkterna vara P = (a, (a +1)%) respektive Q = (b, (b —1)3). Definitionen
av en linjes lutning och derivatans betydelse som lutning ger da sambanden

(a4 1)~ (b~ 1)’
a—>b

=3(a+1)2=30b-1?% (%

3a+1)2=30b-1)%dvs (a+1)2=(b—-1)% ger
a+1==x(b-1) (xx).

Insittning av fallet @ +1 = b — 1 i vénstra ledet i (*) ger 0 = 3(a 4+ 1)% = 3(b — 1),
dvs a = —1,b =1 vilket ger att z-axeln ar gemensam tangent med tangeringspunkterna
(—1,0),(1,0).

Det andra fallet i (**), dvs
a+1=—-(b-1) (% * *)
ger efter insdttning i (*)

—(b-1)°—(b—-1)°

3(b—1)?
p— (b—1)
som efter forkortning med (b — 1)? ger
—2(b—1)
— =3 .
p— (s s k)
1
Men fran (***) foljer att a = —b, som efter insdttning i (****) ger b = ~3 Tanger-
1 1
ingspunkternas z-koordinater ar alltsa i det andra fallet a = 3 respektive b = —35

1
2. a) Eftersom |cos—| <1 for alla = # 0 f6ljer att
x

1
1222(1 —cos —)| <2222 =0
x
da = — 0. Av detta foljer att hII[l) f(x) =0= f(0), dvs f(z) &ar kontinuerligi = = 0.
T—
b) Med samma argument som i a) foljer att
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=0.



c)

For varden pa x # 0 kan vi derivera som vanligt och vi finner att
1 1 1 1 1
'(z) = 4a(1 — cos =) + 222%(—1) - (—sin —) - (——) = 4a(1 — cos —) — 2sin —.
f(x) = 4a( cosx)—i— x“(—=1) - ( smx) ( ) = 4dx( cosw) sin —

1
D& x — 0 kommer forsta termen att ga mot 0 men 2sin — kommer att oscillera mel-
x

lan —2 och +2 sa 1irr%) f'(z) existerar inte och dirfor ér inte derivatan kontinuerlig
T—

1x=0.
Genom att Maclaurinutveckla
1 11
cos — = 1- 222 +
finner vi att
SRS = g =1

vilket betyder att y = 1 &r en horisontell asymptot till f(z) da = — +oo.

Den valkanda formeln {6r dubbla vinkeln
cosf@=1-— 2sin22

ger att vi kan skriva var funktion som

2.2 1
f(x) = 42" sin o
Vi kan nu anvénda den elementéra olikheten |sinf| < |f|, med likhet om och endast
om 6 = 0. Denna olikhet aterges med bevis i Adams Chapter 2.5, Exercise 62, samt
for & > 0 i Chapter 2.8, EXAMPLE 2. Fran denna olikhet foljer att var jamna

funktion f(x) uppfyller den i uppgiften angivna olikheten.



