LOSNINGAR EXTRA PROBLEM 2010-12-10

1. (a) Nej.
Motexempel: Lat

f(x):{_l z <0

1 x>0

(b) Ja, ty |z| 4r en kontinuerlig funktion och enligt sats dr samman-
sdttningen av tva kontinuerliga funktioner kontinuerlig.

2. Om vi for varje € > 0 kan finna ett naturligt tal N sa att
o0
doa<e
n=N

s& konvergerar > 0° ; a2 per definition.

Sa lat € > 0 vara givet. I och med att Y o2 a,, konvergerar sa vet vi
att lim,,_,o a, = 0, och ddrmed kan vi finna ett M sa att a,, < 1 for
alla n > M. Dessutom sa vet vi att det finns ett L bland de naturliga

talen sa att
o
Z ayp < E.
n=L

L&t N vara det storsta av talen M, L. D& har vi att a2 < a,, for alla
n > N och dirmed att

oo (o.0] (o.0]
Zai< Zang Zan<e.
n=N n=N n="L

2

Alltsa konvergerar > >° | a;.

Ovanstaende géller inte om vi sldpper pa kravet att a,, > 0, ty > 2 %

konvergerar men y oo % konvergerar ej.

3. Vi borjar med att visa att f dr kontinuerlig:

Lat € > 0 vara givet, och lat 6 = 5. Da galler det, for u,v € [a,b],
att [f(u) — f(v)] < Klu —v| < K& = e om |u—v| < 4. Alltsd ar f
kontinuerlig pa 1.

Nu visar vi att f har en fixpunkt r € I:

Léat g(z) = f(z) — 2. Om vi kan finna en punkt r € I sa att g(r) =0
sa ar r en fixpunkt for f. Da f avbildar I pa I har vi att f(a) > a och



f(b) < b. Alltsa géller det att g(a) > 0 och g(b) < 0. Om likhet géller i
nagon av punkterna a,b sa har vi funnit var fixpunkt. Om vi dédremot
har g(a) > 0 och g(b) < 0 sa finns det enligt satsen om mellanliggande
virden (g ar kontinuerlig ty f &r kontinuerlig) en punkt r € I sa att
g(r) = 0. Alltsé har f en fixpunkt r € I.

Denna fixpunkt ar unik:

Antag, for att fa en motséigelse, att vi har tva skilda fixpunkter r, s € I.
Da géller det att |f(r) — f(s)| = |r — s| vilket motséger antagandet
att |f(r) — f(s)] < K|r — s| dar K < 1. Alltsa kan det bara finnas en

fixpunkt.



