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4 problem till vilka fullständiga lösningar ska redovisas.

SVAR OCH ANVISNINGAR

1. f(x) är kontinuerlig p̊a det slutna intervallet 0 ≤ x ≤ 4. Maximum erh̊alles därför antingen
i ändpunkterna , dvs i x = 0 eller i x = 4, eller i n̊agon av de kritiska punkterna där
f ′(x) antingen inte existerar eller är lika med 0. De kritiska punkterna är x = 1 , där f ′(x)

inte existerar, samt x = 3 där f ′(x) =
1
4
(2x − 6) har ett nollställe. Eftersom f(0) = 1,

f(1) = 1, f(3) =
1
2

och f(4) =
5
8

följer att funktionen f(x) har största värdet = 1.

2. Definitionsmängden är {0 ≤ x < 1, x > 1}. Vertikal asymptot är x = 1. lim
x→+∞

y =

lim
x→+∞

√
x

1− x
= lim

x→+∞

1√
x

(
1

1/x− 1

)
= 0 s̊a horisontell asymptot är y = 0 d̊a x → +∞.

För värden p̊a x > 0 nära origo är y =
√

x(1−x)−1 =
√

x(1+x+ . . .) s̊a grafen kan skissas
som

√
x nära origo.

y′ =
x1/2 + x−1/2

2(1− x)2
> 0 för 0 < x < 1 och x > 1 s̊a funktionen är strikt växande i

dessa intervall var för sig. Origo blir en lokal minimipunkt i definitionsmängdens vänstra

ändpunkt. Täljaren i y′′ =
3x1/2 + 6x−1/2 − x−3/2

4(1− x)3
kan vi skriva

1
x3/2

(3x2 + 6x − 1) som

har det enkla nollstället −1 +
2√
3

i definitionsmängden. Inflexionspunkten har allts̊a

x-koordinaten −1 +
2√
3
.

3. Med partiell integration finner vi att volymen blir

2π
1
2
x2 ln(1 +

1
x

)|10 − 2π

∫ 1

0

x2

2
1

1 + 1
x

(− 1
x2

) dx = π(ln 2 +
∫ 1

0

x

1 + x
dx) = π(ln 2 +

∫ 1

0
dx−∫ 1

0

1
1 + x

dx) = π(ln 2 + 1 − ln(1 + x)|10) = π(ln 2 + 1 − ln 2) = π. Vi har använt att

lim
x→0+

x2 ln(1 +
1
x

) = lim
x→0+

x2 ln
1 + x

x
= lim

x→0+
x2 ln(1 + x)− lim

x→0+
x2 lnx = 0 och ln 1 = 0.

4.

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)
x

= lim
x→0

e−1/x2 − 0
x

= lim
x→0

e−1/x2

x
= lim

t→±∞
te−t2 = 0.

För x 6= 0 är f ′(x) = 2
1
x3

e−1/x2
. Allts̊a är

f ′′(0) = lim
x→0

f ′(x)− f ′(0)
x

= lim
x→0

(2/x3)e−1/x2 − 0
x

= lim
x→0

(2/x3)e−1/x2

x
= lim

t→±∞
2t4e−t2 = 0.

För x 6= 0 är f ′′(x) = − 6
x6

(x2 − 2
3
)e−1/x2

som har enkla nollställen i x = ±
√

2
3

som allts̊a

är inflexionspunkternas respektive x-koordinater. Eftersom lim
x→±∞

e−
1

x2 = e0 = 1 är y = 1

horisontell asymptot.


