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Exempel:
• p = andel vita kulor 
• samtidigt parameter i Bin(n,p)
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MedelfeletMedelfelet
... fås genom att ersätta okända parametrar i formeln för 
standardavvikelsen med deras skattningar:

skattaspnär
n
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n
D

obsobs 1

?dx
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ReferensvariabelReferensvariabel

( om Xi N eller n stor )

1,0

,

N

n

X

n
NX

... är en referensvariabel om
är känd.

1. helt känd så när som på parametern som skattas 

2. helt känd fördelning
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AllmAllmään metod fn metod föör att hr att häärleda ett KIrleda ett KI

1) Hitta en referensvariabel

2) Stäng in referensvariabeln mellan kvantilgränserna

3) Stäng in parametern som skattas mellan kända siffror
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Sannolikheten att dessa intervallgränser omfattar det sanna 
värdet är (1- )·100%.
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Konfidensintervallets breddKonfidensintervallets bredd

%1001:
2

radkonfidensg
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xI

95%;   n=100

99%; n=100

95%; n=1000
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Stickprovsstorlek och konfidensintervallets Stickprovsstorlek och konfidensintervallets 
breddbredd
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StickprovsstorlekStickprovsstorlek

• n måste vara stor om
– h ska bli litet

– är stor

– konfidenskoefficienten (1- )·100 ska bli stor

2
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Kvantiler fKvantiler föör N(0,1)r N(0,1)
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Sammanfattning ISammanfattning I
• skattas med medelvärdet

• Xi från normalfördelning eller n stor

• känd

• (1- ) 100% konfidensintervall:

n
xI

2

punktskattning konstant medelfel

2

22

2 h
n

16

OmOm inteinte äär kr käänd, men stickprovet stortnd, men stickprovet stort

nomSV

konsistentS

n 0
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punktskattning konstant medelfel
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Standard error of the mean (SEM)Standard error of the mean (SEM)
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xdx ??

%6811
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... vilket inte är särskilt ”säkert” ...
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Sammanfattning IISammanfattning II

• skattas med medelvärdet

• okänd men stort stickprov ( n 30 )

• (1- ) 100% konfidensintervall:

n

s
xI

2

punktskattning konstant medelfel
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Om:Om: okokäänd ochnd och stickprovet inte heller stortstickprovet inte heller stort
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gäller allmänt om Xi oberoende,

normalfördelad med standardavv. 
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Definition fDefinition föör tr t--fföördelningenrdelningen

oberoendeWochZ

derfrihetsgraW

NZ

2

)1,0(

Förutsättningarna:

Om Z och W har ovanstående fördelningar, så har
följande kvotient en t-fördelning:

)(t
W

Z
t-distribution med frihetsgrader

Student’s distribution
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Students tStudents t--fföördelningrdelning
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täthetsfunktion
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ReferensvariabelReferensvariabel
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Kvantiler fKvantiler föör tr t--fföördelningenrdelningen

t0.025(6)t0.975(6) = -t0.025(6)
(symmetriskt runt 0)
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Distribution Plot
T, df=6

OBS!: Kvantilerna
beror också på antalet
”frihetsgrader”
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Kvantiler fKvantiler föör tr t--
fföördelningenrdelningen
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T, df=6

rad = antalet frihetsgrader
kolumn = - värdet

AllmAllmään metodn metod
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Xi N, oberoende

små stickprov

bredare konfidensintervall pga. mindre stickprov
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Sammanfattning IIISammanfattning III

• skattas med medelvärdet

• okänd och litet stickprov 

• Xi N och oberoende

• (1- ) 100% konfidensintervall:

n

s
ntxI 1

2

punktskattning konstant medelfel
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Exempel:Exempel: okokäänd, stort stickprovnd, stort stickprov
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Halvbredd fHalvbredd föör skattning av r skattning av 

Stickprov stort
[ CGS ]

litet
[ Xi N ]

känd

okänd

n2

n
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2 n

s
nt 1
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Att skatta en standardavvikelseAtt skatta en standardavvikelse
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Att skatta en differens mellan medelvAtt skatta en differens mellan medelväärdenrden
av tvav tvåå populationerpopulationer
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Att skatta en differens mellan tvAtt skatta en differens mellan tvåå
medelvmedelväärdenrden
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Differens mellan medelvDifferens mellan medelväärdenrden

kändaochomriabelreferensvaN
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DNYX

oberoendeYochXom
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AllmAllmään metodn metod
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Sammanfattning IVSammanfattning IV

• skattas med differensen av medelvärden

• båda kända och Xi från N eller stora stickprov 

• alla Xi oberoende ( okorrelerade: enkelt uttryck för differensens stdavv.)

• (1- ) 100% konfidensintervall:

Y

Y
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X

nn
yxI
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2

punktskattning konstant medelfel
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(1(1-- )) 100% KI f100% KI föörr omom okokäändnd

Om nx och ny är stora ( 30 ), då är sx och sy

goda approximationer för x och y
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Sammanfattning VSammanfattning V

• skattas med differensen av medelvärden

• okända men stort stickprov 

• alla Xi oberoende

• (1- ) 100% konfidensintervall:

Y

Y

X

X

n

s

n

s
yxI

22

2

punktskattning konstant medelfel
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Att skatta en differens mellan medelvAtt skatta en differens mellan medelväärden om rden om 
stickprovenstickproven äär smr småå ochoch omom xx== yy

11

11

2
11

2

2
11

1,0

22
2

2

2

22

22

YX

YYXX
p

YX

YX

p

YX

YX

YX
XXXX

Y

Y

X

X

YX

nn

SnSn
S

nnt

nn
S

YX

nn

W

Z
T

nn
SnSn

W
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Referensvariabel
”pooled variance”

här krävs det att xx== yy och oberoendetoch oberoendet

här krävs redan oberoendetoberoendet
C(x,y)=0 i roten
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AllmAllmään metodn metod
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Sammanfattning VISammanfattning VI
• skattas med differensen av medelvärden

• i okända men lika, små stickprov

• alla Xi oberoende och normalfördelade

• (1- ) 100% konfidensintervall:
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punktskattning konstant medelfel
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Halvbredd fHalvbredd föör skattning av r skattning av 

Stickprov

x, y

stort
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Parade stickprovParade stickprov

Kroppsvikten före och efter juldagarna:

Oberoende stickprov:

Grupp 1, före 70.4 80.1 65.8 66.7 74.3 72.1 70.9 85.4 89.3 90.4 78.9 77.0

Grupp 2, efter 70.9 65.8 66.7 74.3 87.2 89.3 93.4 82.1 74.1 70.9

Parade (icke oberoende) stickprov:

person A B C D E F G H

före 78.1 66.9 74.3 72.5 90.9 78.3 68.4 72.5

efter 79.2 67.0 77.1 73.3 92.0 78.1 68.4 72.9

47

Parade stickprovParade stickprov

person A B C D E F G H

före (X) X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

efter (Y) Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8

• Ovanstående metod för skattning av kan inte 
användas: observationer Xi och Yi är inte oberoende
– en persons vikt efter jul är inte oberoende av denna 

personens vikt före jul !

– ( oberoendet krävs i 2 – fördelningen för W och i uttrycket för 

differensens standardavvikelse, se ovan )
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Z2Z2

Z1

Idè: använd medelvärdet för 
differenserna zi istället för differensen 
mellan de två medelvärden!
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Parade stickprovParade stickprov

person A B C D E F G H

före (X) X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

efter (Y) Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8

differens Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6 Z7 Z8

• Xi och Yi är inte oberoende

• ... men differenserna Zi är oberoende
– viktökningen hos person A är oberoende av viktökningen hos 

person B osv.
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Skattning fSkattning föörr , parade observationer, parade observationer

stickprovoberoendeäneeffektivar
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* Idé för skattning

se tavlan

Medelvärdet för Z är alltså en bra skattning för !
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X och Y X och Y äär (positivt) korrelerader (positivt) korrelerade
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FFöördelning frdelning föör differensenr differensen

)1,0(

,,

N

n

Z

beroendeYochXomäveneladnormalförd
n

NZ

n
ZD

ZE

Z

Z

z

XY

ingen referensvariabel, z okänd

53

ReferensvariabelReferensvariabel
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AllmAllmään metodn metod
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Exempel: parade stickprovExempel: parade stickprov
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Sammanfattning VIISammanfattning VII

• för parade observationer skattas med 
medelvärdet av differenserna Zi

• i okända, stickprovet kan vara litet 

• Xi och Yi beroende och N-fördelade; Zi oberoende

• (1- ) 100% konfidensintervall:

22

2

1

1

1

zz
n

s

nf
n

s
ftzI

iz

Z

57

Skattning av andelen pSkattning av andelen p
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AllmAllmään metodn metod
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Slh:en är 95% att intervallet 12% .. 21% omfattar det sanna värdet för andelen.
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Halvbredd fHalvbredd föör skattning av pr skattning av p
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kan räkna ut hur stort stickprovet måste vara
för en given bredd av KI:et

om man har förhandskännedom om p kan man kanske precisera värdet för n
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Sammanfattning VIIISammanfattning VIII

• andelen p skattas med x/n

• n måste vara tillräckligt stor 

• alla Xi måste vara oberoende 

• (1- ) 100% konfidensintervall:

n

pp
pI obsobs
obsp

1

2

2

2

4

1

h
n

62

Skattning av skillnaden mellan tvSkattning av skillnaden mellan tvåå
andelarandelar

nämnarenianvändpriabelreferensvaN
d

p
n

X

n

X

ppalltsådDDpN
n

X

n

X

n

pp

n

pp
ppN

n

X

n

X

n

pp
pN

n

X

n

pp
pN

n

X

n

X
p

n

X
p

obs

obs

,1,0

,

11
,

1
,

1
,

2

2

1

1

2

2

1

1

2

22

1

11
21

2

2

1

1

1

22
2

2

2

1

11
1

1

1

2

2*

2

1

1*

1

63

AllmAllmään metodn metod
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Sammanfattning IXSammanfattning IX

• differensen mellan andelar skattas med x1/n1-x2/n2

• båda n måste vara tillräckligt stora 

• alla Xi måste vara oberoende 

• (1- ) 100% konfidensintervall:
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