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DNA-Sequenz

Die Reihenfolge der Basen (A, T,G,C) im
DNA'-Molekil bestimmt den "Bauplan” eines
Organismus.

“Desoxyribonukleinséure

Markov-Ketten

Modellierung von Sequenzen mit Hilfe von
stochastischen Modellen — man nimmt an,
dass die Sequenz durch einen Zufallsprozess
“erzeugt” worden ist.

X: Stochastische Sequenz

- O O— @ — -

« zeitliche oder oértliche Folge (Sprache, DNA)
* Durchnummerieren: x;

* An jeder Stelle x; kann die Sequenz einen von mehreren
moglichen Werten annehmen = Alphabet

DNA: x, = {A,C,G, T} !
* (A. Markov untersuchte die russische Literatur ...)

P(X): Wahrscheinlichkeit der
Sequenz

] — (D) — ) — () — -

+ Gesucht: Wahrscheinlichkeit des Auftauchens einer
bestimmten Sequenz (Buchstabenfolge)

© P(X) = P(X;=x;, X5=%5, X5=X5, ...) = P( X4, X5 X3, -.)
« DNA: P(C,C,C,C,C) oder P(C,G,C,G,C,G)




Beispiel: Stochastische Sequenz,

aber keine Markov-Kette

Wiirfel: X=(3, 4, 2)
P(X) = P(X;=3, X,=4, X5=2)=P( 3,4, 2)
P(3,4,2)=P@3)-P4)-P(2)=1/6-1/6-1/6
* Ereignisse unabhéngig = keine Markov-Kette

Markov- Kette

Gy, Ay Do,
I N

» Welcher der Werte (des Alphabets) bei x; vorliegt, hangt
vom Wert beim unmittelbaren Vorgénger x;_, ab,

* ... jedoch nicht von noch weiter "davor” liegenden
Werten X, , X3, -..

* Markov-Eigenschaft - Kopplung (mit dem Nachbarn)

Markov-Kette fir DNA

Fiir dieses Beispiel: Hat man viele Kettenglieder, so wird
die Folge "CA” haufiger darin enthalten sein als "CG”.

Wahrscheinlichkeit einer
Konfiguration der Kette

P(X)=P(X;,X5,X3, ..., Xy 1> Xy)

Durch multiples Anwenden von l: P(x,y) =P(x|y)-P( y)]

P(X)=P(x))- P(x, ‘xl)‘_P(x3 [25,2) P(xy [ 5, X, )
Bei Markov - Ketten vereinfacht sich dies :

P(X)=P(x,)- P(xy | %) -P(x3 | %,): Pl | x3) ... P(xy | Xy)

Non-Markov Process

Ziehe "blind” drei Kugeln aus dem Behélter
... wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, drei
rote Kugeln zu ziehen ?

P(rot; rot; rot) = P(x, = rot,x, = rot,x, = rot)

P(X) = P(x, =rot)- P(x, =rot | x, = rot)- P(x, = rot | x, = rot,x, = rot) :%%%

Vorhandene Kugeln vor der Ziehung

P, "rot” zu ziehen

P(x,=rot)=%=0,5

00 00 P( x,=rot | x,=rot ) =2/5=0,4
00 o P( x3=rot | x,=rot; x,=rot ) = %4 = 0,25
Dagegen

o0 00 P( xg=rot | x;=blau; x,=rot ) =% =0,5

"Wahrscheinlichkeit” der
Markov-Kette!

P(X)=P(x) P(x, [ x;) P(x; | x,) - P(oxy | x3) - Ploxy [ xy )

sei a, =P(x|x.)

1

PRY=P(x) ay,, ayy s e tG o ta

X2X3

N
P(x)= P(xl)'l_[ax,,‘x, mit - P(x) = A,
=)

P& =]]a, .

"wir nur




Wahrscheinlichkeit der

Markov-

Kette folgt aus den

Ubergangswahrscheinli

chkeiten

= @ a‘lxz @ -
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P(x)=a,,-a,, a, - . =

XX, XX;3
i

L
i-0
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Ubergangswahrscheinlichkeiten

Plxx,) A Cc G T
A 0,300 |[0,205 {0,285 |0,210
C (0,322 |0,298 |0,078 |0,302
G 0,248 | 0,246 |0,298 |0,208
T 10,177 0,239 |0,292 |0,292

P(C,4,4,G)=ayc-ac, a,, a,q

=0,25-0,322-0,300-0,285 = 0,00688

Stochastische
Matrix

Ubergangswahrscheinlichkeiten

* Ausgehend von genomischen Daten werden die
Haufigkeiten der 16 mdglichen Dinukleotide gezahilt.

» Diese Haufigkeiten werden zu Wahrscheinlichkeiten
normiert ( a = Wahrscheinlichkeiten; ¢ = "counts”):

a, =" s,te{4,C,G,T}

Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir

Di-Nukleotide

=0,25

Stochastische

ceg =100 ¢, =150 cep =50 cee =100
u Ceo B 100
e Cos ¥ Cop +Coet 1004150450 +100
150
=—="-0375
et~ 400
50
a, —=0,125
CT 00
100
e=——=025
e =400

Qe + ey +aep +ace =1 Zeilensumme

Matrix

CpG - Dinukleotide

+ Statistisch gesehen: Haufigkeit ca. 4 - 6 %
- P(C,G)= Y- Ya= 1/16; genauer0,21-0,21=4,4%

+ Tatsachliche Haufigkeit: = 0,8 % (Mammalia)

+ Cytosin (C) ist chemisch instabil:

— Methylierung, Desaminierung: CG — CmehG — TG

 In CpG-Islands? ist die Haufigkeit

von CG-

Dinukleotiden jedoch deutlich héher als im Rest

des Genoms

"Das "p" in CpG bezieht sich auf die Binding zwischen Cytosin und Guanin (engl. phosphodiester)

11941

[Exon 1 €p6 Island: 12634..12767

12001 tessatgage cagttotoaq caggaatost gobcaagasc acaccaccot ghtboatage

1

120
12121 taatatoacs acctasatca bobohtgoot asaacaagga ghageasghy aatgaaggas
2161

12241 toataaatat taabotoast coagubhasg casaabtbth hgobobooto thtagaaatt
2an1 trtetceatt

ttooaattas agatgatttt
Bgtat

Ghe aggTagUrat 5
ghottoaage geatotosas BCGELELEo Chgtgactea thooChguos tgotbogoag
et £CEgeCs gelbeeCh graracc
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.

gaetlElEct
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1 By
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goccagtoas attooboooa ghosooctgg agogagaath ctgguoatgy ggugotocas
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Markov-Modell fir CpG-Islands

» Da es sich um Dinukleotide handelt, also die Haufigkeit
von CG (in dieser Reihefolge!), bietet sich ein Markov-
Modell geradezu an !

» Wie haufig ist die Folge CG im Vergleich zu den
anderen Dinukleotiden CA, CT, GT, usw .... ?

* Wie haufig ist die Folge "CG” in CpG-Islands im
Vergleich zur Haufigkeit dieser Folge in Nicht-Islands ?

"Training”

CpG-Islands Non-Islands

A C G T A C G T

0,180 |0,274 |0,426 |0,120 0,300 |0,205 |0,285 |[0,210

0,171 | 0,368 |0,274 |0,188 0,322 |0,298 |0,078 0,302

0,161 |0,339 |0,375 |0,125 0,248 |0,246 |0,298 |0,208

“-|® 0>
- ®|0|>

0,079 |0,355 |0,384 |0,182 0,177 0,239 |0,292 0,292

al, =0274 az, =0,078

Unterscheidung: Insel - "Rest”

. X=(ATCGCGCGGC) |

7||‘7‘A’A'A'.‘4‘,‘.‘A’A'
=119 .= G QurdreAeg e Ao " Yee e bee " Yae
i

=0,25-0,210-0,239-0,078-0,246-0,078-0,246-0,078-0,298-0.246 = 2,65-10°

Ergebnis: Offenbar ist es wahrscheinlicher, dass
es sich bei X um ein CpG-Island handelt.

Log-Odds Ratio als Score fir
Diskriminanzanalyse

« Eine Sequenz X ist nach diesem Modell ein CpG-
Island, wenn:

P(X |mod+) > P(X |mod-)

P(X |mod+) o1
P(X |mod—)

P(X |mod+) Looal
S=log .~ 2T 2§ g et — -0
gL’(X|modf) 12:1: g~ Zﬁ:{,,,x,

oy =l

” ”
Probe
*+ Wir berechnen den "Score” S wieder fur das Trainings-Set:
10
sk
]

04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04
Bits

Abweichungen durch: Inkorrekte Labels im Trainings-Set, inkorrekte
Bestimmung der Grenzen zwischen Island/Non-Island

Bildquelle: Durbin et al. (Ed): Biological Sequence Analysis, Cambridge University Press, 1998

Nachteile Scoring-Modell

* Lange Sequenz (BAC) ?
+ Ubergang zwischen CpG-Island und
Umgebung ?




Finden von CpG-Inseln

»oliding window* L

—— ———
...gGTACGATGACCGT...

1
— Berechne Score S in jedem Fenster

— Probleme:
Laufzeit
Grosse der Insel nicht bekannt

Bildquelle: Sven Schuirer

Hidden Markov Model - HMM

* Detektion von CpG-Inseln in langen DNA-
Sequenzen

» Auffinden der Grenze zwischen CpG-Insel
und dem Rest-Genom

+ Ubergangswahrscheinlichkeiten a* und a-
in einem Modell

Beispiel: Casino mit 2 Wirfeln

Fair Unfair

p(1)=16 | __P=0.08

E——
P(2)=1/6

P=0,95 C P(3)=1/6 P=0,9
P(4)=1/6

P(5)=1/6

P(6)=1/6
P=0,1

Gast sieht nur Augenzahl (Emissionen): 342464634663663466
Der benutzte Wirfel ist verborgen (state): FFFFFFFFUUUUUUUU

Hidden Markov Model

oz, Ay r, Ay
) S

Sichtbar: Xy, X,, X3 .. € (x) €, (x,) €., (x3)

P(x,m)= Aor * € (xl)'amn:, . enz(xz)'anzm .

L
P(x.7)=ay, [ . (x)-a,,
i=1

HMM fir CpG-Islands

« States: A, C*, G, T, A, C, G, T
* Symbole: A, C,G, T

ArC*G TTACG GG T
A CGTACGGGT

HMM fur CpG Inseln in DNA-
Sequenz

Bildquelle: Sven Schuirer




Ubergangswahrscheinlichkeiten

wm, | AT C* GT T 1A~ C G T

At |orsop o274p o042ep 01200 |——L P =P TP

1 ¢ 1 4 1 N 1 N
C* o1t o368 o0274p 0188 lTp ITP ITP ITP
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T+ |oore osssp 0384p 01820 Tp Tp Tp Tp

'
I
Q
I
<
I
<
I
Q

0.300g 0.205 0.285q 0.210q

4 4 4 a2
C- ¢ 129 129 129 |50 o028 oor8q 0302
4 4 4 2
- |lzgq l-g 1-gq 1-¢
—- —= ——= ——=10248q 02469 0.298q 0.208q
G 4 4 4 4
1- 1- 1- 1-
T 4 4 u 9\ o177 0239 02920 02929

|
|
|
|

p =P (bleibt in CpG-Insel), q = P (bleibt in Nicht-Insel) =1-10-*

Tabelle: Sven Schuirer

Emissionswahrscheinlichkeiten

e.(CO)=1;e . (C)=1 ¢, (C)=0 =, sonst
e (A=1;e (4A)=1 e, (4)=0 x sonst
e.(G)=1;¢,(G)=1 e, (G)=0 7, sonst

e . (I)=1; e (I)=1 e, (I)=0 =, sonst

Dekodierung

» Beobachtete Sequenz ("emissions”):
-CGCG

» kann produziert werden von der "state™-Sequenz:
- c*G*Ccr Gt
-CcCGCG
-C'G CG
— ...und vielen anderen ...
» Welche "state”-Sequenz ist am wahrscheinlichsten ?
— Berechne:
- P(X={C,G,C,G}, m={C* G*C* G*})
- P(X={C,G,C,G}, m={C G C G})
— ...und alle anderen

HMM: Ubergange
Aus der Tabelle Ubergangswahrscheinlichkeiten:

p=0999 ¢=0999
ag.y =0,274-0999=0.2737
ag.e. =0.339-0,999 =0,3386
a,, =0,078-0999=0,0779
a, . =0.246-0999 = 0,2457
ag., =(1-0,999)/4=0,00025 klein

g =(1-0,999)/4=0,00025 klein

HMM: Pem =a,, Tle, () a..,

P(X=C,G,C,G; 7=C",G',C',G")=

=dy e () dpgeg(G) dger e () apg €.(G)dg,

=05 1- 0,2737- 1- 0,3386- 1 02737 1- 1 =0,01268
P(X=C,G,C,G; n=C,G,C",G )=

=dy e () a.g e, (G) ag.- e (C) a.; - e (G)ag,

=05- 1- 0,0779- 1- 0,2457- 1- 0,0779- 1- 1 =0,000745

P(X=C,G,C,G; n=C",G,C",G)=

=a.-e. (©)- g € (G)- [ e(.‘(C)- A € (G)- ag,

=05- 1- 0,00025- 1- 0,00025- 1 0,00025- 1 1 =0,0000000000078125

Ergebnis:
Wahrscheinlichster "state path”
P(X=C,G,C,G;, n=C",G",C",G")=0,01268
P(X=C,G,C,G; n=C,G,C,G")=0,000745

P(X=C,G,C,G; n=C",G",C",G")=0,0000000000078125

Es ist am wahrscheinlichsten, dass X=CGCG von einem
CpG-Island stammt (unter diesen Dreien) — alle vier
Symbole kommen von "+” states.




Viterbi-Algorithmus: Berechnung
des optimalen "state path”

—Natdrlich kann man nicht alle mdglichen
Pfade durchrechnen ( Anzahl = |[S|N)

— Viterbi — Algorithmus ("dynamic
programming”)

Viterbi

i=0 i=1 =2 1= 3 i=4 i=5
B X4 Xy X3 X,
B 1 = = = = =
us 0 ° ° ] ) °
m, 0 ° ® e ° L]
\
Ty 0 e ) ® ® °®
m, 0 ® ® ® e ®
\
s 0 (] (] ) @ ®
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Title: ‘Ana\vzmg a Hidden Markoy Model .. Hidden Markov Models (Satistics Toolbox) M

Statistics Toolbox [« &
Analyzing a Hidden Markov Model

This section explains how to use functions in the Statistics Toolbox 1o analyze hidden Markow models. For illustration, the

section uses the example described in Bxample of a Hidden Markov Model, The section shows how to recover information
about the model, assuming that you do not know some of the model's parameters, The section covers the following topics:

= Setting Up the Model and Generaring Data

= Computing the Most Likely Sequence of Statas

= Estirnating the Transition and Emission Matrices
=Changing the of the Initial States
 Example: Changing the Initial

Setting Up the Model and Generating Data

This section shows how to set up a hidden Markov model and use it to generate data. First, create the transition and
emission matrices by entering the following commands

TRANS = [.9 .1; .05 .95;];

EMIS = [1/6, 1/6, 1,6, 1/6, 1/6, 1/6;...
712, 1712, 112, 1712, 1/12, 1/12]5

Next, generate a random sequence of emissions from the model, ser, of length 1000, using the function hungenerate
You can also retur the corresponding random sequence of states in the model as the second output, states.

[seq, states] = hmngenerate(1000, TRANS, EMIS);

Note I generating the sequences seq and states, hnngenerate begins with the model in state is = 1at step
0. The model then makes & transition to state iy at step L, and returns iy as the first entry in states

[@] How the Toolbox Generates Random Sequences Computing the Most Likely Sequence of States [f]

@ 1984-2006 The Mathiorks, Inc. « Terms of Use o Patents » Trademarks » Acknowledgments

Statistics Toolbox

Computing the Most Likely Sequence of States

Suppose you know the transition and emission matrices, TRANS and EMIS. If you ebserve a sequence, seq, of emissions,
how can you compute the most likely sequence of states that generated the sequence? The function hnnvi terbi uses the
Viterbi algorithm to compute the most likely sequence of states that the model would go through to generate the given
sequence of emissions.

Tikelystates = homviterhi{seq, TRANS, EMIS);
Tikelystates is a sequence of the same length as seq

To test the accuracy of hnnwi terbi, you can compute the percentage of the time that the actual sequence states agrees
with the sequence 11kelystates,

sun(states==11kelystates)/1000
ans =
0.8200

This shows that the most likely sequence of states agrees with the actual sequance 2% of the time, Note that your results
might differ if you run the same cemmands, because the sequence seq is random.

Note The states at the beginning of the sequence returned by hnnviterbi are less reliable because of the
computational defay in the Viterbi algorithm.

Analyzing a Hidden Markov Model Estimating the Transition and Emission Matrices

@ 1984-2006 The MathWorks, Inc. « Terms of Use « Patents « Trademarks o Ack




@ The R Project for Statistical Computing
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+ Ryersion 2.6 has been eleased on
+ R News 73 has been pubished on 20

Hidden Markov Models @

DO

Documentation for package ‘HiddenMarkov’ version 1.2-3
User Guides and Package Vignettes

Read overview or browse directory.

Help Pages
backward Forward and Backward Probablies

backward) mmpp Markov Modulated Poisson Process - Obsolete Functons
Baum Welch Discrete Time HVM - Obsolete Functions

Baum Welch mmpp Markov Modulated Poisson Process - Obsolete Functions
Baum Welch mmpp Markov Modulated Poisson Process - Obsolete Functions
BaunWelch Estimate Paremeters Using Baum- Welch Algorithm
bweontrol Control Parametersfor the Baum Welch Algorithm
changes Changes Made to the Package

compdelta Compute Marginal Distribution of Stationary Merkov Chain
Demonstrato Demonstration Exannpl

dthnm Discrete Time HMM Object

dihmm obsolete Discrete Time HVM - Obsolete Fuctions

Estep E Step of EM Algorithm

Estep.mmpp Markov Modulated Poisson Process - 20d Level Functions
Estep0.mmpp Markov Modulated Poisson Process - Obsolete Functons
forward Forward and Backward Probabilfes

forward) mmpp Markov Modulated Poisson Process - Obsolete Functions

Vielen Dank fur lhre
Aufmerksamkeit

http://puffer.genpat.uu.se/LECTURES/
uwe.menzel@genpat.uu.se

Anhang

Fragen

» Wieviele unterschiedliche DNA-Sequenzen der Lange L
gibtes ?

+ Ist das Wirfeln mit einem (ehrlichen) Wirfel ein Markow-
Prozess ? P(x,=3, X,=2,x3=5) = ....

+ Ubergangsmatrix fiir den fairen/unfairen Warfel (S. 27) ?

» Ein HMM habe L Symbole und k Zustande: Wieviel
mdgliche Zustands-Pfade gibt es in diesem HMM ?

* Wie viele mégliche Zustandspfade gibt es fur die
Sequenz CGCG fiir das CpG-HMM (S. 29) ?

+ Schwer: Unehrliches Casino: Erklére die Bedeutung von
- P(X, m3=F)
- PX|m3=F)
— P(m;=F | X) (a posteriori - Wahrscheinlichkeit)

"Aufspalten” von kombinierten
Wahrscheinlichkeiten

P(xy) =P(x|y)-P(y)

|P(4,B,C)=P(4|B.C)-P(B,C)|

P(X) = P(Xy, Xy 15Xy 50005 %0,X) =

Pty Xy Xy ¥00)

jetzt den letzten Faktor aufspalten

Py | Xy 15Xy s eees X0, X)) POry [ Xy 50een s X5, X,)

jetzt wieder den letzten Faktor aufspalten

PQxy | Xy 15Xy g0 oo n X0, X)) POy [ Xy 50 n X0, ) - Py | Xy 500X, ) o - P, | X)) - P(X))




Homogene Markov-Kette

Definition 2.1 (Homogeneous Markov chain) A discrete-time stochas-
tic process { X }ren on a countable state space S is called a homogeneous
Markov chain, if the so—called Markov property

PN =X =9 X1 =71, Xo = 2] = P[Xpp1 = 2| X =] (1)
holds for every k € N, zq,..., TE_1,Y,2 € S, implicitly assuming that both
sides of equation (1) are defined" and, moreover, the right hand side of (1)

does mot depend on k, hence

PlXi=2Xk=9y] = ... = P[X1 =2(Xo=1y] (2)

Wilhelm Huisinga, &
Like Meerbach

Stochastische Matrix

Definition 2.2 A matriz P = (pay),yes 18 called stochastie, if
Pry = 0, and pry =1 (3)
yeS

for all x,y € S. Hence, all entries are non-negative and the row-sums are
normalized to one.

Wilheln Huisinga, &
Eike Meerbach

HMM - Grafik

Derselbe “state” kann wiederholt durchlaufen werden, daher zeichnen wir
das Modell zweckmé&piger so:

@
)
@

a, +a, +a, ;=1

m o7y

Entropie einer DNA-Sequenz

Sei x, ein Alphabet, z.B. x,=1{4,C,G,T}
H(X) == p(x,)-log(p(x,))=-2_ p; log(p;)
p(A)=p(C)=p(G)=p(T) =Y,

4
H:—;évlogz[%]:Z 2 bit; 2 Jal Nein — Fragen

Durbin et al, Chapter 11.2

HMM: combined probability of state
path and observed symbols

Aoz, i, Ay

e, () 0. (x) 0. (x)

P(x,m)= Aoz * € (Xl)'a,m2 . elrz(xl)'afrzrr; .

L
P(x,7) = ay, [ e, (x)-a,s,
i=1

CpG - Inseln

* Genomische Region mit relativ groBer Haufigkeit von
CpG - Dinukleotiden?
— Observed/Expected Ratio = 0,65
— GC-Gehalt > 55%
— Lange 2 500 bp
» Epigenetische Regulation der Genexpression
* Rett - Syndrom

1Takai D, Jones PA (2002). “Comprehensive analysis of CpG islands in human chromosomes 21 and 22.". Proc Natl Acad Sci USA 99 (6): 3740-5




