
Exakte Methoden bei kleinen Exakte Methoden bei kleinen 

StichprobenStichproben

[ Signifikanztests ]

Uwe Menzel, 22.01.10

Nebenwirkung von ArzneimittelnNebenwirkung von Arzneimitteln

• “Zerodin”: 40% der Patienten mit Nebenwirkungen

• “Novodin”–Reklame: “deutlich weniger Nebenwirkungen”

• Stichprobe unter “Novodin”-Patienten:

– 20 Patienten, zufällig ausgewählt

3 Patienten mit Nebenwirkungen

Schätzung: 3/20 = 15% (!)

Ist die Beobachtung (veränderte 

Proportion) statistisch signifikant?

Verteilung der TeststatistikVerteilung der Teststatistik

• X = Anzahl der Patienten in der Stichprobe mit 
Nebenwirkungen

• X kann als Ergebnis einer Folge von identischen und 
unabhängigen Einzelversuchen angesehen werden

• Einzelversuch = Befragung eines Patienten

- 2 alternative Ereignisse

- Wahrscheinlichkeit von Nebenwirkungen: p
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Signifikanztest: HypothesenSignifikanztest: Hypothesen

• Nullhypothese (H0): p=0.4

– Novodin hat ebenfalls eine Nebenwirkungs-Rate 

von 40%

• Alternative Hypothese (Ha): p 0.4

– Novodin hat tatsächlich eine andere 

Nebenwirkungs-Rate

Signifikanztest: pSignifikanztest: p--WertWert

”Wahrscheinlichkeit, bei Gültigkeit der Nullhypothese 
ein mindestens so extremes Ereignis zu erhalten wie 
das beobachtete”

• Nullhypothese: X Bin(20, 0.4)

• Gesucht: P(X=3 oder extremer/ebenso extrem)

Graph in Minitab

Verteilung von X Verteilung von X ””unter Hunter H00””

p-value = 0,0160 + 0,00647 = 0,02247
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Signifikanztest: EntscheidungSignifikanztest: Entscheidung

• Signifikanzniveau (üblich 0,05 oder 0,01):

• p-value = 0,022 < 

H0 wird verworfen

Novodin hat eine veränderte Nebenwirkungsrate!

analytisch

Binomial Distribution: cdfBinomial Distribution: cdf

Exakter BinomialtestExakter Binomialtest
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Exakter BinomialtestExakter Binomialtest
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Exakter Binomialtest

Exakter BinomialtestExakter Binomialtest

Stat / Basic / Statistics / One proportion

Minitab

Test of p = 0,4 vs p not = 0,4 Exact

Sample  X   N      Sample p             95% CI                  P-Value

1           3   20 0,150000 (0,032071; 0,378927) 0,022

Exakter Binomialtest in R, SAS, SPSSExakter Binomialtest in R, SAS, SPSS

SAS, SPSS: p2 = 2 * p1 ??



Exakter BinomialtestExakter Binomialtest
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Verteilung von X Verteilung von X ””unter Hunter H00””
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Ergebnis ”4 von 20” wäre nicht signifikant, bei einem 

Schätzwert von 20% – kleine Stichprobe !!

AnpassungsAnpassungs--TestTest

• ”Goodness-of-Fit Test”

– Passt ein Modell zu einer Beobachtung (Stichprobe)?

Category 321

5

4

3

2

1

0

V
a
lu

e

Expected

Observed

Chart of Observed and Expected Values

Modell

Beobachtung

Mendelsche ExperimenteMendelsche Experimente

A B

A AA AB

B AB BB

Erwartetes Farbverhältnis: 1 : 2 : 1

Kreuzungs-Experiment bei Blütenpflanzen

Modell vs. BeobachtungModell vs. Beobachtung

”observed” 5 2 1

”expected” 2 4 2
n = 8, k = 3
(kleine Stichprobe)

• Nullhypothese (H0):

– Farbverhältnis 1:2:1  (Modell wird nicht verworfen)

• Alternative Hypothese (Ha):

– Farbverhältnis nicht 1:2:1 (Modell wird verworfen)

pp--WertWert

”Wahrscheinlichkeit, bei Gültigkeit der Nullhypothese 
ein mindestens so extremes Ereignis zu erhalten 
wie das beobachtete”

Wir müssen:

1. die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse unter H0

berechnen

2. herausfinden, was “extrem” ist



Wahrscheinlichkeit der Beobachtung Wahrscheinlichkeit der Beobachtung 

””unter Hunter H00””
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1
Welche Ereignisse sind extrem?Welche Ereignisse sind extrem?
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”observed” 5 2 1

”expected” 2 4 2

Ereignis i ist mindestens so extrem wie die 

Beobachtung wenn i
2 6

2

Die Statistik 2 ist bei kleinen Stichproben jedoch nicht 2 –verteilt !!

Exakter MultinomialtestExakter Multinomialtest
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1. Finde alle möglichen Zahlentripel x=(x1, x2, x3) und 
berechne deren Wahrscheinlichkeiten unter Annahme der 
Nullhypothese.

2. Finde alle Zahlentripel, die unter H0 mindestens ebenso 
extrem wie die Beobachtung x=(5,2,1) sind und addiere 
deren Wahrscheinlichkeiten

”p-Wert”

ExactMultinomialTest-Chisquare.R

Exakter MultinomialtestExakter Multinomialtest

H0

1.

2.

”ExactMultinomialTest-Chisquare.R”

2,4,2

”p-Wert” = Summe aller 

Säulen mit einem 2 6

Mendelsche ExperimenteMendelsche Experimente

A B

A AA AB

B AB BB

Erwartetes Farbverhältnis: 2 : 4 : 2
Beobachtetes Farbverhältnis: 5 : 2 : 1

Anpassungstest: p-value = 0.06 > 0.05

Nullhypothese wird nicht verworfen

... obwohl Beobachtung große Abweichung vom Modell suggeriert

Kleine Stichprobe!



MonteMonte--CarloCarlo--SimulationSimulation

– Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse unter H0

”experimentell” ermitteln

– Viele Stichproben mit n=8 Kugeln aus einer Urne mit 
Kugeln im Farb-Verhältnis 1:2:1

– Wie häufig kommen x=(5,2,1) oder noch 
extremere/ebenso extreme Beobachtungen vor?

p-Wert

RandMultinomialTest-Chisquare.R”

A B

A AA AB

B AB BB

MCMC--MethodeMethode

H0

H0

Ohne Benutzung der Multinomialverteilung für die xi !

”RandMultinomialTest-Chisquare.R”

1.000 simulierte Stichproben1.000 simulierte Stichproben 10.000 simulierte Stichproben10.000 simulierte Stichproben

100.000 simulierte Stichproben100.000 simulierte Stichproben 1.000.000 simulierte Stichproben1.000.000 simulierte Stichproben

Leicht auf höherdimensionale 

Probleme erweiterbar!



SASSAS -- CodeCode

Monte Carlo

SASSAS -- ResultsResults

asymptotisch

Monte-Carlo

AnpassungstestAnpassungstest

Monte-Carlo-Verfahren
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Asymptotischer Test:

Exakter Multinomialtest

[ Pause ][ Pause ]

Zwei Therapieformen: Zwei Therapieformen: 

UntersuchungUntersuchung

Patienten

Kontrollgruppe 5

Neue Therapie 7

Gesamt 12

Zweier Therapieformen: ResultatZweier Therapieformen: Resultat

gesund krank

Kontrollgruppe 2 3 5

Neue Therapie 6 1 7

8 4 12

– 40% Gesunde in Kontrollgruppe

– 85% Gesunde mit neuer Therapie

– 67% Gesunde insgesamt 

Ist der beobachtete Unterschied in den Proportionen 

statistisch signifikant ?



Fishers Exakter Test auf Fishers Exakter Test auf 

UnabhUnabhäängigkeitngigkeit

• Nullhypothese: p1 = p2 = p

– Die Wahrscheinlichkeit, gesund zu werden ist gleich groß für 
beide Therapieformen.

– Gesundheitszustand und Therapieform sind unabhängig.

• Alternative Hypothese: p1 p2

Gesundheitszustand und Therapieform sind abhängig.

pp--WertWert

”Wahrscheinlichkeit, bei Gültigkeit der 
Nullhypothese ein mindestens so extremes Ereignis 
zu erhalten wie das beobachtete”

Wir müssen:

1. die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse unter H0

berechnen

2. entscheiden, was “extrem” ist

gesund krank

Kontr 2 3 5

Ther. 6 1 7

8 4 12
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Wahrscheinlichkeit, dass 

unter den 5 Ausgewählten 

genau 2 Weiße sind

• H0:Wahrscheinlichkeit der Genesung p = 2/3   ( 8 von den 

12), unabhängig von Therapieform

• H0: Die beobachteten Proportionen kommen durch puren 

Zufall zustande 

Wahrscheinlichkeit dieser Wahrscheinlichkeit dieser 

BeobachtungBeobachtung ””unter Hunter H00””
WahrscheinlichkeitWahrscheinlichkeit ””der Tabelleder Tabelle”” beibei

Annahme der NullhypotheseAnnahme der Nullhypothese
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gesund krank

Kontr. 2 3 5

Ther. 6 1 7
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gesund krank

Kontr. a11 a12 Z1
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S1 S2 N
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””Wahrscheinlichkeit der beobachteten Wahrscheinlichkeit der beobachteten 

TabelleTabelle””
unter der Nullhypotheseunter der Nullhypothese
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... 2 3 5

... 6 1 7

8 4 12

Hypergeometrische VerteilungHypergeometrische Verteilung

Hypergeometric with N = 12, M = 8, and n = 5

x    P( X = x )

2 0,141414

Calc / Probability Distributions

Minitab



FisherFisher’’s Exakter Test: ps Exakter Test: p--valuevalue

1. Finde alle ”möglichen” Tabellen und berechne deren 
Wahrscheinlichkeiten unter Annahme der Nullhypothese. 

2. Addiere die Wahrscheinlichkeiten der Tabellen, die 
mindestens so extrem von der Nullhypothese abweichen 
wie die beobachtete Tabelle.

”p-Wert”

... ...

... 2 3 5

... 6 1 7

8 4 12

a12 kann zwischen 0 und 4 variieren 5 mögliche Tabellen

Berechnung der Berechnung der 22--Statistik fStatistik füür aller alle

TabellenTabellen

Chi2_Fisher.MPJ

Stat / Tables / Cross Tabulation and Chisquare

Für alle 5 Tabellen!

22,, p und p p und p ffüür aller alle TabellenTabellen

Tabelle 2 p P

4,286 33%

13%

-7%

-27%

-47%

0,070707

0,686 0,353535

0,171 0,424242

2,743 0,141414

8,4 0,010101 !!!!!
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22--Berechnung:Berechnung: Erwartete Frequenzen Erwartete Frequenzen 

bei Unabhbei Unabhäängigkeitngigkeit
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gesund krank

Kontr. E11 ... 5

Ther. E21 ... 7

8 4 12

gesund krank
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””Wahrscheinlichkeit aller TabellenWahrscheinlichkeit aller Tabellen”” unter Hunter H00

5 0 5

3 4 7
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3 2 5

5 2 7

8 4 12

2 3 5

6 1 7

8 4 12

4 1 5

4 3 7

8 4 12

1 4 5

7 0 7

8 4 12

P = 0,070707 P = 0,353535 P = 0,424242

P = 0,141414 P = 0,010101

p-Wert = 0,141 + 0,071 + 0,01

= 0,222

Schlechte Versuchsplanung ?

Hypergeometric with N = 12, M = 4, and n = 5

x   P( X = x )

0    0,070707

1    0,353535

2    0,424242

3    0,141414

4    0,010101

Minitab



Fishers Exakter TestFishers Exakter Test
Minitab

Test for difference = 0 (vs not = 0):  Z = -1,79  P-Value = 0,074

Fisher's exact test: P-Value = 0,222

* NOTE * The normal approximation may be inaccurate for small samples.

Normalapproximation

ungeeignet

Stat / Basic Statistics / 2 Proportions

Fishers Exakter TestFishers Exakter Test

Fisher's Exact Test for Count Data

data:  Kreuztabelle 

p-value = 0.2222

”FisherExact.R”

Vergleich zweier TherapieformenVergleich zweier Therapieformen

gesund krank

Kontrollgruppe 2 3 5

Neue Therapie 6 1 7

8 4 12

– 40% Gesunde in Kontrollgruppe

– 85% Gesunde mit neuer Therapie 

p-value = 0,222

Fisher Exact

• Die Nullhypothese wird nicht verworfen.

• Unterschied zwischen den Genesungsraten in beiden Gruppen nicht

statistisch signifikant ... trotz der ”überzeugenden” Prozentangaben

• Kleine Stichprobe !

Kleine / groKleine / großße Stichprobee Stichprobe

gesund krank

Kontr. 2 3 5

Neu 6 1 7

8 4 12

– 40% Gesunde in Kontrollgruppe

– 85% Gesunde mit neuer Therapie 

p-value = 0,222

gesund krank

Kontr. 200 300 500

Neu 600 100 700

800 400 1200

p-value = 0,000

Signifikanztests bei kleinen Signifikanztests bei kleinen 

StichprobenStichproben

• Intuition oft kein guter Ratgeber

– Prozent- oder andere Angaben können irreführend sein

• Sorgfältige Versuchsplanung: – “Size does matter”

AnhangAnhang

1. Sign-Test  (Wollen Mäuse einen eigenen Spiegel?)

2. Chisquare-Test 

3. Binomialtest und Fishers Exakter Test in SAS, SPSS

4. Methoden zum Testen von Hypothesen

5. Normalapproximation für den binomischen Test

6. p-Wert: Welche Werte sind extremer als die Beobachtung?

Uwe Menzel, 22.1.2010



SignSign--TestTest

Arbuthnot continued his scientific work submitting a paper to the Royal 

Society in 1710 discussing the slight excess of male births over female births

in the years from 1629 to 1710. This paper, published in the Philosophical

Transactions, is perhaps the first application of probability to social statistics 

and includes the first formal test of significance. In this paper Arbuthnot 

claims to demonstrate that divine providence, not chance, governs the sex ratio 

at birth.

John Arbuthnot

Born: April 1667 in 

Inverbervie, Kincardine, 

Scotland

Wollen MWollen Määuse einen eigenen Spiegeluse einen eigenen Spiegel??

• 16 Mäuse, alle Käfige mit 2 
Räumen: einen mit Spiegel 
und einen ohne Spiegel 

• Beobachtung: In welchen 
Raum hält sich die Maus am 
meisten auf? 

Maus 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

mit x x x

ohne x x x x x x x x x x x x x

Sherwin, C.M. 2004. Mirrors as potential environmental enrichment for individually housed 

laboratory mice. Appl. Anim. Behav. Sci. 87: 95-103.

Wollen MWollen Määuse einen eigenen Spiegeluse einen eigenen Spiegel??
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Die Nullhypothese (kein Raum bevorzugt, 

p=0.5) wird verworfen. Mäuse bevorzugen ... 

keinen Spiegel zu haben.

SignSign--Test: VergleichTest: Vergleich

Maus Zeit mit 
Spiegel

ohne 
Spiegel

1 3 21

2 8 16

3 9 15

... ... ...

Bei Vorliegen konkreter Daten und 

unter der Voraussetzung, dass 

diese normalverteilt sind, ist der t-

Test für gepaarte Stichproben

besser.

Maus Zeit mit 
Spiegel

ohne 
Spiegel

1 3 21

2 8 16

3 9 15

... ... ...

Bei Vorliegen konkreter Daten ist 

der verteilungsfreie

Rangsummentest für gepaarte 

Stichproben besser.

ChisquareChisquare--TestTest

”observed” 5 2 1

”expected” 2 4 2
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Nicht anwendbar ! (würde p = 0.0498 liefern)
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Minitab: Stat / Tables / Chi-square Goodness of Fit

Unsere

Stichprobe

ist zu klein!

Chisquare GoodnessChisquare Goodness--ofof--FitFit
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Chisquare GoodnessChisquare Goodness--ofof--FitFit

Minitab: Stat / Tables / Chi-square Goodness of Fit

Chisquare GoodnessChisquare Goodness--ofof--FitFit

Chi-Square Goodness-of-Fit Test for Observed 

Counts in Variable: OBS 

Historical        Test           Contribution

Category  Observed      Counts  Proportion  Expected

to Chi-Sq

1                5           2       0,25  2           4,5

2                2           4       0,50  4           1,0

3                1           2       0,25  2           0,5

N  DF  Chi-Sq  P-Value

8   2       6 0,050

3 cell(s) (100,00%) with expected value(s) less than 5.

Chisquare GoodnessChisquare Goodness--ofof--FitFit

Category 321
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Chart of Observed and Expected Values

SAS: Exact binomial testSAS: Exact binomial test

.5

Null hypotheses

Test whether the proportions of females (”female”) differs significantly from 50%

female

C:\Users\Uwe\btst

SPSS: Exact binomial testSPSS: Exact binomial test

n·p·(1-p)=11,5

Fishers Exakter Test in SASFishers Exakter Test in SAS

2 x 4 f = 3



A) MA) Mööglichkeiten zur Durchfglichkeiten zur Durchfüührung von hrung von 

HypothesentestsHypothesentests

• A-priori-Festlegung des Signifikanzniveaus

– Verteilung der Teststatistik (”T”) unter H0 ermitteln (Parameter: 0)

– Signifikanzniveau festlegen (5% = 0.05)

– Ablehnungsbereich (kritischen Bereich) ermitteln

– Stichprobe realisierten Wert der Teststatistik (”t”) errechnen

– Verwerfen der Nullhypothese wenn t im kritischen Bereich
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B) MB) Mööglichkeiten zur Durchfglichkeiten zur Durchfüührung von hrung von 

HypothesentestsHypothesentests

• Verwendung des p-Wertes

– Verteilung der Teststatistik (”T”) unter H0 ermitteln (Parameter: 0)

– Stichprobe 

– Berechnung des realisierten Wertes ”t” der Teststatistik 

– Berechnung des p-Wertes auf Grundlage dieses Wertes

– Verwerfen der Nullhypothese wenn p-Wert klein
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C) MC) Mööglichkeiten zur Durchfglichkeiten zur Durchfüührung von hrung von 

HypothesentestsHypothesentests

• Konfidenzintervall benutzen

– Nullhypothese: Parameter 0

– Stichprobe

– Schätzwert für wahren Verteilungsparameter und KI berrechnen

– H0 wenn 0 außerhalb der Grenzen des KI liegt

– ( 95% Konfidenzintervall entspricht 5% Signifikanzniveau )
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Normalapproximation fNormalapproximation füür denr den ExaktenExakten

BinomialtestBinomialtest

Vergleich mit NormalapproximationVergleich mit Normalapproximation
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Binomial 36 0,5

Distribution n p

Normal 18 3

Distribution Mean StDev

Distribution Plot

Zentraler Grenzwertsatz

[ Moivre-Laplace ]
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p-value = 0,0112 + 0,0112 = 0,0224 < 0,05

Symmetrie ! (p=0,4)
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SoftwareSoftware

Minitab
Stat / Basic / Statistics / One proportion

Test of p = 0,4 vs p not = 0,4

Sample   X    N Sample p       95% CI     Z-Value    P-Value

1             3   20     0,150000   (0,000000; 0,306491) -2,28        0,022

Using the normal approximation.

The normal approximation may be inaccurate for small samples.

pp--WertWert--Berechnung: Welche Werte sind extremer Berechnung: Welche Werte sind extremer 

als die Beobachtung ? als die Beobachtung ? 

obsii xpxp

obsi xx 22

1. xi ist extremer als die Beobachtung xobs, wenn:

ODER

2. xi ist extremer als die Beobachtung xobs, wenn:

pp--WertWert--Berechnung: Welche Werte sind extremer Berechnung: Welche Werte sind extremer 

als die Beobachtung ? als die Beobachtung ? 

i

xpxp

xpvaluep
obsii

i

xx

xpvaluep

obsi
22

1. Solche, die eine kleinere Wahrscheinlichkeit als die Beobachtung haben:

2. Solche, die einen größeren 2-Wert als die Beobachtung haben:

ODER

Mit chi2 > chi2_observed



pp--WertWert--Berechnung: Welche Werte sind extremer als die Beobachtung ? Berechnung: Welche Werte sind extremer als die Beobachtung ? 

Farbbeispiel 1:2:1Farbbeispiel 1:2:1

!!4,1,33,1,4

75.44,1,375.43,1,461,2,5

,

222

22

extremernichtsindund

werdenzuangesehenextremalsKriteriumxx obsi

ODER

Beobachtung: (5,2,1)    Expectation: (2,4,2)

!!)4,1,3()3,1,4(

008544.0)4,1,3(008544.0)3,1,4(01025.01,2,5

,

extremersindund

ppp

werdenzuangesehenextremalsKriteriumxpxp obsii

Kein streng monotoner 

Zusammenhang zwischen 

chi^2 und p

24 Punkte

22 Punkte

(4,1,3) und (3,1,4)

Vergeich der MethodenVergeich der Methoden

• ”Kleine Wahrscheinlichkeiten”: p = 0.0767

• ”Chi-quadrat”: p = 0.05957

• 0.05957 + 2 · 0.008544 = 0.0767

• Die beiden Punkte erklären den Unterschied

Anderes Kriterium: AbstAnderes Kriterium: Abstäändende

)4,1,3()3,1,4(6|23||41||24|

6|21||42||25|

||||||

3,1,4

332211

undvonAbstandA

gBeobachtunderAbstandA

EOEOEOA

obs

”Abstand”

Nach diesem Kriterium werden die beiden Punkte genauso extrem,

und würden damit dem größeren p-Wert entsprechen.


