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Stickprovsvariabeln har en fordelning / sprindning

@ punktskattning

. olycklig’
" punktskattning

Hur stor ar osiakerheten i var

skattning?
by = 0.22 £ 0.01 77
b = —0.10£0.03 77

hiy—yp = 0.20 +0.45 77

Figur: Punktskattningen styrs av slumpen

Punktskattning racker ofta inte

stickprov 1, mean =2.109

stickprov 2, mean = 1.891
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Figur: Méatresultat med stor varians

Repetition fran kapitel 6

Kvantiler fér N(0,1)
Standardiserade slumpvariabel fér normalférdelning
Sannolikhetsmassan inom kvantilgranser

Fordelning for medelvardet och differensen av medelvérden



Kvantiler for den standardiserade normalfordelningen

Aa

Figur: Kvantiler for N (0,1): ®(\,)=1—-«

a |0.0005 0.001 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10
Ao | 320 309 258 233 196 164 1.28

Sannolikhet inom kvantilgranser

o(z)

area= o/2 area= a/2

'“)‘ae/Z 0 >‘oc/2

Figur: Sannolikhetsmassan i intervallet (=), /2, +Aa/2) for N(0,1)

Allman och standardiserad normalférdelning

Fo6r godtyckliga a, b med a < b giller:

P(a<X§b):Fx(b)—Fx(a):¢<

b—u
g

Sitta=p—Ayp-cochb=p+A, 0 :

X e N(u,0):

Y € N(0,1):

)=l

a—p
g

P(u—/\a/20<X§u+)\a/2a):1—a

P(-Aaj2 <Y <Aap)=1-a

Sannolikhet inom kvantilgranser

Y € N(0,1):

P(—)\a/2< YS)\Q/2) =1l—«

P(—1.96 < Y < 1.96)
P(—258 < Y < 2.58)
P(—3.29 < Y < 3.29)

a | 0.0005 0.001

0.95 (= 0.05)

0.99 (= 0.001)

0.999 (o = 0.0001)
0.005 0.01 0.025 0.05 0.10

Ao | 329

3.09

2.58

2.33

1.96

1.64

1.28

)



Intervallskattning / Konfidensintervall

Skattning utan konfidensintervall:
» Bensinférbrukningen av en bil &r 0.65 |/mil.

» Nackdel: stammer intel!

Skattning med konfidensintervall:
» Bensinférbrukningen av en bil & 0.65 4 0.05 |/mil.

» Annu battre: Sannolikheten dr 95% att en bil av denna typ
forbrukar 0.65 £ 0.05 1/mil.

» Fordelar: 1) innehdller info om spridningen 2) ar arlig

Exempel: Normalférdelning, kind o

En maskin forpackar margarin i askar. Maskinen arbetar forstas
inte exakt: nettovikten ar fordelad med X € N(u,2.5).

Genom att ta ett stickprov (n=25) vill vi kolla hur stor
medelvdrdet av nettovikten ar (ska vara 250 gram).

Skattning for u: x =1/25- 21221 x; = 250.5

. 2.5 X —

95% av alla observationer av en N(0,1)-variabel hamnar i
intervallet (—1.96, +1.96):

p (1.96 < % < +1.96> — 05%

Konfidensintervall

Storheten som ska skattas stings in mellan undre och &vre
konfidensgrans, t.ex. # = (x — 0.05,x + 0.05).

Intervallgranserna kan bara konstrueras ur stickprovet - de ar
slumpvariabler. Med varje nytt stickprov f&r man ett annat
konfidensintervall (KI).

Det dr dock mdjligt att ange med vilken sannolikhet granserna
omfattar det sanna vardet, t.ex. P=0.95 (95% KI)

95% KI betyder: om vi tar 100 stickprov och berdknar
konfidensintervallet 100 g&nger, s& omfattar 95 av dessa intervaller
det sanna virdet.

Exempel: Normalférdelning, kind o

95% av alla observationer av en N(0,1)-variabel hamnar i
intervallet (—1.96,41.96):

p <—1.96 < % < +1.96> — 95%

Omformning av uttrycket i parantesen ger:
P(x—196-05<pu<x+1.96-0.5)=95%

Sannolikheten ar 95% att intervallet x & 1.96 - 0.5 omfattar det
sanna vardet p. Eller: tar jag 100 stickprov (med n = 25) och
berdknar Kl:er, s& inneh&ller 95 av dessa det sanna medelvirdet p.

Konfidensintervall: [/, ~ (250.5 + 1) = (249.5,251.5)



95% konfidensintervall for en skattning

Det viktigaste: att hitta en referensvariabel

X —p
o/ n

X €N (po/v/n) = € N(0,1) (o kdnd)

X—p
o/vn

Uttrycket anvands som referensvariabel (ndr o kind).

Referensvariabeln méste vara kidnd s& n3ra som pa den parameter
vi vill skatta (u)

Referensvariabelns férdelning méste vara fullstandigt kind (inga
parametrar), har N(0, 1)

Mé&tning nr e
1 + ‘ *
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Figur: Sannolikheten &r 95% att vara konstruerade granser omfattar det
sanna vardet 6, eller: i 95 av 100 stickprov har vi “fangad” det ratta virdet

Skatta vantevardet for N(u, o) med Kl dér o &r kind

X eN(u,D) med D=0o/\/n — X;“e/v(o,n

For en observation av referensvariabeln, som ar N(0,1), galler:

X —

I
P(—Aa/2< D <)‘a/2> =1—«
Omformning av uttrycket inom parantesen ger:
P()_(—)\a/zD<M<)_(+)\a/2D) =1—«
Det sanna vdntevdrdet omfattas alltsd med slh. (1 — «) av:
/ :()?—)\a/zD, >'<—|—)\a/2D) D=oao/vn

Konfidensintervall for 1+ med konfidensgraden (1 — «)

Referensvariabeln stings sedan in inom denna férdelningens
kvantiler (se nere)

* Omformning av uttrycket inom parantesen

11—« P<—/\a/2<)_(gug)\a/2) | -D
P (=Xap2D <X —p < Ayp2D) | - (-1)
P (Aa2D > =% > =X /2D) | +Xx
P(X+Xaj2D > p>%x— X, 2D) | vind om

P (X = XappD <t <X+ Xy 2D)



Skatta vantevardet for N(u, o) med Kl dér o okand
Om o &r kind géller D = o /+/n
Ar o okind ersitts D med medelfelet: d = s//n

Medelfelet ir dock en komplicerad funktion av slumpvariabler:

Skatta vantevardet for N(u, o) med Kl dér o okind

Tabell 3. t-férdelningen
P(X > ta(f)), dir X € t(f).

ta(f)
f|la 010 005 0025 001 0.005 0.001 0.0005
1 3.08 6.31 12.71 31.82 63.66 318.31 636.62
2 1.89 292 430 6.96 9.92 22.33 31.60
3 1.64 235 3.18 4.54 5.84 10.21 12.92
4 1.53 213 2.78 3.75 4.60 7.17 8.61
5 1.48 2.02 257 3.36 4.03 5.89 6.87
6 144 194 245 3.14 3.71 5.21 5.96
7 141 1.89 236 3.00 3.50 4.79 5.41
8 140 186 231 2.90 3.36 4.50 5.04
9 1.38 1.83 2.26 2.82 3.25 4.30 4.78
10 1.37 181 223 2.76 3.17 4.14 4.59
11 1.36 1.80 2.20 2.72 3.11 4.02 4.44
12 1.36 178 2.18 2.68 3.05 3.93 4.32
13 1.35 1.77 216 2.65 3.01 3.85 4.22
14 1.35 1.76 2.14 2.62 2.98 3.79 4.14
15 1.34 1.75 2.13 2.60 2.95 3.73 4.07

Skatta vantevardet for N(u, o) med Kl dar o okind

Uttrycket (X — p)/d kan anda anvindas som referensvariabel:
X—p
d

€ t(f) med f=n—1 (frihetsgrader)

Aven for t-fordelningen finns kvantiler tabellerade:

P(—ta/Q(f) < Xd H < ta/2 (f)) = 11—«

P(X—typ(fld<p<X+ty(f)d) = 1-a

Det sanna vdntevdrdet omfattas alltsd med slh. (1 — «) av:

I“:()_(_ta/2(f)d7 )_<+ta/2(f)d) d:s/ﬁ; f=n—-1

Sammanfattning for skattning av u for N(u, o)
Slumpmdssigt stickprov xi, ... x, fr&n N(u, o) dar p ar okant.

Skattningar for ;1 med konfidensgraden (1 — «) ar:

o Konfidensintervall Forkortningar

kind by =X+ A2 D D=oc/n

okind | I, =x+t,pn(n—-1)-d | d=s/y/n




Exempel for skattning av p for N(u, o)

Vi vet (eller har skl att tro) att X dr normalférdelad.

x = (15.7,14.3,12.65,13.2,16.85,16.05, 16.55,16.05, 16.6, 17.05)
Sokes: 95% konfidensintervall for

Om det ar kint att 0 = 1.56 :

D:J/ﬁ%0.5 )‘a/2:)‘0.025 =1.96

l,=Xx=%£ )‘a/2 D =155+1.96-0.5~15.5+1 = (14.5,16.5)
Om o ar okind:

s=156 d= S/\/E ~ 0.5 ta/2(f) = t0.025(9) =2.26
hy =X+t tyo(n—1)-d ~ 15542.26-0.5 ~ 15.5+1.1 = (14.4,16.6)

x Skatta o for N(u, o) med Kl dar p &r okdnd
Ref abel: L X)? € x?
eferensvariabel:  — Z (Xi—X)"ex®(n—1)
i=1
Aven for x2-férdelningen finns kvantiler tabellerade (f = n —1):
2 1 ¢ )2 2
Pl Xi_a(f) < py Z (Xi = X)" < Xop(f)] = 1-a
i=1
P(lzn:(x- X)? <o < 5t zn:(x X)? 1
i— A i— = l-a
Xi/g(f) i1 Xi—a/2(f) i=1

OBS!: x2-férdelningen ar inte symmetrisk.

Jamforelse av normal- och t-férdelning

t - fordelning, — N{©O1)
tathetsfunktion
— {(100)
z t(10)

t2)

Kailla: Wikipedia

* Tabell for y2-fordelningen

Tabell 4. x?-férdelningen
P(X > x2(f)), dér X € x*(f).

E area=
x2(f)
F |« 0.9995 0.999 0.995 0.9 0.975 0.95 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005
T 000 000 000 0.00 0,00 0.003.84 5.02 6.63 7.88 10.8 12.1
2| 000 000 001 0.02 0.05 0.10 5.99 7.38 9.21 10.6 13.8 152
31 002 002 007 011 0.22 0.357.81 9.35 11.3 12.8 163 17.7
4| 006 009 021 0.30 048 0.719.49 11.1 13.3 14.9 185 20.0
51 016 021 041 0.55 0.83 1.1511.1 12.8 151 16.7 205 22.1
6| 030 038 068 0.87 1.24 1.64 12.6 144 16.8 18.5 225 24.1
71 048 0.60 099 1.24 1.69 2.17 141 16.0 185 20.3 243 26.0
8| 071 086 1.34 1.65 2.18 2.73 15.5 17.5 20.1 22.0 26.1 27.9
9| 097 1.15 1.73 2.09 2.70 3.33 16.9 19.0 21.7 23.6 27.9 29.7
10| 126 148 2.16 2.56 3.25 3.94 18.3 20.5 23.2 25.2 29.6 31.4
11| 150 1.83 2.60 3.05 3.82 4.57 19.7 21.9 24.7 26.8 31.3 33.1
12| 193 221 3.07 3.57 440 5.23 21.0 23.3 26.2 28.3 32.9 34.8
13| 231 262 357 411 501 5.89 22.4 24.7 27.7 29.8 345 36.5
14| 270 304 4.07 4.66 5.63 6.57 23.7 26.1 29.1 31.3 36.1 38.1
15 | 311 348 4.60 523 6.26 7.26 25.0 27.5 30.6 32.8 37.7 39.7
16| 354 3.94 514 581 6.91 7.96 26.3 28.8 32.0 34.3 39.3 41.3
17 | 398 442 570 6.41 7.56 8.67 27.6 30.2 33.4 35.7 40.8 42.9




* Sammanfattning for skattning av o for N(u, o) « Exempel for skattning av o for N(u, o)

Sickprov xi,...x, fran N(u, o) dar p och o ar okinda. Vi vet att X dr normalférdelad, men p och o &r okidnda
= (15.7,14.3,12.65,13.2,16.85,16.05, 16.55, 16.05, 16.6, 17.05)

Skattningar fér 0 med konfidensgraden (1 — «) ar: . o
Sokes: 95% konfidensintervall for o

Skattn. Konfidensintervall Forkortningar s=156 f=9
Xi/z(f) = Xp.025(9) = 19
2 | = (Q1C,(), Q/E u(f) | Q= X0 (Xi—X)? Xi—a2(F) = Xo.075(9) = 27
S S S S S _ /@ Iy = \/ = - 1.56, ,/ 156)
o | k= <\/ PRGN \/ X2 (P) 5) *T Vi (V )T X2 ) (
= (1.07, 2.85)

f=n-1
x 2 -fordelning for olika frihetsgrader Konfidensintervall for differens mellan vantevarden av

tvd normalfordelade storheter

0.5
|

TTIAE
SLELL

0.4
|

stickprov 1, mean =2 109

X1, X2, ... Xn, Tr&n N(ux,ox)

0.3
I

stickprov 2, mean =1 891

® s s s . Yi,Y25---Yn, fr&n N(IU,Y,O'Y)

y,

0.1
I

0.0
1

Figur: Matresultat med stor varians



Konfidensintervall fér Ap; oy och o, kdnda

Skattning for (Ap): (Ap)ips =X—y; (Ap)* =X-Y

X —Y €eN(ux —py,D) med D=/o%/nx+ 03 /ny

X =Y —(ux —py)

Referensvariabel: D e N(0,1)
X—-Y —(ux —
P(X—=7—XappD <px—py <X—y+X2D) = 1—-a

Den sanna differensen omfattas allts§ med slh. (1 — «) av:

IMX_MY:()_(—}_/—AQ/zD; )_<—_)_/—|—)\a/2D) D:\/ai/nx—i—a%,/ny

Konfidensintervall for Au; 0 = ox = oy okind

Man kan visa att w ir t-fordelad:

X =Y = (ux — py)
d

et(f) med f=(nx—1)+(ny —1)

Stdng in referensvariabeln mellan t-fordelningens kvantiler:

P(_ta/z(f)<xY§Mxﬂv)<ta/2(f)> = 11—«
P(X=7 ~tapa(F)d <px —py <X=J+tapp(f)d) = 1-0

Den sanna differensen omfattas alltsd med slh. (1 — «) av:

hix—uy = (X =y £ tap(f)d)  d=sq\/1/nx+1/ny

Konfidensintervall for Au; 0 = ox = oy okind

Om o ar kind géller: D = o4/1/nx +1/ny
Ar o okind ersitts D med medelfelet: d = sy\/1/nx +1/ny

Stickprovs-standardavv. for tvd stickprov som antas ha samma o

_Wzl (X - X+ X (vi- V) \/ Q&+ Q,
Sxy = = (

(nx—1)+(ny—1) nx—1)+(ny—1)

Uttrycket % ar darfor inte normalférdelad:

X =Y —(ux — py)
dX Y%N

Sammanfattning: Normalfordelning, Kl for Apu

Tva normalférdelade stickprov dir Ap dr okant.

Skattningar for Ay med konfidensgraden (1 — «) ar:

OX,0y Konfidensintervall Forkortningar

bada kinda Inpy=X—=y£Xy2-D D:\/0)2</nx+a§,/ny

bada lika, IAM:)?—}'/:tta/z(f)~d d=s\/1/nx +1/ny
dock okanda

s=+/(Qx + Qy)/f

AV

Q=Y (Xi=X)"; f=(x—1)+(ny —1)



Parade observationer

Exempel: Blodtryck hos 10 personer fére och efter anvandning av
en preparat.

Person |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Modell for parade observationer

Exempel: Blodtryck fére och efter anvandning av en preparat.

Blodtryck fore | 75 70 75 65 95 70 65 70 65 90
Blodtryck efter | 85 70 80 80 100 90 80 75 90 100

Kl for A dar X och Y &r parade observationer

Z=X-YeN(o;) = ZeN(Ao;/yn)
Vi har en observation zj, z;, ...z, (alla differenser z; = x;—y; )

= Standardsituation: Kl for vantevardet for N dar o okand.

-4 € t(f) med f =n—1 (frihetsgrader)

Referensvariabel: 7

Z-A
P <ta/2 (f) < d < ta/2 (f)) = 11—«

P(Z—top(f)d<A<Z+ty(f)d) = 1—-a

Den sokte parametern A omfattas alltsd med slh. (1 — «) av:

In= (2= tapp(f)d, Z+typ(f)d) d=s;/vn; f=n—1

Par | 1 | 2 | 3 | 4

X N(u1 + A, 01) | N(pa + A, 01) | N(uz + A, 01)

Y N(p1,02) N(uz2,02) N(ps, 02)
Z=X-Y | N(A,op) N(A, o) N(A, o)

Z=X-YeN(A,o;) med o, =/0?+ 03

Mest intressant ar A (t.ex skillnad mellan blodtrycken fére/efter)

Alla Z kommer fr&n samma normalférdelning och det kan utnyttjas
for att skatta Al

Exempel for KI for Ay for parade observationer

Tva personer utférde matningar av 11 olika objekt:

| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

B|216 229 20 236 157 175 273 198 164 147 20.1
Al 202 22 197 214 163 17 245 156 16 13.2 19
z 14 09 03 22 -06 05 28 42 04 1.5 11

Matningarna antas vara observationer fran N(1;, 01) resp.
N(pj + A, 02) dar A &r den systematiska differensen mellan bada.

NI

=134 f=n-1=10 ta/2(f) = 1.’0.025(10) =223

$= \/nlj S (zi—2)°=133 d=s/V11 =0.401

In = (Z£t,0(f)d) = (1.3442.23-0.401) = (1.34+0.89) = (0.45,2.23)



Normalapproximationen for intervallskattning
Problem: Stickprovsvariabel inte normalférdelad
Ar stickprovet stor giller approximationen: 6* € N

Exempel: X € AsN(u, ﬁ) dven om komponenterna X; inte ar
normalfordelade (Centrala gransvardessatsen)

*

Referensvariabel: (o)

€ N(0,1)

Approximationen &r desto battre ju stdrre stickprovet ar.

Normalapproximation, Kl for Apu

Tva stora stickprov, 1, o resp. o1, 0.

Skattningar for Au med konfidensgraden =~ (1 — «) ar:

01,02 Konfidensintervall Forkortningar

bada kinda | Ia, =X —y £ Ay D D=\/o2/m +03/m

2 2
bada okdnda | Ian, =X -y £ Aypn-d d:,/%+%

Normalapproximationen for intervallskattning

Lat 0 vara en punktskattning for 6, med E (0*) = 6 och
standardavvikelsen D.

Lat 0 vara ungefdr normalfordelad (stort stickprov).

Konfidensintervaller fér 6 med konfidensgraden ~ (1 — «) ar:

D Allman 6* 0r =X

Dkind | lp=0% + A0 D | [, =X+X,p-D (med D=a//n)

D=D(0) | lp=05ptrajp-d | h=X+Ayp-d (med d=s/\/n)

$2=1/(n—1)3(x — x)?

Exempel for normalapproximation, Kl for Apu

Test av tvd beddvningsmedel A och B, beddvningstiden (minuter):

A = (195,240,154, 95, 65, 82,132, 155, 125, 119, 155, 345,
145,200, 130, 223, 145, 207, 183, 190, 137, 210)

B = (88,73, 165,188,145, 158, 195, 165, 140, 145, 203, 196,
230, 225, 128, 190, 170, 158, 72, 135, 105, 155, 165, 120
138,125, 188, 145, 208, 75

99% konfidensintervall for skillnaden mellan medelvarden ?

Xa = 165.09 s4 =60.96 Xxg = 153.1 sg =43.08 x4—xp = 11.99

2 2
d= Z—i + Z—BB = \/60;;62 + 433%82 =15.19 (medelfelet)
1-a=099 = a=0.01 A, = Aoos =2.58

Ing = X4 — Xg £ Ay/p - d = 11.99 £ 2.58 - 15.19 = (—27,51)



Normalapproximation fér binomialférdelningen

Stickprov: p},. =x/n = p*=X/n

X € Bin(n, p)

X € AsN(n - p,

np-(1-p) (nstor)

p* = X/n€ AsN(p,/p-(1—p)/n)

p* € AsN(p, D)

med D= ./p-(1—p)/n

D=+/p(l=p)/n = d=1/pg (1= pg)/n

Exempel for normalapproximationen fér Bin(n,p)

Opinionsunders.: n = 250, x}, = 42

pips = X/n = 42/250 = 0.168

d=/pip (1 —pi.)/n=1/0.168 - 0.832/250 = 0.023

95% konfidensintervall for p: (/\a/z = Ao.o25s = 1.96)

(Pobs — Xayj2ds Pops + Aaj2d)
(0.168 + 1.96 - 0.023) — (0.168 = 0.046)

(0.12,0.21)

Normalapproximation for binomialférdelningen

p* € AsN(p,d) med d = \/sz5(1 — Pops)/ N

Stickprovsvariablen p* ir alltsd asymptotiskt normalférdelad och
vi kan anvida vad vi har hittat forut.

Ett konfidensintervall f6r p med konfidensgraden (1 — «) &r:

IP = (p;bs - )‘a/2da p;bs + )‘a/2d>

Normalapproximationen for Bin(n,p): berdkning av n

Onskemal: 95% KI for p som ska inte vara bredare dn 0.1

Hur stor m3ste n vara (Kl:et blir ju smalare med stérre stickprov)

b= (Plps £ Aajp-d) = w=2-Xyp-d (“width’)

prs(l — Pst)
n

0.1vn = 2'>\0¢/2' p;bs(l_p:bs)

1 5 12 1
n 2 072)\00251%385

Med mer information om p kan p}, (1 — p},.) < 1/4 forbittras.



Kl for differens av tvd vantevarden for Bin

Exempel: Tva opinionsundersokn. vid olika tider, ny, no stora

Undersdkning 1 Undersdkning 2
p>1k,obs = Xl/nl p;‘,obs = X2/n2
X1 € Bin(n1,p1) Xz € Bin(np, p2)

X1 € AsN (nlpl, p1(l— P1)"1> X € AsN <"2P2, p2(1 — Pz)n2>

pi € AsN (Pla pi(l — P1)/"1> p> € AsN <P2, p2(1 — Pz)/ﬂz)

Sammanfattning

vV VvV vV VvV VY

Begrepp konfidensintervall

Referensvariabel

KI for vantevardet av N(u, o), o kénd eller okdnd

Kl for Ay av tvd normalférdelade s.v., o kind eller okind
Parade observationer: Kl for A

Normalapproximation for intervallskattning

... for binomialférdelning

pi € AsN (Pl, p1(l — P1)/”1) och p; € AsN (Pz, p2(1 — P2)/"2)

Skatta differensen med pi |, — p5 4 :

p1(1 — p1) . p2(1 — p2)n2

pi—ps € AsN (p1 — p2, D) med D = \/
n n»

*

Referensvariabel: 21— P2 _D(pl —p2) € N(0,1) D=d

p </\a/2 _Piop —d(pl —p2) _ +/\a/2>

P (pik,obs - p;,obs - /\a/2 d<pr—p2 < pf,obs - pg,obs + )‘Oz/2 : d) =

IP1—P2 = piobs - p>2k,obs + )‘Oc/2 -d d=D (piobw p;,obs)

Appendix



Ensidiga intervaller f6r normalférdelning
* Symmetri for ensidiga intervaller

F6r godtyckliga a, b med a < b giller:

Undre grans:

P(3<X§b)ZFx(b)—FX(a):q)(b—“)_¢<3—M>

o o
P(X<pu+Xo)=1—a«
Sdtt a= —oo och b= p+ A\yo och anvind ®(—o0) =0
Ovre grins:

PX<p+do)=0(Na)=1—a
P(X>u—Xo)=1—«

Sétt a =y — Ao och b= +00 och anvind ®(+o00) =1

P(X>pu—Xo)=0(N\a)=1—«

* Beakta nar olikheter omformas!

f monotont véxande:

| o mmmmnnae fud>a—pu> f(a)

@ H

f monotont fallande:

fw>a-p<f(@
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