Normalférdelningens betydelse

Empiriskt(se figur): manga storheter approximativt
normalférdelade
Sannolikhet och statistik Summan av ménga (ungefar) oberoende och (ungefar)
likafordelade s.v. dr approximativt normalférdelad (CGS)
Exempel: matfel = summa av m&nga oberoende felkillor som ar
av samma storleksordning
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Figur: Approximativt normalférdelad Figur: 10 D-Mark
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Figur: Normalférdelningen



Fordelningsfunktion for N (u, o)

X &r normalférdelad: X € N (u, o).

1
fx (x) = 5 e (x—n)*/207

Fx (X) = /X fx (t) dt

Fx (x) = = / e (t=m7/20% gy

210 J—co

Tyviérr ingen analytisk 18sning

X € N(p o)

(X' =p)/oeN(01)

Lat X vara normalférdelad: X € N (u,0).
Lat Y = (X — p) /o . Vilken fordelningsfunktion har Y 7

Fy(y) = P(YSy):P<X;MSY>
= P(X<p+oy)=Fx(u+oy)

ptoy
= 1/ e (t=1%/20% gt subst. u = (t—p)/o

270 J—co

_ \/; /y —W?/2 g,
™ J—00

Det ar fordelningsfunktionen for N (0, 1), allts& | Y € N (0,1)

Fordelningsfunktionen for N (0, 1) kallas ¢ (x)

Oy (x) = 12 / e~ (/2 gt
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Figur: Standardiserad normalférdelning



Berdkning av Fx (x) fér godtyckliga x, u och o:

Om X € N(u,0)

Fx (x) =

Vi behdver @ helst for hela R

® (x) for negativa argument

p(=x) = ¢()
d(—x) = 1—d(x)

Figur: N(0,1)

Standardiserad normalférdelning: Tabell dver @ (x)

Blom s. 397

Tabell 1. svanaara normalférdelning

®(z) = P(X < ), dar X € N(0,1).

o(z)

For negativa z, utnyttja att ®(—z) =1 — &(z) z

T .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 | .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359
0.1 | .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753
0.2 | .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
0.3 | .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
0.4 | .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879
0.5 | .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224
0.6 | .7257 7291 .7324 .7357 7389 .7422 7454 7486 .7517 .7549
0.7 | .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 7823 .7852
0.8 | .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
0.9 | .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 | .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621
1.1, .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 | .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 | 9032 .9049 .9066 .9082 .9099 9115 .9131 .9147 .9162 .9177
1.4 | 9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319
1.5 | .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 | .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 | .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 | 9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706
1.9 | 9713 9719 .9726 9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767
2.0 | 97725 .97778 .97831 .97882 .97932 .97982 .98030 .98077 .98124 .98169
2.1 | .98214 .98257 .98300 .98341 .98382 .98422 .98461 .98500 .98537 .98574
2.2 | 98610 .98645 .98679 .98713 .98745 .98778 .98809 .98840 .98870 .98899
2.3 | .98928 .98956 .98983 .99010 .99036 .99061 .99086 .99111 .99134 .99158

Berdkning av slh. for allman

normalférdelning

XeN(po)=Fx(x)=o =1

g

Exempel 1: X € N (4,2)

P(X <3)

Exempel 2: X € N (4,2)

P(X >5)

Vad & P(X <3) 77

3-4

Fx (3) = & <2> — & (-0.5)
1-®(05)=1-0.6915 = 0.3085

Vad & P(X >5) 77

= 1-P(X<5)=1-P(X<5)
= 1—FX(5)—1—¢(524>

1-®(05)=1-0.6915 = 0.3085



Sannolikheten att X ligger mellan tva vérden

P(3<X§b)ZFx(b)—FX(a):q,(b—“)_¢<3—M>

g g

Exempel: X € N(4,2) Vadar P(3< X <5) 77

P(3§X§5) = Fx(5)—Fx(3)

o5

= (0.5)— ®(-0.5)
= ¢(0.5)—[1—(0.5)]
= 2.0(05)—1

= 2-0.6915 -1 =0.383

Sannolikhet inom p + o, u 4+ 20, u £ 30

P(a<X§b):FX(b)_FX(a):q)(b—M)_¢<a—u>

g g

Plu—2-c<X<pu+2-0) =

= ®(2) - ®(—2) = 0.954

Samma med 1 och 3:

P(u—o<X<pu+o) = 0.682
P(p—20<X<pu+20) = 0954
P(p—30c<X<wpu+30) = 0.997

Fx(p+2-0)—Fx(p—2-0)

_ ¢<N+2'0H)_¢(M2'0M>
o

Sammanfattning av alla 3 exempel

N(4,2) /\
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Figur: P(X <3)+P(B< X <5)+P(X>5)=1

Sannolikhet inom p + o, u 4+ 20, u £ 30

Figur: k - o intervaller



Kvantiler for den standardiserade normalfordelningen

Definition kvantil \,:

P(X>MX)=a eller o(A\y)=1-«

Figur: Kvantiler for N (0,1)

Sannolikhet inom p £ A, o0 for allmdn normalférdelning

P(3<X§b)ZFx(b)—FX(a):q,(b—“)_¢<3—M>

g g

P(a) = P(u—/\a/20<X§,u—|—)\a/2a)
= Fx (14 Xaj20) — Fx (1 — Xaj20)

_ ¢<u+>\a/za—u> _¢<M—Aa/20—u>
g g

= ®(Nap2) =P (“Aap2)
= (o) —[1-0(A\ap)]
= 2.0 (N,0) -1

= 2[1—a/2] -1

= l-«

Kvantiler for den standardiserade normalfordelningen

Ao

Figur: Kvantiler fér N (0,1)

o ‘0.0005 0.001 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10
)\a‘3.29 3.09 258 233 196 164 1.28

Sannolikhet inom p £ A, o0 for allmdn normalférdelning

P(,u—)\a/20<X§/L+)\a/20):1—oz

Satt o = 0.05, 0.001, 0.0001

P(p—1960 <X <pu+1960) = 0.95
P(u—2580 <X <pu+258s) = 0.99
P(u—3290 < X < p+3290) = 0.999

Ex: @ = 0.05, a/2 = 0.025, A,/p = 1.96, 1 —a = 0.95
Lat X e N(3,1) = P(1< X <5)=~9%



Summa och differens av oberoende normalférdelade s.v.
med olika ;2 och o

Om X € N(ux,ox) och Y & N(uy,oy)

X+Y € N<,ux—|—/ty,\/0§+0%,>
X-Y € N(ux—uy,\/ai—i-a%,)

Summor (differenser) av oberoende N &r ocksd N, dven om
ingdende komponenter har olika vantevarden och varianser.

Summa av flera normalférdelade s.v. med olika 1 och o

X; oberoende

X,' cN (M,’, U,')

—

n n
Za,—X,-—i—beN Za,—u,——l—b,
1 1

n

2 2
E:aigi
1

Sum of two Gaussians

Figur: 3y =3; upo=5; p=8; 01 =3, 0o =4, 0 =5

Figurnt=ti +th+t3+ 1t



Fordelning for summan och medelvardet av flera
normalfordelade s.v. med samma 1 och o

Summan av oberoende, normalfordelade s.v. med samma
vantevirde och standardavvikelse:

Lat E(X,'):,u och D(X;):O'.

n
Om Y:ZX; s& giller Y € N(n,u,aﬁ)
i=1

N - o
Om X =-— X; s8 galler X N [
m ; . s giller X ¢ (M,ﬁ)

OBS!!: Vi forutsdtter har att komponenterna Xy, Xo,... X, ar
normalférdelade (satsen géller exakt).

Exempel: Fortsattning

Exempel: Ett matfel X ar fordelad N (0, 10).

Hur stor ar slh. att felets medelvarde (6ver 25 matningar) ar
begransad till (—3,3) 77

X € N(0,10) = )'<eN<o,> =N (0,2)

P(—3<X<3) = Fx(3)—Fx(-3)

o503

= ®(1.5)—d(—1.5) =20 (1.5) — 1 ~ 0.866

Sannolikheten ir 87% att absolutbeloppet av felets medelvarde
blir mindre d@n 3. Mycket battre!

Exempel: Fordelning for X

Exempel: Ett matfel X ar fordelad N (0, 10).

Hur stor ar slh. att felet ar begransad till (—3,3) 77

P(—3<X<3) = Fx(3)—Fx(—3)

B ¢<31_00> _¢<_310_0>

= (0.3)—®(-03)=2-(0.3) — 1 0.236

Sannolikheten ar 23% att absolutbeloppet av felet ar < 3.

Differens av tvd medelvdrden frdn N med olika u, o, n
Vi har sett hur medelvardet av N’s ar fordelad, och vi har sett hur
summan (differensen) av N's ar fordelad.

Om man kombinerar dessa formler, ser man t. ex. hur en differens
av medelvarden ar fordelad:

Lat X och Y vara tva sddana medelvirden:

X-YeN (MXMY,\/Ui/nerU%/”Y)



Centrala gransvardessatsen

Vi har sett att summor av oberoende normalfordelade s.v. ar ocks3

normalfordelade.

Aven summor av godtycklig fordelade, oberoende och

likafordelade slumpvariabler ar (i regel) ungefdr normalférdelad,

bara antalet komponenter i summan &r tillrackligt stort.

—

Normalférdelningen har ett stort anvindningsomréde

Nytt experiment: Vi kastar n tarningar
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Figur: Podngsumma av tarningskast, n = antalet tarningar

Centrala gransvardessatsen

Kom ihdg vart experiment dar vi kastade 2 tarningar:
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Figur: Podngsumma av tarningskast, n = 2

Centrala gransvardessatsen

Summan av oberoende, likaférdelade s.v. dr approximativt
normalférdelad om antalet komponenter ar tillrdckligt stort.

Lat E(X,-):,u och D(X;):O'.

n
Om Y => X sagiller Y € AsN (np,0v/n)
i=1

I . — o
Om X = - 'EIX,- sa galler X € AsN <,u, ﬁ)
1=

OBS!!: Vi forutsdtter hdr INTE att komponenterna Xi, Xo, ..

ar normalférdelade (satsen galler approximativt)

. Xn



Centrala gransvardessatsen

n
Y=Y X; = Y € AsN(np,0v/n)
i=1

Y —nu
ov/n

e N(0,1)

Centrala gransvardessatsen

Om Xi, Xp,... dr en odndlig f6ljd av oberoende likaférdelade s.v.

med vantevirdet u och standardavvikelsen o, s& géller for
Yo=X1 +Xo...X, att

P<a<Y"_\/Enu§b>—>d>(b)—d>(a) om n— oo

| ex. “matfel” var vi alltsd inte tvungna att forutsitta X; € N

Sammanfattning summa och medelvarde

Komponenterna m&ste vara oberoende och likaférdelade
(samma p och o).

normalférdelad godtycklig fordelad

Y=Y".Xi | Y€EN(nu,o0/n) Vn|Y€EN/ (nuoyn) n— oo

exakt asymptotiskt
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