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Komplexa tal: Begrepp och definitioner

Komplexa tal uppstod ur det faktum att vissa andragradsekvationer, exempelvis
22 + 1 = 0, saknar l6sningar bland de reella talen. Med tiden lirde man sig att
utnyttja och rdkna med de “kvadratrotter” ur negativa tal som uppkom nir man
forsokte l6sa ekvationer av denna typ. Tricket &r att man formellt infor ett tal 4
som har egenskapen att dess kvadrat &r lika med —1. Med hjélp av detta tal kan
man sedan 16sa alla andragradsekvationer. Formellt gar det till som foljer:

Ett komplext tal definieras som ett par (a,b), dir a och b &r reella tal. Komplexa
tal adderas och multipliceras enligt foljande regler:

(1) (a,0) + (¢,d) = (a +¢,b+d)

(2) (a,b)(ec,d) = (ac — bd, ad + be).

Notera att (a,0) + (b,0) = (a + b,0) och (a,0)(b,0) = (ab,0). Tal pa formen (x,0)
beter sig alltsa likadant med avseende pa addition och multiplikation som vanliga
reella tal, och man kan visa att de &ven i ovrigt fungerar som sadana. Man iden-

tifierar darfor sadana tal med vanliga reella, och skriver (a,0) = a. I synnerhet ar
1 =(1,0) och 0 = (0,0). Méngden av komplexa tal betecknas med C.

Talet (0, 1) kallas for den imagindra enheten och brukar betecknas med bokstaven 4.
Enligt (2) giller att i2 = (0,1)2 = (—1,0) = —1. Varje komplext tal kan nu skrivas
som a + bi = (a,b), och adderas och multipliceras enligt foljande formler:

(3) (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

(4) (a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Bokstéverna z och w &r vanliga for att beteckna komplexa tal. For ett komplext tal
z =a+ bi, a,b € R definieras realdelen av z som Re z = a. Imagindrdelen av z ar
Im z = b. Observera att bade Re z och Im z alltid &r reella tal. Om t ex z = /2 — 4
sa dr Im z = —1, ingenting annat.

Som vi sett motsvarar varje komplex tal z = a + bi ett par av reella tal (a, b), vilket
i sin tur kan betraktas som koordinaterna for en punkt i planet. Saledes motsvarar
varje komplext tal en punkt i planet och vice versa (se figur 1).

bi z=a+bi

Figur 1: Det komplexa talplanet.



Om z = a + bi dr ett komplext tal, sa definierar man —z = —a — bi. Differensen
w — z mellan tva komplexa tal w och z definieras nu som w 4 (—z). De flesta av de
vanliga raknereglerna for reella tal géller &ven for komplexa. Exempelvis ar

(5) 2w = wz (kommutativitet)
(6) (uw)z = u(wz) (associativitet)
(7) z(u+w) =zu+ 2w, (u+w)z =uz+ wz (distributivitet)
(8) zw=0 = (z=0ellerw=0) (inga nolldelare)

for alla u,w, z € C. I praktiken kan man rédkna med komplexa tal precis som med
vanliga reella tal, och 6verallt dir i2 dyker upp ersitta det med —1.

Exempel: Lat z = 3 4 4i och w = 2 — 4. Nu &r
z+w=B8+4)+(2—-10)=38+2)+ (4i—1i) =5+ 31,
z—w=3+4i—(2—14)=3-2+4i—(—i) =1+ 54,

qw=(3+4i)(2—i)=3-2—3i+4-2 —4i®* = (6+4) + (—3+8)i =10 + 5i.

Geometriskt kan man forsta addition och subtraktion av komplexa tal enligt fi-

gur 2 nedan. Till den geometriska tolkningen av multiplikation av komplexa tal
aterkommer vi nér vi behandlar polir form och exponentform.

*Z4w

Figur 2: Geometrisk tolkning av addition och subtraktion.

O

Kvoten Z mellan z,w € C (w # 0) ar enligt definition det tal som har egenskapen

att 2w = wZ = z. Att ett sadant (entydigt) tal alltid existerar om w # 0 &r en
konsekvens av (8) ovan. Vi aterkommer till hur man praktiskt rédknar ut kvoten
lingre fram.

Det komplexa konjugatet av z = a + bi definieras som talet Z = a — bi. Geometriskt
kan Z ses som speglingen av punkten z i talplanet i den reella axeln. Foljande
réakneregler giller for z,w € C:

9) zZ=2z,

(10) zxw=z+w,

(11) ZW = zZw,

(12) 2/w=Zz/w om w # 0.



Ytterligare nagra anvéndbara likheter (bevisa dem!) dr:

1 _ 1 _
(13) Rez—i(erz), Imz—ﬁ(zfz).

Exempel: Lat z =4 — 2i. Nu dr z = 4 + 2i och

22 = (4 — 20)(4 +2i) = 4% — (20)® = 16 — (—4) = 20.

I allménhet géller, for z = a + bi, att
2z = (a + bi)(a — bi) = a® — (bi)* = a® + b?
vilket &r ett reellt, icke-negativt tal. Vi har
2220 och zZ =0 om och endast om z = 0.

Nu definierar vi absolutbeloppet av z € C som |z| = v/2Z = Va2 + b2. Geometriskt
kan absolutbeloppet tolkas som avstandet i planet mellan punkten (a,b) och origo.
Avstandet mellan tva tal z och w i talplanet kan, i analogi med det reella fallet,
uttryckas som |z — w|. Observera att om z &r reellt (det vill siga om b = 0) sa &r
2] = Va2 + b2 = Va2 = |al, och vi far alltsa det vanliga absolutbeloppet av det
reella talet a.

|z —2| <2

fne)
_

4

Figur 3: Geometrisk tolkning av absolutbelopp och konjugat.

For absolutbeloppet géller foljande rikneregler for alla z,w € C:

2] = ||

(14)

(15) |zw]| = [2||w]
(16) |2/w| = |z|/[w]  (w #0)

(17) |z £ w| < |z] +|w| (triangelolikheten).

Olikhet (17) kallas for triangelolikheten eftersom den geometriskt séiger att summan
av lingderna av tva sidor i en triangel &r storre &n eller lika med lingden av den
tredje sidan (se figur 4).



2wl < |2+ Jw| | 12 Frw

Figur 4: Geometrisk tolkning av triangelolikheten.

Ezempel:

1. Om z = 3+ 44 sa ar |z|:\/m:\/%:5.

2. Absolutbeloppet av w = 1 — v/3i ir |w| = /12 4+ (—=v3)2 = V1 + 3 = 2.

3. For z,w € C som ovan giller |zw| = |z||lw| =52 = 10.
Gor inte misstaget att blanda in den imaginéra enheten 4 i utrékningen av absolutbe-
loppet! Allfor ofta ser man “kalkyler” av typen |w| = |1 — /34| < V12 4 (—V/30)2 =
V1i—=3=+v-2=...7 O
Nu kan vi ge oss pa division av komplexa tal. Metoden man brukar anvinda for att
forenkla en kvot = &r att forlinga med w, varvid ndmnaren blir ett reellt tal. Det
hela illustreras enklast med nagra exempel.

Ezempel:
1 1—4 1—14 1—14

1
1+i (1+9)(1—i) 1- 2 2
VI4VE (V2R 2(1+4)"

V2-V2i (V2 V) (V2 VE) O (VR) - (vai)
2(142i+4%) 4

- 2v2 T at

(|
For den teoretiskt intresserade avslutar vi denna del med att ge ett bevis for (17).

Beuvis for triangelolikheten: Lat z,w € C. Vi skall visa att |z + w| < |2| + |w|. Fran
detta foljer sedan att |z—w| < |z|+|w], ty |z—w| = |z4+(—w)| < |2|+]|—w| = |2|+]|w].

Eftersom bade |z4+w| och |z|+|w] dr icke-negativa, reella tal, dr ekvationen |z+w| <
|2| 4 |w]| ekvivalent med |z 4+ w|? < (|2 + |w])?, d vs |z +w|? — (2| + |w])* < 0. Vi
har

lz+w®=C+w)(zFw) =(z+w)(Z+ D) =27+ wd + 20 + Zw

= |2* + |w* + 20 + zZw
och

2
(2] + [w])” = |21* + [w]* + 2|2]Jw



varvid
|z +w|? = (2] + |w])? = 20 + zw — 2|z||w].

Nu géiller, enligt (9) och (13), att zw + zw = 2w + zw = 2Re(zw). Dessutom géller
for varje komplext tal v att Reu < |u|. (Varfor? Illustrera geometriskt!) Med hjilp
av detta, samt reglerna (14) och (15), far vi

|z 4+ w|? = (|2] + |w])® = 20 + Zw — 2|z||w|
= 2Re(zw) — 2|z||w| = 2(Re(zw) — |zw|) < 0.
N—————
<0

Dérmed ér triangelolikheten bevisad. ]

Ovningar fér den teoretiskt intresserade:

Samtliga rikneregler (5)—(16) gar att verifiera fér den som &r intresserad. De flesta
dr dock av rutinkaraktér. Nagra godbitar dr (13), (15) och (8). Lampligtvis tar man
hjdlp av (15) nér man bevisar (8). Nér detta &r gjort kan man bevisa existens och
entydighet av kvoten = mellan tva komplexa tal z och w, dér w # 0. Det vill séiga
man bevisar foljande sats:

Sats 1 Lat z,w € C, w # 0.
1. Det finns ett tal u € C sadant att uw = wu = z.
2. Om uiw = usw sa gdller uy = us.

Punkt 2 séger att det bara kan finnas ett tal u som uppfyller punkt 1. Detta tal &r
det som kallas kvoten, Z av z och w. For att visa 1 kan man multiplicera ekvationen
uw = z med det komplexa konjugatet till w. For att visa 2 bor man ta hjélp av
regeln (8).

Nagra ytterligare 6vningar:
1. Om Zw = zw och w # 0, vad kan man da sédga om talet z7
2. Om zw = zw for alla z € C, vad kan man da séiga om talet w?

3. Visa att ekvationen 22

fran noll.

= q alltid har tva losningar, om a &r ett reellt tal skilt

Polir form och exponentform

Varje punkt (a,b) i planet bestims entydigt av foljande data:
1. Avstandet mellan (a,b) och origo.

2. T vilken riktning man maste ga fran origo for att komma till (a,b). Detta kan
uttryckas genom att ange den riktade vinkeln fran den positiva z-axeln till
linjesegmentet mellan 0 och (a, b).

Detta faktum kan utnyttjas for att ge en framstédllning av komplexa tal, som ofta
ar mycket anvandbar nér det kommer till multiplicera och dividera dessa, samt 16sa
vissa typer av ekvationer.



Lat z = a + bi vara ett nollskilt, komplext tal. Da &r |z| # 0 och =1t ‘iz
Déarmed géller

N O RCOR

Punkten (ﬁ, %) ligger alltsa pa enhetscirkeln, och saledes finns det ett tal # sadant

att I%\ = cos 8 och % = sin . Talet 2z = a + bi kan nu skrivas som

z

|2|

(19) z = |z|(cos @ + isin6).

Detta kallas for den polira formen for z (formen z = a + bi kallas den kartesiska).
Vinkeln 6 ségs vara ett argument for z och man skriver § = arg z.

z =r(cosf + isinf)

Figur 5: Ett komplext tal med belopp och argument.

Talet 6 &r den riktade vinkeln fran den positiva z-axeln till linjesegmentet mellan
0 och z. Observera att § inte ar entydigt bestdmt av z. For varje heltal n giller
att z = |z|(cos(0 + 27n) + isin(6 + 27n)). Talet 6 &r alltsa bara bestdmt upp till
multipler av 27. Detta gor att notationen 6 = arg z egentligen ar nagot vansklig, da
det stréngt taget inte finns ett argument till z, utan odndligt manga. I praktiken
vallar dock detta séllan nagra missforstand.

Ezxempel: Vi har |1 + 4| = /2. For att sitta 144 pa polir form berdknar vi

1+i=\/§<\g§+i\g§> Zﬁ(cos%—l-isin%)

T _ V2

(kom ihag att cos § = sin § = %%). Talet 7 &r alltsa ett argument for 1 + . O

Observera att om z = a + bi och a # 0 sa &r g lutningen pa linjen som gar genom
0 och z. Lutningen for en linje som bildar vinkeln § mot positiva z-axeln kan dven
skrivas som tanf. Om 6 = arg z sa giller

sinf b
tanf = =—
cosf a
For exemplet z = 1+ ovan giller argz = 7 = arctan 1 = arctan {)‘;j Detta giller
allmént nér arg z € ]—g, 5 [ Om arg z ¢ ] —5r [ sa ir arg z # arctan {{2;, eftersom
arctanx € ]—g, g[ for alla z € R.



Ezempel: Lat z = —1 +i. Vi har |z| = v/2 och

z:\/§<cosgj+isingz>.

Saledes éar argz = %TW’ g‘;z = arctann_i1 =1 =argz — . O

Hérnést skall vi se, vad som hinder med argumentet vid multiplikation av tva
komplexa tal z; = r1(cosf; + isinfy) och zo = ry(cosbs + isinby). Med hjilp av
additionsformlerna for sinus och cosinus far vi

2129 = r17r2((cos 01 cos B — sin By sin By) + i(cos 61 sin O + sin Oy cos 0s))
r1ra(cos(01 + 02) + isin(6y + 62)).

Vi har alltsa

20) {|z1z2| = |12,

arg(z129) = arg z1 + arg zo.

for alla zy,z9 € C. Detta betyder att vid multiplikation av tva komplexa tal mul-
tipliceras absolutbeloppen, medan argumenten adderas. Utifran (20) kan man &ven
visa att arg 21 = arg2; — arg 2».

w

arg z + argw

|2l |w

A

Figur 6: Komplex multiplikation i det komplexa talplanet.

att forst skrlva om téljare och ndmnare pa polar form, och sedan utfora divisionen:
14+1¢= \/ﬁ(cos% —l—isin%) , l1—i= \/5(605 (—2) + isin (—%)) .
Sa blir

141 \/5( ‘4+zsm§) ( ‘4+zbmﬂ)

1—i V2 (cos( %)—Fzsm( %)) ( ( %)—i—zsmgl %))

(5 () s (- () = i
= COS 1 1 7 S11 1 4 —COSQ ’LSIHQ.




Om z € C ér ett tal med |z| = 1 s& kan det enligt ovan skrivas som z = cos 6+ sin 6
dédr @ € R &r ett argument till z. Givet n € N &r nu, enligt (20), |2"| = |2|™ =1 och

argz" =0+ ---+6=nb.

Saledes géller
(21) (cos@ +isin )" = cosnf + isinnd (de Moivres formel)

Det &r inte svart att visa att (21) dven géller om n ér ett negativt heltal, och ddrmed
for samtliga n € Z.

Ezxempel: Berikna (v/3 —4)109:
Sitt 2 = v/3 —i. Vi har

o=/ (V3) + (12 = vi=2

och saledes

=2(55) =2 () v ()

Nu blir [190] = [2]!00 = 2100 och arg 2! = 100argz = 100 (—%) = —167 — 2*.
Alltsa géller att

2 2
(V3 —i)100 = z100 — 9100 (cos (—167r - ;) + isin (—1677 - ?ﬂ )
2 2 1
= 2100 <cos <;> +isin <;>) = 2100 (2 +1 (?))

O
Det har visat sig praktiskt att definiera e’ = cos # + isin §. Varje komplext tal kan
dé skrivas som 7e?® = r(cos@ +isin ). For ett komplext tal z = a + bi definierar vi
vidare

e = @b — ¢2eb — %(cosb + isinb).

Det visar sig att de vanliga rdknereglarna for exponentialfunktionen &r uppfyllda.
Exempelvis &r

(22) rei@ — eln’r‘+i0,
(23) ea—i—biec—i-di — e(a+c)+(b+d)i _ ea—&-ce(b—i-d)i.
Ezempel: 2T = e?(cosm + isinm) = —e? O

Andragradsekvationer

Med komplexa tal dr det mojligt att 16sa alla andragradsekvationer, med savél reella
som komplexa koefficienter.

Vi borjar med att 16sa en ekvation pa formen

ZT=w



dér w € C &r ett fixt komplext tal, till exempel

(24) 2% =3 — 4.

Vi anséitter z = x + iy, vilket ger oss 22 = (x +1iy)? = 2% + 2zyi — y*. Ekvation (24)
ger da
x? —y® + 2xyi = 3 — 4.

Genom att identifiera real- och imaginédrdel i denna ekvation far vi ekvationssyste-
met

2 —y? = 3,
) {7 =%

Vi l6ser ut y ur den andra ekvationen och far

(26) y:*;

Den forsta ekvationen i systemet ger oss da

3 9 3 25 3 5
224 T2 /22242
R Tl Vi S 4279
Eftersom z2 > 0 sa far vi
, 3 5 8
e = — —=—_—=14
2 2 2

och z = £2. Vi tar nu hjilp av ekvation (26) for att fa ut vérdena for y. Om x = 2
sa ar

Da z = —2 har vi

Losningarna till ekvation (24) ar alltsa
z=x+iy ==£(2—1).

Ett alternativt siitt att 16sa ekvation (24) #r att ta hjilp av likheten |2|? = 22 + ¢
Om z &r en losning till ekvation (24) har vi

2 = 28] = |3+ 4i = V9 + 16 = V35 = 5.

Vi far alltsa ytterligare en ekvation: 22 + y? = 5. Tillsammans med ekvationssyste-
met (25) har vi da

2?2 —y? = 3,
22 +y? = b,
20y = —4.



Genom att ligga ihop de tva forsta ekvationerna i systemet far vi 222 = 8. Alltsa &r
2? = 4 och z = 2. Som tidigare utnyttjar vi nu ekvation (26) och far ater rétterna

z=x+1iy==+(2—1).

Nu kan vi 16sa ekvationer pa formen 22 = w, dir w € C &r ett fixt komplext tal.

Hérnést ska vi med hjélp av kvadratkomplettering 16sa andragradsekvationer med
komplexa koefficienter.

Ezempel: Los ekvationen 22 + (2 — 4i)z + 2 — 16i = 0.
Losning: Vi borjar med att kvadratkomplettera.
224+ (2—4i)z+2—16i =0
& (z4+1-20)2 - (1-2i)>+2-16i=0
& (z+1-2i)? =(1-2i)? - 2+16i = -3 — 4i — 2+ 16i = —5 + 12i.

Vi satter w = z + 1 — 2¢ och far ekvationen
w? = —5 4 12i.

Denna ekvation kan vi 16sa som i det tidigare exemplet. Vi sdtter darfor w = z + iy
och far
x? —y? + 2xyi = —5 + 12i.

Genom att identifierar real- och imaginérdel far vi ekvationssystemet

22 —y? = -5,
20y = 12.

Som tidigare utnyttjar vi att
224y = jw? = [w?| = | — 5+ 12i| = /25 + 144 = V169 = 13

och far systemet

22 —y? = -5,
2> +y? = 13,
2vy = 12.

Vi lidgger ihop de tva forsta ekvationerna och far 222 = —5 + 13 = 8. Det vill siiga
2?2 =4 och x = £2.
Fran 2zxy = 12 far vi

6
y=—.
x
Om z =2 sa dr y = 3 medan z = —2 ger y = —3. Det vill sidga

w=u1x+yi==+(2+ 3i).

Nu &r det dags att komma ihag att w = z + 1 — 2¢. Vi lser ut z och far
z=—142i4+w=—-1+4+2i+(2+ 3),
vilket ger oss de tva losningarna

2 =—1+2i+2+3i=1+5i,
29 =—1+2i—(2+3i) = —3—i.

10



Den binomiska ekvationen

Vi ger oss nu i kast med ekvationer pa formen
2" =w

dar w € C ar ett fixt komplext tal skilt ifran noll och n > 1.
Exempel: Los ekvationen z* = —4.

Liosning: Vi har sett tidigare att det &r latt att multiplicera komplexa tal pa polér
form. Vi skriver dérfor bade hogerled och vénsterled pa poléar form. Eftersom

z =r(cosf + isinb),
dér r = |z| och 0 = arg(z), sa &r
2 = r*(cos 40 + isin 40).

Skrivet pa polér form &r
—4 =4(cosm + isinm).

Ekvationen z* = —4 blir nu
r4(cos 46 + isin460) = 4(cos 7 + isin7)

vilket ger oss ekvationssystemet

rt = 4,
40 = 7w+ kKm keZ.

Eftersom r > 0 sa 4r r = 41 = V2. Argumentet 6 far vi ut fran den andra ekvatio-

nemn:
™

9:9k:4

™
k—, keZ.
+ 2
Déarmed har vi 16sningarna
z2 =z = \@(cos O + isinby).

Sinus och cosinus &r periodiska funktioner med period 27. Dérfor dr zp = zpy4 fOr
alla k € Z. Vi far saledes fyra losningar

T T 1 1
20 \[ cos4—|—zs1n4 \f(\/§+ 21) +1

3T 3T 1 1
21 =V2(cos— +isin— ) =V2 ([ ——=+ —=i| =—1+1,
' ( 1 4) ( V2 \/i)
1

5 5 1
zz:\/§<cosj+isinz) :\/§<——i) =—-1—1,

23:\/§<coszr+isin7z> :\/§<\2—122> =1-—1.

Losningarna bestar av fyra punkter i det komplexa talplanet vilka utgér hornen i
en kvadrat centrerad i 0 (se figur 7).
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Z1e *20

29 °Z3

Figur 7: Losningarna till ekvationen z* = —4.

O

Losningsmetoden vi anvénde ovan kan anvéndas for att 16sa godtyckliga ekvationer
pa formen
2" =w

dir w € C &r ett fixt komplext tal skilt ifran noll och n > 1.

Forst skriver vi z pa polar form:
z=r(cosf + isinf)
dér r = |z| och 6 = arg(z). Da ir
2" = r"(cosnb + isinnd).
Nu skriver vi hogerledet pa polar form:
w = |w|(cos a + isin ).
Ekvationen 2" = w blir da
r"(cosnf + isinnf) = |w|(cos a + isin @),
som har 16sningarna

ro= ‘w|%a
6 = 4k keZ

n?

Losningarna till 2™ = w &r alltsa

2 2
z=zp = |w|% (cos (a —|—k:7T) + isin (a —&—kﬁ)) , keZ.
n n n n

Aterigen behver vi bara ta med zg, 21, . . ., zn_1. Diirefter upprepar sig losningarna.
Vi kan dven skriva 16sningarna med hjilp av den komplexa exponentialfunktionen.
Losningarna till 2” = w kan da skrivas

z= |w|%ei(?+k7), k=0,1,...n—1.

12



De utgor hornen i en regelbunden n-horning centrerad i 0 i det komplexa talplanet
(se exemplet i figur 8).

Al

22

z3°

‘24

Figur 8: Losningarna till ekvationen 2° = 32.
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