Polynom

Inledning

Ett uttryck av typen z3 + 422 — 23 + 2 kallas for ett polynom. Det #r en summa dér
termerna &r produkter av variabler och ett tal, som kallas koefficient. Ordet polynom
r en sammanséttning av polys (grekiska) och nomen (latin), som betyder mdnga namn
eller mdnga termer.

4.1 Polynomfunktioner

I det hér kapitlet ska vi studera polynomfunktioner. Vi bérjar med en definition.

DEFINITION
Varje polynom p(z) kan skrivas p& formen

p(z) = ap+ a1z + agz? + ...+ ap_12™ ! + a2

Koefficienterna ag, a1, a9, ...,an—1 och a, #r komplexa konstanter och n € N.
Om a, # 0 sdger man att polynomet &r av grad n eller av n:te graden.

EXEMPEL 4.1 3 — 22 + 8z2 &r ett polynom av andra graden.
2% — 217 dr ett polynom av 17:e graden. 0

ExeEMPEL 4.2 Talet 3 kan skrivas som 3-z% och #r dirmed ett polynom av grad 0. O
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Man brukar séga att polynomet p(z) = 0, dvs.a, = 0 for alla n, saknar grad. Det kallas
for nollpolynomet.

Tva polynom é&r lika endast om de har samma koefficienter. Om polynomets koefficienter
ar reella séger vi att polynomet &r reellt, annars sigs polynomet vara komplext.

Om p(z) #r ett polynom kan vi séitta in ett reellt eller komplext tal a i polynomet och
berdkna polynomets virde. Genom att vi kan utféra denna inséttning kan vi betrakta
polynomet p(z) som en funktion.

EXEMPEL 4.3 LAt p(z) = 2% — 2 och bestdm p(1). Lésning: p(1)=12-2=—-1. O

Vi infoér beteckningen deg p for polynomet p:s gradtal. Detta &r en forkortning av
engelska degree eller franska dégré.

EXEMPEL 4.4 Vi bildar ett nytt polynom h(z) genom att addera de tva polynomen
f(@) = 22+z—2 och g(z) = —2%+3. D4 blir summan h(z) = 224+ (—2?)+2-2+3 = 2+5.
Observera att deg f = degg = 2, men degh = 1. O

Produkten av tva polynom berdknar vi genom att multiplicera det ena polynomet med
samtliga termer i det andra polynomet

EXEMPEL 4.5 (3 -2z +82%)  (14+2?) = (3—-22+82%) -1+ (3—-22+82%) -z =
3~ 2z +8z% + 3z — 222 + 82% = 3 + x + 822 + 82>, O

Vi ser att produkten av andragradspolynomet och forstagradspolynomet blir ett tred-
jegradspolynom, dvs. gradtalet hos produkten &dr summa av faktorernas gradtal. Detta
géller allmént.

SaTs 4.1
Om p och ¢ &r tva polynom och ingen av dem &r nollpolynomet, s& &r

deg pg = degp + degyq

I det hér kapitlet ska vi studera ekvationer av typen p(z) = 0, ddr p &r ett polynom.
Ekvationen kallas for en polynomekvation. En 16sning till ekvationen, dvs. en rot, 4r po-
lynomets nollstélle. Vi kan alltsd hitta ett polynoms nollstillen genom att finna rétterna
till polynomekvationen.

EXEMPEL 4.6 Bestdm polynomet p(z) = 8 — 2z nollstélle. Lésning: 8 -2z =0 &

x = 4. Polynomets nollstélle &r 4. a
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Testproblem for avsnitt ett

1. Avgér om foljande funktioner dr polynomfunktioner, och ange i s fall deras grad.

2 flz)=7 b) f(z) =2 o) fla) =o' - 172
d) f(z)=1/z e) f(z)=0
2. Forenkla

a) (2% +322 —z) — (2 - 822+ 1) b) (25+32%2—2) (2! —8z2+1)
3. Bestdm samtliga nollstéllen till f5ljande polynom

a) (z—1)(z+2)(2z-3) b) z2-9
c) 42?44z -3

4.2 Delbarhet

Precis som vi kan definiera delbarhet for tal kan vi gora det fér polynom.

DEFINITION
Om p(z) och ¢(z) dr polynom si &r p(z) delbart med g(z) bara om det finns ett
polynom r(z) saddant att p(z) = ¢(z) - r(z)

Pastéendet "g(z) delar p(z)” skrivs q(z)|p(z)

EXEMPEL 4.7 ¢(z) = z + 1 delar p(z) = 2% — 1 eftersom 22 — 1 = (z +1)-(z—1) O

Delbarhetsreglerna for tal har sina motsvarigheter f6r polynomen.

Om p,q,r, f och g &r polynom s& giller att
(1) om p|g och p|r s& p|(q + 7)
(2) om plq sé plgr

(3) om plg och p|r s p|(fq+ gr)
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EXEMPEL 4.8 Om p(z) = 2%~z +1s8 #r 3- (22 — z + 1) en delare till p(z), eftersom
p(z) =3 (3 (2> —z+1)) O

De delare som alla tal har gemensamt kallar vi for triviala. De triviala delarna till ett
tal ar talet sjilvt och £1. Triviala delare till ett polynom &r dels alla tal utom 0 och dels
alla produkter av ett tal (utom noll) och polynomet. Delare som inte #r triviala kallas
akta delare.

En dkta delare till ett polynom har alltid ligre gradtal &n polynomet. En #kta delare
har grad minst ett, eftersom alla polynom av grad noll 4r konstanter och dérmed triviala
delare. En f6ljd av detta ar att férstagradspolynom saknar dkta delare, eftersom graden
pa delaren inte kan vara bade mindre och stérre &n ett.

Testproblem for avsnitt tva

4. Avgdr om foljande pastdenden ar sanna eller falska

a) zlp(z) = z|(z + 1) - p(z) b) (2% +1)lp(z) = (22% + 2)|p(2)
c) p(@)lg(z) = g¢(z)|p(z)

4.3 Polynomdivision

Innan du fick ldra dig decimaltal i skolan fick du troligen lira dig division som inte gick
jamnt ut.

100 1 . .
EXEMPEL 4.9 —— =3+ — eftersom 100 = 33 -3 + 1. Kvoten &r 3 och resten &r 1

33
nar 100 delas med 33. O

Vi anvéinder oss av samma terminologi nir vi dividerar polynom.

2_dz+7 4
EXEMPEL 4.10 f—# =zr—3+ T eftersom 22 —4z+7 = (2 —1) - (z —3) +4.
T — T —
Kvoten &r z — 3 och resten ar 4. O
22% + 5z — 1 —4
ExeEMPEL 4.11 L—fj-— =2z+3+ 1 eftersom 222 + 5z —1 = (z+1)- (22 +
x T —
3) — 4. Nér vi dividerar tv4 tal &r resten alltid positiv, men hér far vi allts att kvoten
2 — 3 och resten —4. a

Om vi delar ett polynom p(z) med z — a och kallar kvoten for ¢(z) far vi alltsa

p(z)=(z—~a) qz)+r
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dér r ar resten, som &r ett tal. Sdtter vi nu z = a far vi

pla) = (a—a)-q(a) +r

dvs. p(a) = r.

Det hir &r ett anviandbart resultat som vi darfér formulerar som en sats.

SATS 4.2 RESTSATSEN
Om ett polynom p(z) delas med z — a s blir resten p(a)

EXEMPEL 4.12 Om p(z) =222+ 5z —1sd drp(—1) =2 - (-1)2+5-(-1) — 1 = —4.

L . 222 + 5z ~ 1 . .
I foregaende exempel sag vi att divisionen B — ger resten —4. Om vi anvinder
x

oss av restsatsen behover vi alltsd inte ta reda pa kvoten for att bestdmma resten! 0O

EXEMPEL 4.13 Polynomet p(z) = 22 — 1 har ett nollstélle z = —1. Vad blir resten nér

p(z) _3:2—1_ (z+1)(z-1) 1
z+1 z4+1 z+1 - ’

Resten ar 0. a

p(z) delas av z — (—1) =z + 1? Ldsning:
Om p(z) har ett nollstélle z = a far vi
pla)=0=7r=0

Det innebér att om vi delar ett polynom p(z) med = — a och a &r ett nollstille till p(z)
blir resten noll. Vi séger att p(z) har en faktor z — a.

SATS 4.3 FAKTORSATSEN
For polynomet p(z) géller att p(a) = 0 bara om p(z) har faktorn z — a.

alternativ formulering:
For polynomet p(z) géller att p(a) = 0 bara om z — a delar p(x).

EXEMPEL 4.14 Visa att polynomet p(z) = z° — 422 + = + 6 #r delbart med = — 2 .
Lésning: = — 2 &r en faktor om och endast om p(2) = 0. p(2) =2 —4.22 +24+6 =0,
alltsd &r  — 2 en faktor. O
Med hjalp av restsatsen kan vi nu bestdmma resten nar ett polynom divideras. Vi behover

dven kunna bestdmma kvoten. For att utfora polynomdivision anvinder vi oss av en
uppstéllning (algoritm) som fungerar pa samma séitt som nér vi dividerar tal.
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EXEMPEL 4.15 Utfér divisionen (23 — 422 4+ 2 4 6)/(z — 2) Lésning: Vi stéller upp
divisionen enligt nedan.

z? -2z -3
542’4 246 |22
— (2 - 22?)
~2z° + 46
— (—22% + 4z)
—3z+6
— (3z + 6)

0

Férklaring: Vi delar den forsta (dvs. den med hdgst gradtal) termen i téljaren endast
med den term i ndmnaren med hogst gradtal (i virt exempel z). Vi skriver kvoten i
denna division hégst upp och multiplicerar dérefter hela ndmnaren (z — 2) med den
erhallna kvoten. Den produkten subtraheras direfter fran téljaren. Vi far ett nytt poly-
nom (z* — 22?) och vi upprepar samma procedur igen. Nér vi &r klara har vi en rest, i
detta fall 0, lingst ned.

Vi visar nu steg fér steg nér vi multiplicerar kvoten med ndmnaren. Jimfoér varje steg
med stegen i divisionsalgoritmen!

<$2—22—3>~(m—2):mg(:r—Q)—Qx(a:—2)—3(a:»~2)=

= (3:3 - 29:2) + (——23:2 + 4x> + (=32 +6) = 2% — 42° + z + 6 = téljaren

Testproblem f6r avsnitt tre
5. Visa att polynomet z° — 2 — 522 + 5z har en faktor z — 1

6. a) Bestdm utan division resten d& 3z 4+ 8z — 6 delas av z + 3
b) Bestdm kvoten.

7. Dividera polynomet p(z) med = — 1 och ange rest och kvot
a) plz)=2%—22—-5z+5 b) p(z)=4z%+2%> -1

8. Dividera p(z) = 2% + iz + i med z — .
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4.4 Polynomekvationer

Andragradsekvationer 16ser vi enkelt med en formel. Om p och ¢ &r komplexa konstanter
s& har z2 + pz + ¢ = 0 lésningarna:

2

p p
— 24 (2} =
=73 <2> 1

Det finns formler dven for tredje- och fjirdegradsekvationerna, men dessa &r s& pass kom-
plicerade att man brukar 6verlata till datorer eller miniriknare att anvinda dem. I det
hér avsnittet ska vi lara oss en del anvindbara verktyg for att 16sa polynomekvationer,
dvs. ekvationer av typen p(z) = 0.

En viktig fraga att starta med &r om det existerar 16sningar till alla polynomekvationer.
Den besvarades 1799 av den tyske matematikern Gauss, som d& var den foérste som
bevisade en mycket viktigt sats, Algebrans fundamentalsats.

SATS 4.4 ALGEBRANS FUNDAMENTALSATS
Varje reellt eller komplext polynom, av grad minst ett, har minst ett komplext
nollstélle.

Faktorisering av ett polynom innebér att vi skriver om polynomet som en produkt av
forstagradspolynom.

EXEMPEL 4.16 Faktorisera p (z) = 22—2z—3 Lésning: Vi bestdmmer forst nollstiillena
till p (z), dvs. vi 16ser ekvationen p(z) = 0.

mz—%i (122—>2—(—3)=1i2

Polynomet har nollstéllena 3 och —1, allts& har p(z) precis faktorerna z — 3 och = + 1,
dvs. p(z) =22 - 22 -3 = (z — 3) (z + 1). 0

EXEMPEL 4.17 Faktorisera f (z) = 222 — 4z — 6 Lésning: Vi bryter ut 2, si att

koefficienten framfor kvadrattermen &r 1: 222 — 4z — 6 = 2 (22 — 2z — 3). Polynomet
innanfér parentesen kénner vi igen fran foregdende exempel, och vi kan anvinda det
resultatet. Svar:f(z) =2(z —3)(z+1) = (22 - 6) (z + 1). O

Observera att de tva olika polynomen har samma nollstillen. Polynom med samma
nollstéllen kallas fér associerade.
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Nér vi 16ste binomiska ekvationer (2™ = z) i kapitel ett upptéckte vi att antalet rotter
var lika ménga som polynomets grad. Det géller faktiskt for alla polynomekvationer, om
vi tilldter att rotterna dr komplexa. Vi far dock se upp, ibland dyker samma rot upp
flera génger. Vi kan fa t.ex. dubbelrdtter eller trippelrétter. En rots multiplicitet anger
hur ménga ganger den forekommer (en dubbelrot har alltsd multiplicitet tva).

EXEMPEL 4.18 Lés ekvationen z2 — 6z +9 = 0 Ldsning: Vi ser att vi kan faktor-

isera hogerledet genom att anvinda andra kvadreringsregeln. z% — 62 + 9 = (z — 3)2.
Andragradsekvationen (z — 3)? = 0 har en dubbelrot z = 3. O

Fundamentalsatsen kombinerad med faktorsatsen ger oss en viktig sats.

SATS 4.5

En polynomekvation p(z) = 0, dir p(z) &r ett polynom av grad n, har precis n
stycken komplexa rotter, om dessa ridknas s ménga ginger som deras multiplicitet
anger.

Nu kan vi alltsd ta reda p&d hur minga rétter en polynomekvation har, men vi har
fortfarande inga ordentliga verktyg fér att berdkna rotterna.

Testproblem for avsnitt fyra
9. Faktorisera p(z) = 2% — z — 2

10. Los ekvationerna och ange rétternas multiplicitet:

a) 322-2=0 b) 3+4222=0
¢) 202 +3x=9 d) 1622+ 9 =24z

4.5 EkvationslGsning

I det hir avsnittet visar vi att det finns relativt enkla metoder for att 18sa ett stort
antal polynomekvationer av grad stérre 4n tva genom att reducera dem till férsta- eller
andragradsekvationer.

EXEMPEL 4.19 L&s ekvationen 2 (z — 1) (z + 2) (1 —z) = 0 Ldsning: VL &r noll om

négon av de tre faktorerna &r noll. Svar: Ekvationens rétter &r z = 1 (dubbelrot) och
T = -2 O
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EXEMPEL 4.20 Lés ekvationen z3 — z = 0 Ldsning: Vi faktoriserar VL genom

att forst bryta ut = och dérefter anvéinda konjugatregeln: 2° — 2z = 0 = 2 (22 — 1) =
z(z + 1) (z — 1) Ekvationens nollstéllen hittar vi genom att bestimma nollstéllen for
respektive faktor. Svar: Ekvationens rétter &r 2 =0, z =1 och z = —1. O

EXEMPEL 4.21 Los ekvationen 2 — 22 — 2 = 0 Lésning: Satt ¢t = 22. Vi far d&

ekvationen t2 — ¢t — 2 = 0 med rotterna t; = 2 och ty = —1. Vilket ger foljande mojliga
vérden pa 2: 7 och /2. Den hér metoden fungerar nér alla férekommande exponenter
har en gemensam #kta delare (i vart exempel &r bade 4 och 2 jimna). 0

En metod som fungerar for polynomekvationer av vilken grad som helst, om det finns
minst en relativt "enkel” heltalsrot, &r att gissa en rot. Direfter reducerar vi polynomet
till ett med en grad légre. For att gora det sistndmnda méste vi utféra en polynom-
division. Men vilka heltal ska vi gissa pa?

Vi studerar en allmén polynomekvation med endast heltalskoefficienter:
0=ag+ a1z + asz® + ... + ap_12™ ! + apz™

Antag att det finns en heltalsrot z = p. D& far vi, genom att siitta in z = p i ekvationen,
att

0=ao+a1p+a2p® + ... + Gn1p™' + anp”

Vi subtraherar konstanttermen fran bada leden och bryter ut p i hégerledet:

n—2

—ag=p- (al +agp+ ...+ an-1p" 7 + anp"'"l)

Vi har nu att ett heltal &r lika med en produkt av tva heltal (hégerledet). Alltsa maste
p vara en faktor till ag, dvs. p maste dela ag.

SATS 4.6
Om en polynomekvation med endast heltalskoefficienter har en heltalsrot s& delar
den polynomets konstantterm.

Nér vi gissar en heltalsrot ska vi alltsd soka bland heltal som &r faktorer till konstant-
termen.

EXEMPEL 4.22 Lés ekvationen z° — 222 — 5246 = 0 genom att gissa en rot. Ldsning:
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Vi soker en rot bland mdjliga heltalsfaktorer till ekvationens konstanta term, 6. Ténkbara.
heltalsrotter till denna ekvation blir da

+1,£2,+3 och +6

Vi prévar genom att sétta in vérdena i ekvationen och studera varje led for sig (vi vet
ju inte om likhet géller!).

z=1=VL=1-2.12-5.14+6=0

Da VL = HL 4r £ = 1 en rot till ekvationen. Vi vet da att

2® —22% — 5z +6=(z—1)-q(z),

och vi kan bestdmma ¢(z) genom att utféra en polynomdivision:

2 —z—6
2 —~222 — 5z 4+6 |z —1
- (@~ 27
T et
—(—2%+1z)
—6z 46
— (62 + 6)
0

Vi far att
x3—2m2—5x+6=(93—1)-(xQ—x—(S):O

Vi I6ser ekvationen genom att hitta nollstdllen till respektive faktor, dvs. vi 16ser ekva-
tionerna (z — 1) = 0 och (22 — z — 6) = 0. Svar: Ekvationen har rétterna 1, —2 och 3.
O

EXEMPEL 4.23 Gissa en heltalsrot till ekvationen 62% — 4122 — 9z + 14 och 18s dérefter
ekvationen fullstindigt. Ldsning: Vi sdker rotter bland heltalsfaktorer till 14, dvs.,

+1,£2,+70ch & 14. Provning genom inséttning ger att 2 = 7 dr en rot. Vi utfér poly-
nomdivisionen

623 — 4122 — 9z + 14

— =622+ -2
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®6x3~41x2—9x+14=(1'—7)~(6:3:2+x—-2)‘

Vi finner rétterna genom att 16sa ekvationerna z — 7 = 0 och 622 + z — 2 = 0.
Svar: Rotterna ér 7, 1/2 och —2/3. O

Det finns ett relativt enkelt sdtt att kontrollera rotterna till en polynomekvation. I skolan
fick du kanske lira dig att det finns samband mellan en andragradsekvations rétter och
dess koefficienter. Finns nidgot motsvarande fér ekvationer av hégre grad? Vi studerar
ett allméint tredjgradspolynom p(z) = az® + bz? + cz + d.

Vi borjar med att bryta ut koefficienten framfér kubiktermen:

d

a

d

b b
p(z):a<x3+—x2+£m+ )za-(m3+—x2+5x+—):a-h(:c)
a a a a a

Vi kan konstatera att polynomet som star innanfér parentesen (vi har kallat det for
h(z)) har samma nollstéllen som p(z) . En tredjegradsekvation har tre rétter, vi kallar
dem for r1, 7o och r3. Nu faktoriserar vi h(z) och multiplicerar faktorerna:

h.(flf):(113—7'1)-(1'—7"2)-(.2—7“3)=($2—(T1+7’2)I+T‘1 ro) - (z—r3) =
= (ri+ro+r3)al+ (rorat T3t r3)T— 71T T3

Om vi jamfor de tva uttrycken av h(z) ser vi dels att

d
— = —=T1-T9°7T3
a

dvs. konstanttermen &4r lika med produkten av rétterna med omvint tecken och dels att

c
o= —(r1+r2+73)

dvs. koefficienten framfoér z2 &r summan av rétterna med omvind tecken.

Vi kan studera sambanden mellan rétter och koefficienter fér polynom med grad stérre
dn tre pd motsvarande sdtt. Om koefficienten framfor hégstagradstermen ar lika med ett.
géller att koefficienten framfér termen med nést hdgst gradtal 4r rétternas summa med
omviént tecken. Om polynomekvationen har jimnt gradtal dr konstanttermen lika med
produkten av rotterna, om gradtalet &r udda s konstanttermen #r lika med produkten
av rotterna med omvént tecken.
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EXEMPEL 4.24 Kontrollera att tredjegradsekvationen 4z® — z? — 12z + 3 = 0 har
rétterna /3, —v/3 och 1/4 . Lésning: Vi bryter forst ut fyran s& att vi far en etta

framfor tredjegradstermen

1 3
Mzd — =2x? =3z +2)=0
(z 43: m+4)

Rotternas produkt med omvint tecken: ——(\/§ /3. % = % = konstanttermen!

)
Rétternas summa med omvint tecken: —(v/3 + —/3 + %) = —% = koefficienten framfor
2
z°! O

Av l6sningsformeln for 2% + pz + ¢ = 0, dvs

2
kan man inse, att om r_ g < 0, s& &r den ena roten konjugatet av den andra. Det giller

allmént for alla polynomekvationer med reella koefficienter, att om en rot adr komplex,
s& ar dven dess konjugat en rot till ekvationen.

EXEMPEL 4.25 Los ekvationen 22 — 6z + 25 = 0 Ldsning: Ekvationens rotter kan

bestdmmas med formeln fér andragradsekvationens rétter och ar

z2=3+4i och z=3-4i.

Observera att rotterna i exemplet ovan dr varandras konjugat! Pa grund av faktorsatsen
vet vi d& ocksa att

(z— (3 +4i))(z— (3 —4i)) =22 — 62425

dvs. vi dterfar vénsterledet i ekvationen. Man kan hér lagga mérke till att andragradspo-
lynomet har reella koefficienter, medan de tva forstagradspolynomen innehéller komplexa
termer. a

EXEMPEL 4.26 Ekvationen z* — 322 + 222 + 24+ 5 = 0 har en rot z = 2 + . Lés
ekvationen fullstdndigt. Ldsning: Enligt faktorsatsen ér z — (2 +4) = 2 —2 — i en

faktor till polynomet. Eftersom polynomet i hdgerledet endast har reella koefficienter,
s& dr dven Z = 241 = 2 — ¢ en rot till ekvationen och z — (2 — i) = z — 2 + 7 en faktor
till polynomet. Vi slar ihop dessa tva faktorer till en gemensam faktor

(z=2—-1)(z=2+9)=(2—2)2 -2 =22 —424+4— (1) =22 —4z+5.
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Vi genomfér polynomdivisionen

22 4z +1
24 =323 4222 42 +5 ] 22— 42+ 5
—(24 —423 +5z2)

23 =322 4z +5
—( 23 —42% +52)

22 —4z +5
—(22 —4z +5)
0

De éterstiende tva rotterna far vi fran faktorerna i kvotpolynomet.

2Z24+z+1 = 0
1 1
= ——x/=--1
z 5 \/4_
_ 1, i3
T 27 2
Fjardegradsekvationen har dirmed de fyra rétterna
1, /3
z2=2=%1 z=—=4 —
' 27 2
O
Testproblem for avsnitt fem
11. Lés ekvationen (22 — 1)(z + 1)(z — 7)(2 — z) = 0.
12. Los ekvationerna
a) zt—222-8=0 b) (z+2)*—(z+2)%=0
13. Los ekvationen genom att férst gissa en rot
a) r3-322-10x+24=0 b) 623 1122 —2424+9=0
14. Ekvationen 2% — 222 4+ 222 4+ 62 — 15 = 0 har en rot z = 2i + 1. Bestim de ovriga

rotterna.
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4.6 Euklides algoritm

Vi ska nu studera ett verktyg for att avgsra om tva polynom har gemensamma, nollstéllen.

Lat f(z) vara ett polynom med grad n och g(z) ett polynom att av grad m. Vi skriver
upp dem faktoriserade i férstagradsfaktorer:

fley=(z—a))(z—a3) .. (= an_1)(z —a,)
9(z) = (z—b1)(z—bg) ... (z —bn-1)(z —bn)

Vi ser direkt att f(z) har nollstéllena ai,aq,...,an—1 och a, och g(z) har nollstillena
b1,b3,...,bm_1 och by,. Om nagot eller nagra nollstéllen &r lika innebér det att f(z) och
g(z) har en gemensam delare.

EXEMPEL 4.27 Lét f(z) = (z—1)(z—2)(z+1)(z+2) och g(z) = (z—1)(z~2)(z+7).
Viser att f(z) och g(z) har de gemensamma nollstéllena 1 och 2. Dérmed &r bide f och
g delbara med polynomen z—1,z—2 och (z—1)(z —2) = 22 — 32+ 2 . Det sistndmnda
av dessa polynom &r en stérsta gemensam delare (SGD) till f(z) och g(z) O

Med en storsta gemensam delare till tva polynom f och g menar vi ett polynom som
delar bade f och g och som é&r delbart av alla andra gemensamma delare till f och g.
Den storsta gemensamma delaren &r alltsa det polynom som &r en produkt av alla f och
g:s gemensamma, forstagradsdelare. Med ”stérsta” avser vi de delare med stérst gradtal.

Det innebér att om vi vill finna gemensamma nollstéllen till tva polynom stker vi forst
efter en storsta gemensam delare. Om den &r ett polynom med grad stérre &n 0 &r de
gemensamma nollstéllena samma som SGD:s nollstillen.

Vianvénder oss av en algoritm som kallas Euklides algoritm i jakten p4 en SGD till tva
polynom. Den fungerar pa samma sédtt som nér vi sdker efter den stérsta gemensamma
delaren till tva naturliga tal. Vi tittar dérfor férst pa ett exempel med tal.

EXEMPEL 4.28 Bestdm en storsta gemensam delare till 91 och 78. Ldsning: Vi stker

SGD(91, 78). Vi vet att varje delare till 91 och 78 ocksd #r en delare till 91 — 78 = 13.
Dérmed maste alla gemensamma delare till 91 och 78 vara samma som de gemensamma
delarna till 13 och 78. Sarskilt giller att

SGD(91, 78) = SGD(91 — 78, 78) = SGD(13, 78).
Vi kan fortsitta processen genom att subtrahera sex 13 fran 78
SGD(13, 78) = SGD(13, 78 — 6 - 13) = SGD(13, 0).
Eftersom SGD(13, 0) = 13 s& & SGD(91, 78) = 13. O

Vi anvénder nu samma algoritm for att bestimma en stérsta gemensam delare till tva
polynom.
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Euklides algoritm:
Givet tva polynom, f och g dir deg f > degg

(1) Dela f(z) med g(z). Bestdm kvoten q;(z) och resten r(z)
(2) Dela g(z) med r(z). Bestdm kvoten gs(z) och resten, ro(z).
(3) Dela r1(z) med ro(z). Bestdm kvoten g3(z) och resten, r3(z).

Fortsdtt tills vi far en rest = 0. Den sista icke-forsvinnande resten ér den stérsta
gemensamma delaren!

Uppstéllningen ser ut si hér:

f@) = a) @) +n)
9(x) = qo(z) - mi(z) + ro(x)
ri(z) = q3(z) ro(z) +r3(z)
Fas(®) = Guo1(z) noa(z) + raos(2)

rn-2(z) = qn(z) rp-1(z) +0

SGD = rp_i(z)

Algoritmen bygger pa att
SGD(f, 9) =SGD(f —g-q1, 9) =SGD(g9 ~ g1 - 71, 1) = ... = SGD(rn_1, 0) = 11
EXEMPEL 4.29 Bestdm en storsta gemensam delare till f(z) = 2% — 1122 + 18z — 8

och g(z) = 2° — 622 + 11z — 6 . Bestdm dérefter eventuella gemensamma nollstéllen
Lésning: Vi foljer Euklides algoritm och boérjar med att utféra divisionen

24— 1122 + 182 — 8 L6+ 1422 — 422 + 28 -
=
23 —6x2+ 11z —6 23 —6z24+ 11z -6

f(@) = (z+6)-g(z) + 142% — 422 + 28

Vi gér vidare till steg 2 i Euklides algoritm och bestammer kvoten

S T e
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:c3—612+11x—6_ z 3@
1422 — 422 +28 14 14

z 3 9
g(z) = (1—4 - 7) - (142% - 422+ 28) + 0

Den sista icke-férsvinnande resten #r 1472 — 42z + 28 . Alltsa &r SGD(f,g) = 1422 —
42z + 28 eller z2 — 3z + 2, som &r ett associerat polynom (ett polynom med samma
nollstéllen). Vi kan fritt erséitta polynomen f, g, 71,79, osv. mot associerade polynom fér
att forenkla riakningarna.

De gemensamma nollstéllena &r d& nollstillena till SGD = 22 — 3z + 2, dvs. 1 och 2. O
Om SGD till tva polynom &r en konstant siger vi att polynomen &r relativt prima.

Om vi vill férkorta en kvot av tvd polynom si langt som mojligt &r det ofta mycket
praktiskt att finna en stérsta gemensam delaren till de tva polynomen (jimfér med hur
du gor nér du forkortar ett brak!).

gt —112% + 18z — 8
23 — 622 + 11z — 6
Vi vet fran foregédende exempel att en SGD till ndimnaren och téljaren &#r z2 — 3z + 2 .
Vi delar ndmnaren och téljaren var fér sig med SGD:

EXEMPEL 4.30 Férkorta uttrycket sé langt som mojligt. Lésning:

z* — 1122 + 182 — 8

2
=224+ 3z—4
(22— 3z + 2) SR

22 — 622 + 11z — 6

—z-3
22 — 3z 42 m

Vi stéller upp kvotuttrycket igen och férkortar:

et — 1122 + 182 -8 (22 —-3z+2) (22 +32—4) 22+3z—4

23— 622+ 11z -6  (22-3z+2)-(z—-3) = z-3

Testproblem f6r avsnitt sex

15. Bestdm en stérsta gemensam delare till 4% — 424 — 2523 — 522 + 21z + 9 och
z? — 1022 + 9.

16. Bestdm gemensamma nollstéllen till polynomen 24 — 222 — 3 och z°® — 322 + z — 3.
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17.

x® +3z% + 2% — 522 — 62 — 2
zd— 22 -2

Forkorta uttrycket sé langt som mojligt.

OVNINGAR TILL KAPITEL 4

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

Ange graden av p(z) da p(z) =

a) z3 - 722422 b) 1423 —(1+2%)
¢) (z+2)(2+2?) d) (1—2?) (1+2%)+(1+22)°

Lat p och g vara polynom av grad 5. Vad kan sigas om gradtalet till polynomet
p+ ¢7 Maste p + g vara av grad 57

Produkten p - ¢ av polynomen p och ¢ har grad 12. Vilket gradtal har p om ¢ har
grad 47

Polynomet p &r av grad 3 och polynomet g &r en dkta delare till p. Vilka gradtal
ar mojliga for ¢7

p(z) = 32% — 9z . Vilka av foljande polynom &r &kta delare till p?

-3 g2(z) = gs(z) = 22 — 3z
6z gs(z) = 2z — 6 go(z) = 3

L)
Ny
—
8
~
I

Bestam alla #kta delare till 22 — 25

Undersok alla dkta delare till p(z) = z® — 16z . Ange alla dkta delare av
a) grad 1 b) grad 2

Anvind faktorsatsen for att avgéra om polynomet p(z) = z* — 223 — 222 — 22 — 3
ar delbart med

a) -1 b) z+1 c) z—3

a) Beskriv hur man kan anvinda faktorsatsen for att avgora om ett polynom &r delbart med z? — 4
b) Vilka av féljande polynom #r delbara med z2 — 4 ?

22% — 4z - 322 —4

3 4222 42+ 2 3+ 2% -4z —4

Bestdm konstanten a s& att  — 2 blir delare till 23 — 222 + az — 9
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4.11. Fér vilka naturliga tal k giller att polynomet z2* 4+ 2% — 2 &r delbart med
a) z-—1 b) z+4+17
5 (s 2
Dz —2z+41
4.12. Bestdm resten vid féljande division: el G lz, + .
z+1
4.13. Utfér divisionen och ange kvot och rest
2 _ 3 7 4
a) e el b) —
r—2 72— 1
o) 4+ 2 d)2x3+3x2—7:c+4
¢ -1 22 +2x -3
0 423 —722 —2+6
224+ 4z +3
4.14. Polynomet 2%+ 2z + 10 har bland andra nollstéllen -2 och 1+ 2. Bestdm det tredje
nollstallet.
4.15. Ekvationen 223 + 222 + 2 + 10 = 0 har en rot z = %(1 + 3¢). Berdkna ekvationens
ovriga rétter.
4.16. Faktorisera polynomen till en produkt av férstagradspolynom
a) z*-52244 b) -7z + 3522 — 422
c) 4z + 1522 —4
4.17. Polynomet z3 + 222 — 2z + 4 har ett heltalsnollstille. Bestim samtliga nollstéllen.
4.18. Ekvationen z* 4 62% + 1322 + 18z + 30 = 0 har en rot som #r rent imaginér. Los
ekvationen fullstindigt.
4.19. Om ekvationen z* — 223 — 722 4 26z — 20 = 0 vet man att den har roten 2 + 4 .
Bestdm samtliga rétter.
4.20. Bestdm den storsta gemensamma delaren till 3 4+ 222 + 2z + 1 och 23 — 1.
4.21. Ekvationerna z* — 6z + 322 + 26z — 24 = 0 och z® — 1022 + 29z — 20 = 0 har

minst en gemensam rot. Lés ekvationerna.




