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Skrivtid: 09:00-14:00. Tillatna hjdlpmedel: Manuella skrivdon och det bifogade formelbladet.
Lésningarna skall atfoljas av forklarande text/figurer. Varje korrekt 16st uppgift ger hogst 5
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(a) Betrakta funktionen
f(x)—{em om z >0,

ar+b omz <O0.

Bestdm konstanterna a och b sa att f(x) blir en kontinuerlig funktion med f(—1) = 0.
Motivera ordentligt.
(b) Anvind derivatans definition for att bestimma derivatan av funktionen g(z) = z? + x.

Bestém stérsta och minsta virdet av funktionen f(z) = z(2—z)"/? pa det slutna intervallet
[1,3].

Berdkna integralerna
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Var god vind!



4
. Betrakta funktionen g(z) =z + 1+ @22
(a) Bestdm definitionsméngd och eventuella asymptoter till g.
(b) Bestdm eventuella lokala extrempunkter till g.

(c) Rita grafen till g.

. Berikna den generaliserade integralen

/°° r+1
———dx.
1 x(2x24+1)

. Ett omrade i planet begriansas av z-axeln, y-axeln, linjen z = 2 och kurvan y = ¢*. Bestim
volymen av den kropp som uppstar da omradet roterar runt y-axeln.

Man skall tillverka en lada utan lock med kvadratisk botten. Dimensionera ladan sa att
denna far maximal volym, givet att den totala arean av dess fem sidor &r 1 m?. Vad blir
ladans maximala volym?



Svar till tentamen i Derivator och integraler 1IMA014 2008-06—-11

1 (a) 6 (b) 2
2. (a) a=b=1, (b) 2x+1.
3. Storsta virde dr 3 - 2743 och minsta virde &r —3. I Figur 1 nedan visas grafen till

funktionen f.

Figur 1: Grafen till f.

3 2 372 4 39
5. (a)  Definitionsméngden ges av D(g) = R \ {2}. Vertikal asymptot x = 2. Horisontell
asymptot finns inte. Sned asymptot y = x + 1 da x — +o0.

(b)  Den enda lokala extrempunkten &r ett lokalt minimum i = 4. Terrasspunkt finns ej.

(¢c) Grafen till g visas i Figur 2.

Figur 2: Grafen till g.
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7. m(e* —1) ~ 168.4.

8. Ladans botten skall ha sidan 1/\/§ ~ 0.5774 m och dess hojd vara 1/(2v/3) ~ 0.2887 m.
Ladans volym blir da 1/(6v/3) ~ 0.09623 m®



Losningar till tentamen i Derivator och integraler 1IMA014 2008-06—-11

Lo6sning till problem 1. (a)

2 _ _
lim ) = lim —(x 3)( +3)
z—3 r — 3 r—3 r—3

= liné(:n—i—?)) = 6.

(b) Det giller att .
20 + wsing +3 2+ ML 4 5

22+ cosx 1+ 5%

Da |sinz| <1 och |cosz| < 1, har vi att

. sinx . cosx
lim =0 samt lim 5
T—00 I Tr—00 I

=0.

Sa vi bestdmmer gransvirdet till

lim 222 + zsinx + 3 _ 2+Sigx+x%

5 im = 2.
T—00 T* + Ccosx z—oo 14

Cos T
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Losning till problem 2. (a): For att f(x) skall bli kontinuerlig maste vénster- och hogergréansvirdena
sammanfalla i x = 0. Eftersom e® &r kontinuerlig sa ges hogergriansvirdet av funktionvéirdet
f(0) = €® = 1. Vinstergriansvirdet ges av lim ax 4 b = b. Alltsa maste vi ha b = 1. Dessutom

r—
skall vi ha att f(—1) =0dvs a(-1)+b=a(—-1)+1=1—a =0 som ger att a = 1. Alltsa &r
a=b=1.
(b) Vi har att g(z) = 2? + z. Enligt definition #r derivatan av g i =

g(x 4+ h) — g(x) (x+h)?+ (x+h) — (22 + )

g (x) = lim = lim

h—0 h h—0 h

o o+ 2ch+h4+x+h—2%—=x . 2ch+h%2+h
= lim = lim —M—

h—0 h h—0 h

= %%(23:—}-}1—1—1) =2r + 1.
Loésning till problem 3. Forst bestimmer vi derivatan av f(z). Vi far
Flz)=(2—2)Y3 - g(z —2)"23, daz 42
Kritiska punkter ges av att f'(z) = 0, och 16ser dérfor ekvationen
(2 —2)/3 = g(z —a) M= (2-a) = g =z =13/2.

Vi evaluerar funktionen i den kritiska punkten x = 3/2, i den singuléra punkten x = 2, samt i
andpunkterna x = 1 och x = 3:

3 \'* 3 /1\'* 3
N=2(2-2) =—2(2) =2 ~11
e =5 (2-3) =3(3) = v~ 11906

f2)=22-2)"* =0,
f)y=@2-1? =1,
f(3) =3(2—-3)/3 =3(-1)/3 = -3.

Funktionens minimum #ir —3 och fas d& z = 3. Maximum ir 3 - 2743 och fas da = = 3/2.



Losning till problem 4. (a): Vi anvénder substitutionmetoden:

2 x =2 dt _3[,9/3]%=2
- — — — — 2 [42/3
/0 TR dx {t= 2?44, dt =2z dr} = / ; 53 ~ 1 [t L:o
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(b) Vi anvinder partiell integration:

2 1
/\/Elnxd:c = 3 3/2ln:c /3x3/2d:1:

= %x‘g/zlnx /fdw— 3/21nx—gx3/2+0.
Losning till problem 5. (a) Funktionen g(x) dr definierad da = # 2, d.v.s. definitionsméngden
ges av D(g) = R\ {2}. Vi ser direkt att g(z) — (z+1) - 0da x — +o0, sa y = x + 1 &r sned
asymptot bade da x — 400 och da x — —oo. Vi ser dven direkt att g(z) — +oo da x — 2, sa
vi har den lodrita asymptoten x = 2.

(b) For derivatan har vi, att

8
/ _ 1 _
Vi erhaller hdrav foljande teckenstudium:
T 2 4
gd(x) | + odef. — 0 +
g(z) | / odef. \, 6

Den enda lokala extrempunkten ar ett lokalt minimum i x = 4.
(c) Grafen till g visas i Figur 2 ovan.

Losning till problem 6. Vi gor forst en partialbraksuppdelning:
r+1 A Bzx+C A(@@*+1)+z(Bz+C)

ac(x2+1)_g+ r24+1 x(z2+1)
Detta ger att
A + B =0 A= 1
C =1 << B = -1,
A =1 c = 1

varfor

< r4+1 (1 -z 1
dr = d
/1 z(z?+1) v / (x+x2+1 x2—|—1> .
[1
=0+

o0

nlx| — = ln (z® +1) + arctanx]

1
00

+ arctan m}
1

T 1 1 T
T (~Zm2 — -2+ .
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Losning till problem 7. Volymen av den rotationskropp som uppstar da omradet mellan 2 =
a,r = b, z-axeln och funktionen y = f(x) roterar runt y-axeln &r

V—27T/bxf(a:)da:

5



Vi har att a = 0,b = 2, och f(z) = e””. Volymen blir da

4€t

2 1
VvV = 277/ me$2dx:{t:x2,dt:2xd:n,dt:xdx}:%' —dt
0 2 0o 2

= 7 [et]é =n(e* —e¥) = m(e* — 1) ~ 168.4.
Losning till problem 8. Lat ladans botten ha sidan x och 1at dess hojd vara y. Da ges ladans
volym av V = 2%y och dess totala area av z* + 4zy = 1. Det foljer att y = (1 — 2%)/(4z) =
1/(4x) —x /4. Nu uttrycker vi volymen i enbart variabeln z och far V = 22y = 2%[1/(4z) —x /4] =
x/4 — 23 /4. Det ér klart att 0 < z < 1. Vi soker extrempunkterna bland derivatans nollstéllen:
V' = 1/4 — 32?/4 = 0 som har l6sningar = = +1/v/3. Vi kan saklart bortse fran den negativa
lsningen. Eftersom V” = —32/2 < 0 da 2 > 0 sa har vi ett maximum. Da = = 1/V/3 blir
y = 1/(2v/3). Den maximala volymen blir da z?y = 1/(6v/3) ~ 0.09623. Sammanfattningsvis:
Ladans botten skall ha sidan 1/v/3 ~ 0.5774 m och dess hojd skall vara 1/(2v/3) ~ 0.2887 m.
Ladans volym blir da 1/(6v/3) ~ 0.09623 m?®.



