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2. Bestdm gransvardet lim — sin—.
X—»00 X
o 4 . .
Svar. Med substitutionen t = p far vi
4 2 in t
lim 2sin= = lim = sint=2. lim - =2.1=2.
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Svar: 2.
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y=gsin_ for x > 0.15. Avstandet mellan markeringarna ar 1.
O
3. Ange en kontinuerlig funktion f(x), 0 < x < 5, som inte dr deriverbar for x = 2.
Skissa kurvan y = f(x). Var noggrann i ndrheten av x = 2. ()
Svar. T ex funktionen f(x) = |x — 2|. Funktionen f &dr kontinuerlig, men f 4r inte deri-

verbar i punkten x = 2 eftersom den har ett horn dar.



O
4. Derivera f(x) = arctan v/ x2 —1, x > 1. ()
Svar. Kedjeregeln ger
Fx) = 1 ' 2x _ 1 . x B 1
I+(x2=1) 2v/a2-1 ** Va2—-1 «x/a2-1
1
Svar: f'(x) =
fl)=_—"=—
t

For uppgifterna 5, 6 och 7, 1at f(x) = 4x + %

5. Bestdm en ekvation for tangentlinjen till kurvan y = f(x) i den punkt ddr x = 1.

Svar. Funktionen &r definierad for x # 0 och har derivatan
1
f/(x ) - 4 - E
Tangentens lutning blir f'(1) = 3. Eftersom f(1) = 5, s gér tangenten genom punkten
(1,5). En ekvation for tangenten dr alltsa
y—5=3(x—-1),

som kan forenklas till y = 3x + 2.
Svar: En ekvation for tangentlinjen dr y = 3x 4 2.

6. Bestdm alla asymptoter till kurvan y = f(x).

1
Svar. Vi undersoker forst hur det ser ut ndra x = 0. Eftersom 111251+ <4x + x) = +o00 och
X—

1
lim <4x + x) = —o0o,sd dr linjen x = 0 en lodrdt asymptot.

x—0~

Undersok nu om det finns ndgon sned asymptot: Direkt ur f:s definition ser vi att

f(x) —4x = %, och alltsa géller att

x—+oo x—+oo \ X

1
lim (f(x) —4x) = lim <> =0,
vilket innebaér att linjen med ekvationen y = 4x dr en sned asymptot at bade vanster och

hoger.
Svar: Linjen x = 0 dr en lodrdt asymptot, och linjen y = 4x dr en sned asymptot. O

2



7. Skissa kurvan y = f(x).
Ange sarskilt extrempunkter och intervall ddr kurvan dr konvex/konkav.

2
Svar. Funktionens andraderivata ges av f”(x) = —. Viser att f(x) < 0, d& x < 0, och

x
f"(x) > 0,d& x > 0. Alltsd ar kurvan y = f(x) konkav till vinster om 0 och konvex till
héger om 0.

1 1

Vi ser av derivatan f'(x) = 4 — 2 i uppgift 5 att f'(x) = 0 om och endast om x = :I:E.
Teckenstudietabell:

X ‘ 1 0 L

2 2
fix)|+ 0 — odef. — 0 +
flx) | &~ —4 N\, odef. \, 4 N

1 1
Kurvan &r alltsa strangt viaxande for x < —5 och for x > X och strangt avtagande i
11
intervallen [_E' 0) och (0, E]' (Men obs: Kurvan &r inte strangt avtagande i (—5, 5).)
1 1
Kurvan y = f(x) har ett lokalt (men ] globalt) minimum da x = 5 (f (5) = 4), och
1

1
ett lokalt maximum da x = ~5 (f (_§> = —4). Vi avslutar med en kurvskiss, ddr dven

asymptoterna lagts in:

y=4x+ % (rod), asymptoterna x = 0 och y = 4x (bld) samt tangenten y = 3x + 2 (gron).

O
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8. Bestaim Maclaurinpolynomet av ordning 3 till funktionen f(x) = :; )




Svar. Vi ska alltsd bestimma polynomet

p(x) = £(0) + f/(0)x + 3 f7(0)x* + & f"(0)x°.

Observera att man kan anvdnda den kidnda utvecklingen for ¢!, t ndra 0:

B
Eftersom e’ =1+t + st t O(t*), ndra t = 0, sa gller
x> X3
—-x _ 1— A A 4
e X+ > TG +O(x%)

nira x = 0. Nu far vi

xr x8
flx) = <1+x>e—x:<1+x>(1_x+2_6+O(x4)>

_ 1o, 153 4
=1 S X+ + O(x%).

Av entydighetssatsen for Maclaurinutvecklingar foljer det nu att

_ 1o 15
p(x) =1 PRIRERE

1 1
Svar: Maclaurinpolynomet av ordning 3 dr p(x) =1 — Exz + §x3.

y = f(x) (r6d) och y = p(x) (bla).

O

9. Lat f(x) = ¢! 7*. Visa att f &r inverterbar.
Berikna darefter ¢’(1), ddr g ar inversen till f, dvs g(x) = f~1(x). ()
Svar. Funktionens derivata ar f'(x) = —2¢!™%*. Det faljer att f'(x) < 0 for alla x. Darfor

ar funktionen strangt avtagande, vilket medfor att f dr inverterbar. For inversens derivata
gdller att

1
"(b) = —— dar b= f(a).
70 = 5 f(a)
I detta fall har vi b = 1. Vi soker alltsd a sddant att
el ™2 =1,



Vimaste ha 1 — 2a = 0, vilket ger atta = 5 Vihar f'(a) = f/(i) = —2¢% = —2, och alltsd
galler

Svar: ——.

y = exp (1 — 2x) (rdd) och dess invers (bla).
O

10. Ordna foljande funktioner efter hur snabbt de véxer da x gar mot co. Borja med den
funktion som véxer langsammast. Endast svar kravs.

x4 In x9’ 32x, 23x, x5
2)

Svar. Eftersom Inx vixer ldngsammare &n x, sa vaxer ¥*Inx® = 9x*Inx langsammare
.. . x . .
&n x°. Potenserna kan skrivas 3% = (3%)" = 9% och pa samma sitt 2°* = 8". Eftersom

polynom viéxer ldngsammare dn potenser sé for vi ordningen x*Inx?, x°, 23%, 3%,
Svar: x*Inx?, x°, 2% 3%%,



