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Svar till 6vningstentan.

Del A

1*. Bestam en ekvation for tangenten till kurvan y = f(x) = |x* — 5| i punkten dar x = 2.
Skissa kurvan.

Svar. Inérheten av x = 2 giller att f(x) = 5— %, f(2) = 1, f'(x) = —2x, f'(2) = —4.
Tangenten har dérfor ekvationeny =1 —4(x —2) =9 —

I
il

U
2", Bestdm gransvirdet
. X —sinx
L =1lim
x—0 e¥ — x — X2 — Cos X
genom att Maclaurinutveckla de ingdende funktionerna.
Svar. Vi féar
| —Iim x—(x—x3/6+0(x°))
o0 | (T +x+x2/24x3/6) —x —x2 — (1 —x2/2+ O(x4))
_ x3/64+0(x°) 1+0(x?) }
- (x3/6)+0(x%)  1+0(x)
1+0
= — = l
1+0
U

3*. Bestam f'(—2) om f(x) = |x +1]**.



Svar. Vihar f(—2) =1ochIn|f(x)| = (x +1)In|x + 1|. Logaritmisk derivering ger

1
£ = £ {DInlf(6)] = 2 +Infr+ 11 = £+ I+ 1)
Alltsd har vi f'(—2) = 1. O
. Berdkna integralen
[— / dx
) x+x

Svar. Vi gor substitutionen u = Vx, x = u?, dx = 2udu och far

1:/ 2u du :/ 244 _ 4 2In(u+1) = C+2In(1 + v/3)

ur+u u+1
O
. Berdkna integralen
= /2 Inx dx
N WVx
Svar. Partiell integration ger
2 =2 2
I:/ x Ilnxdx = [Zx%lnxr — {/ 2x2x L dx
1 x=1 J1
2 1 17%=2
= [ 2x 2dx= [4x§} :4(\/5—1)}
1 x=
=2V2In2 - 4v2+4
U

. Berdkna integralen

4
/ 212
()

Svar. Vi partialbraksutvecklar integranden:

4 A B C  Ax(x+2)+B(x+2)+Cx?
xz(x+2)_;+ﬁ+x+2_ x2(x 4 2)
_ (A+C)x*+ (2A+B)x+2B
B x2(x+2)

och far ekvationssystemet 0 = A +C,0 = 2A + B, 4 = 2B med l6sningen A = —1, B = 2,

C = 1. Alltsé har vi
4 1,2 1

x2(x+2) §+;+x+2
fran vilket foljer att

4 1 2 1 2



7. Visa att funktionen f(x) = x? — x + 1 har ett minsta viarde, men saknar storsta virde, pa
intervallet —1 < x < 1.

Svar. Vihar f'(x) = 2x —1=0d& x = } och far teckentabellen

x | -17 z 1
flx)| 3"t — 0 + 1
fO] 3 N3 71
Av denna framgér att y = f(x) antar minimum y = 3, da x = 3, och att vardeméngden
ar 3 <y < 3. Nagot maximum antas alltsd inte. O
8. Los differentialekvationen xy' — y = e

Svar. Det dr hdr fraga om en linjar differentialekvation av forsta ordningen med stan-
dardformen

1 2
I T A2,X
y xy x-e

Vihar g(x) = —x7!, G(x) = —Inx = Inx"! sd en integrerande faktor ar exp(G(x)) =
exp(Inx~1) = x~1. Efter det att ekvationen multiplicerats med den integrerande faktorn
kan den skrivas p

Ir [x’ly} = x 1x%" = xe”

Losningen till den sista ekvationen ges av

xly = /xe"2dx =C+1le”

Alltsa har vi X ,
_ x
y=5 (C +e )
U
9. Los differentialekvationen \/yy' = 4xy + 2y, y(0) =1.
Svar. Ekvationen dr separabel och 16sningen ges av
Zy% = /y_%dy = /2(2x+ dx =2(x*+x+C)

Alltsa )

y= (}ﬁ) = (x¥*+x+C)?
Haér ska dven gélla att

1=y(0)2=02+0+C=C
Losningen ar alltsd y = (x? + x +1)2. O

10. Los differentialekvationen 4y” + 4y’ +y = e~ (IH).



11.

12.

Svar. Motsvarande homogena ekvation 4y” + 4y’ + y = 0 har den karakteristiska ekva-
tionen 0 = 47> +4r +1 = (2r + 1)2, med rotternar; =1, = —%. Den allmédnna l6sningen

till den homogena ekvationen &r dérfor y, = (Ax + B) e~ 2% For en partikulédrlosning gor
viansatseny =y, =ae ¥,y = —ae™", y" = ae”¥, vilket ger

e =4y +4y +4y=(da—4da+a)e =ae*

Alltséd har via = 1, y, = e~ *. Allmédnna l6sningen till (IH) &r

y=yp+yp=e"+(Ax+B)e 2

Avgor konvergensen hos serien

X Vn+1—+n—1
n;\/+ v

n

Svar. Konjugatforlangning ger

. :\/n—i—l—\/n—l: 2 _ 2
n n n(\/n+1+\/n—1) ”\/E<\/1+111+\/1_}l).

1
Vi viljer darfor att forsoka jamfora med serien Z b, dar b, = 372 Denna serie dr kon-
vergent eftersom g > 1. Vi har
Zl _ 2n+/n 2 . 1er1 _1,
; n\/ﬁ<\/1—|—,11+\/1—,11> (\/1+;+\/1—}1>

da n — oo. Eftersom 1 < oo och an ar konvergent, sd ger nu Grénstestet att Zan ar
konvergent.
SVAR: Serien &dr konvergent.

Lat f(x) = 3x* +1Inx%, x > 0.
Visa att f &r inverterbar samt bestam (f~!)’(3), dvs inversens derivata i punkten 3.

Svar. Eftersom f(x) = 3(x* +Inx), sd har vi derivatan f'(x) = 3 <2x + i) Eftersom

f'(x) > 0 for alla x > 0 sd dr f strangt vixande. Det foljer att varje funktionsvérde
endast kan antas en gang, sa att f ar ett-till-ett och darfor inverterbar. Inversens derivata

i punkten 3 &r
1

(1) ©)= (@)




dar a uppfyller att f(a) = 3. Vi behover alltsa hitta a sa att 3(a> + Ina) = 3, dvs sa att
a* +1Ina = 1. Viser att a = 1 passar bra. Eftersom f'(1) = 3 (2 + 1) = 9 s& har vi nu

(f%)/(?’) B fle) B %‘

Del B

13. Lat D vara det omrade i xy-planet som begridnsas av kurvan y = In x, x-axeln och linjerna
x = 1 och x = e. Berdkna volymen av den kropp som genereras da D roterar kring
(a) x-axeln,
(b) y-axeln.

Svar. (a) Skivformeln ger volymen
¢ 2
/ 7t (Inx)” dx
1

som vi loser med partiell integration dér vi véljer f' = 71 och ¢ = (In x)z. Da dr f = mx

och g’ =2Inx- + och volymen blir

e
[nx . (lnx)z}i —/ ix-2Inx - %dx
1

= e — /1627rlnxdx =T <e— /1821nxdx)
Nu gor vi ytterligare en partiell integration, med f' = 2 och ¢ = In x, och far
<e—/ 21nxdx) —7T<e—<2xlnx / 2x— dx>>
= 7 (e— [2xInx]] —1—/1 2dx>

= m(e—2e+[2x]]) =m(—e+2e—2)=m(e—2).

(b) Vid rotation kring y-axeln anvéander vi skalformeln, och partiell integration:
e e e 1
V = / 2nxInxdx =7 <[x21nx]1 —/ X2 dx)
1 1 x
e 27¢
= 7r<e2—/xdx>: 2—[X}
1 2 1
2 2
G S Dy
= n(e <2 2))—7r<2+2>—2(e +1).

SVAR: (a) 7t (e —2).  (b) g (2 +1).



el

1 e

D begrinsas av kurvan y = In x, x-axeln och linjen x = e.

O
14. Rita kurvany = P Berdkna extremvarden och asymptoter. Ange intervall dér kur-
van ar konvex eller konkav. (4)
s ) Qo 4+x 2 .
Svar. Vi borjar med att studera kurvan for x > 0. Dd dry = =1+ ——. Deriva-
2+x 2+x
torna &r (fér x > 0)
-2 4
= 0 h ' = 0,
YT awar ST 0 Y T anap
sd y dr strangt avtagande och konvex till hger om 0.
For x < 0 géller atty = drx 27x76 —1—|—L Derivatorna blir (for x < 0)
0 gille y=5_5= o = 5, Derivato 0
6 12
/ — h 2 —
y 2—x2 >0 och vy 2—xp >0,

sd kurvan &r strangt viaxande och konvex till vanster om 0. Eftersom

lim y = lim <1+2>:1 och lim y= lim <—1+ 6 ):_1,

xX—>00 X—00 24+ x X—>—00 X—>—00 2 —x

sd dr linjen y = 1 en horisontell asymptot till hoger, och linjen y = —1 en asymptot till

vanster. Hur ser kurvan ut ndra x = 0? Vi undersdker om den &r deriverbar genom att

y(h) —y(0)
h

titta pa differenskvoten . Eftersom y(0) = 2, sd har vi for h > 0

y(h) —y(0) _ 35 —2  4+h-2(2+h) —h ~1

—% déh —07.

Kk 2+ h) h2+h)  2+h
For h < 0 har vi i stillet

y(h) —y(0) _ 35 -2 4+h-22-h) _ 3h _ 3 3 .
R h T h—h) h—h) a2—h %0

Vid x = 0 &r alltsd vanster och hogerderivatan inte lika, s funktionen &r inte deriverbar
dér (kurvan har ett horn dér). Eftersom y dr strangt viaxande till vanster och strangt avta-
gande till hoger om x = 0, sd antar y sitt storsta varde vid x = 0.



15.

SVAR: Globalt maximum vid x = 0, med véardet 2.
Asymptot till hoger: y = 1.

Asymptot till vanster: y = —1.

Konvex i bade (—o0,0] och [0, ).

O

Ett skdp har hyllor i form av halvcirklar med radie R pa avstdndet a fran varandra. Bestim
volymen av den storsta rektanguldra box som féar plats pa en hylla. Hur stor del av den
tillgdngliga volymen mellan tva hyllor fyller denna box? 4)

Svar. Lat ladans bottensidor vara b och 2c, se figur.

C

R

\/

Ladans volym dr V. = a-b - 2c, men 2 = R?> — I?, s4 vi kan skriva volymen som en
funktion av b (2 och R &r konstanter givna i uppgiften):

V(b) = 2aby/ R? — 12, 0<b<R

Derivatan av V fas av produktregeln:

—2b R% — 21
V/(b) =2ay/R*— b2 +2ab- ———— =2a- ———
®) 2VRZ— 12 VRZ -2

saV'(h) =0< R> =20 &b = E.ManserattV/(b) >0for0 <b< i,och
V2 V2
V'(b) < 0 for R < b < R. Alltsd ar by = R en global maxpunkt. Eftersom b3 = R—Z sa
\/E . 0 \/E g p ° 0 2 4

2
ir R — b3 = DX och den maximala volymen av boxen blir

/R R R \?
V = 2abgy/R2 — b = 2aby Tzzaboﬁzza (\@) = aR?.



16.

Den tillgéingliga volymen mellan tva hyllor &r - 7R%a, varfor den efterfrigade andelen
blir

N[ =

aR?

_ 2
%nRza T

2
SVAR: Maximala volymen av boxen ar aR?, som utgor andelen —av den tillgéangliga

volymen pa hyllan. O

e —1

For funktionen f giller att f(x) = for x > 0, medan f(x) = ax + b for x < 0.
Bestam konstanterna a och b sa att f blir kontinuerlig och deriverbar overallt. (4)

Svar. Man ser direkt att f dr kontinuerlig och deriverbar for alla x # 0. For att f ska
vara kontinuerlig i x = 0 krdvs att 1) f(0) 4r definierad och 2) f(0) = lin% f(x). Vi har
X—

f(0) = b. Eftersom lim f(x) = lim (ax +b) = b, s& krdvs alltsa att &ven lim f(x) =
x—0" x—0~ x—07

x _
lim &L — b, Med Maclaurinutvecklingen ¢ = 1+ x + O (x?) far vi
x—0*t X
X 1 O (x%) -1
fim &L o 2O o) =1,
x—0t X x—0*t X x—0*t
och alltsd kravs for kontinuitet att b = 1. " 0
Deriverbarheten vid x = 0 studeras med differenskvoten f()h_f() Deriverbarhet
medfor kontinuitet, s vihar b = 1 = f(0). Vinstergransvardet av differenskvoten blir
lim M: lim M: lim M: lim a = a.
h—0- h h—0- h h—0- h h—0-
Grénsvirdet frdn hoger blir
er—1 h K2 3
— -1 —1-— 1+h+ % h’)—-1—h
limM: lim zlimuzlim ++2+O()
h—0+t h h—0+t h h—0+t h? h—0t h2
. 1
i 3 +O0 =7

1
For att f ska vara deriverbar i x = 0 krdvs alltsa att a = 5 ochb =1.
SVAR: For kontinuitet kravs ? =1
For deriverbarhet krdvs a = 5 ochb =1.




