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Kan man lita p̊a flyttalsberäkningar?

Beräkningar med formatet single fr̊an C/C++

Exempel: Upprepad addition blir oförutsägbar:

103
∑

i=1

〈10−3〉=0.999990701675415,

104
∑

i=1

〈10−4〉=1.000053524971008.

Exempel: Summationsordningen är viktig:

1 +
1

2
+

1

3
+ · · · + 1

106
=14.357357,

1

106
+ · · · + 1

3
+

1

2
+ 1=14.392651.



Exempel: Betrakta funktionen

f(x, y) = 333.75y6+x2(11x2y2−y6−121y4−2)+5.5y8+x/(2y)

beräknad i punkten (x, y) = (77617, 33096).

IBM S/370 (β = 16) med FORTRAN:

format p f(x, y)

REAL*4 24 1.172603 . . .
REAL*8 53 1.1726039400531 . . .
REAL*10 64 1.172603940053178 . . .

Pentium III (β = 2) med C/C++ (gcc/g++):

format p f(x, y)

float 24 178702833214061281280

double 53 178702833214061281280

long double 64 178702833214061281280

Trots all samtliga koefficienter är exakt repre-

senterbara i bas tv̊a, gör avrundningsfelen att

resultatet blir helt missvisande:

Korrekt svar: −0.8273960599 . . .



Exempel: Finn samtliga rötter till polynomet

p(t) = t6 − 6t5 + 15t4 − 20t3 + 15t2 − 6t + 1

MATLAB producerar följande graf:
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Notera: p(t) = (t − 1)6.



Är heltalsberäkningar tillförlitliga?

Exempel: Den harmoniska serien:

SN =
N
∑

k=1

1

k
⇒ lim

N→∞
SN = +∞.

Datorräkningen bekräftar detta resultat, men

av helt fel anledning (heltalsfogning).

Imax + 1 = −Imax = Imin

Exempel: Elementära Taylorserier:

SN =
N
∑

k=0

1

k!
⇒ lim

N→∞
SN = e1.

Heltalsfogningen ger upphov till en talföljd som

inte är växande (pga negativa termer).



N = 0 summa = 1.000000000000000

N = 1 summa = 2.000000000000000
N = 2 summa = 2.500000000000000

N = 3 summa = 2.666666666666667

N = 4 summa = 2.708333333333333

N = 5 summa = 2.716666666666666

N = 6 summa = 2.718055555555555

N = 7 summa = 2.718253968253968
N = 8 summa = 2.718278769841270

N = 9 summa = 2.718281525573192

N = 10 summa = 2.718281801146385

N = 11 summa = 2.718281826198493

N = 12 summa = 2.718281828286169

N = 13 summa = 2.718281828803753
N = 14 summa = 2.718281829585647

N = 15 summa = 2.718281830084572

N = 16 summa = 2.718281830583527

N = 17 summa = 2.718281827117590 Mindre!!!

N = 18 summa = 2.718281826004540 Mindre!!!

N = 19 summa = 2.718281835125155
N = 20 summa = 2.718281834649448 Mindre!!!

N = 21 summa = 2.718281833812708 Mindre!!!

N = 22 summa = 2.718281831899620 Mindre!!!

N = 23 summa = 2.718281833059102

N = 24 summa = 2.718281831770353 Mindre!!!

N = 25 summa = 2.718281832252007
N = 26 summa = 2.718281831712599 Mindre!!!

N = 27 summa = 2.718281832386097

N = 28 summa = 2.718281831659211 Mindre!!!

N = 29 summa = 2.718281830853743 Mindre!!!

N = 30 summa = 2.718281831563322

N = 31 summa = 2.718281832917973
N = 32 summa = 2.718281832452312 Mindre!!!

N = 33 summa = 2.718281831986650 Mindre!!!

N = 34 summa = inf



Hur kan vi kontrollera avrundningsfelen?

Avrunda alla delresultat åt b̊ada h̊allen!

Om x, y ∈ F och ? ∈ {+,−,×,÷} kan vi inne-

sluta det exakta resultatet i ett intervall:

x ? y ∈ [5(x ? y),4(x ? y)].

Eftersom alla (moderna) datorer avrundar med

maximal kvalité innesluter intervallet det exak-

ta resultatet.

Fr̊aga: Hur räknar man med intervall?



Intervall

Vi använder följande notation:

[a] = [a, ā] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ ā}.
L̊at IR beteckna mängden av alla kompakta

intervall p̊a R:

IR = {[a] : a, ā ∈ R; a ≤ ā}.
Vi till̊ater tunna intervall med a = ā.

Exempel: [1, π] ∈ IR, men inte [2,1] eller [1,∞].

Vi skriver ofta x istället för [x, x].

En metrik p̊a IR

Vi kan förvandla IR till ett metriskt rum genom

att införa Hausdorffavst̊andet:

d([a], [b]) = max{|a − b|, |ā − b̄|}.
Då kan vi tala om konvergens:

lim
k→∞

[ak] = [a] ⇔ lim
k→∞

d([ak], [a]) = 0.



Aritmetik p̊a IR:

Definition: Givet en operation ? ∈ {+,−,×,÷}
och tv̊a operander [a], [b] ∈ IR, definierar vi

[a] ? [b] = {a ? b : a ∈ [a], b ∈ [b]},
med undantag för [a] ÷ [b] d̊a 0 ∈ [b].

Överuppräkneligt många fall att beakta!

Kontinuitet, monotonicitet, kompakthet ⇒

[a] + [b]=[a + b, ā + b̄]

[a] − [b]=[a − b̄, ā − b]

[a] × [b]=[min{ab, ab̄, āb, āb̄},max{ab, ab̄, āb, āb̄}]
[a] ÷ [b]=[a] × [1/b̄,1/b], om 0 /∈ [b].



Egenskaper hos intervallaritmetiken

(1) IA är associativ och kommutativ.

(2) IA är inte distributiv:

[−1,1]([−1,0] + [3,4]) = [−1,1][2,4] = [−4,4],

[−1,1][−1,0] + [−1,1][3,4] = [−1,1] + [−4,4] = [−5,5].

Dock gäller alltid

[a]([b] + [c]) ⊆ [a][b] + [a][c].

(3) IA saknar additiv och multiplikativ invers:

0 ∈ [a] − [a]; 1 ∈ [a] ÷ [a].

(4) IA är inklusionsmonoton, dvs, om [a] ⊆ [A]

och [b] ⊆ [B], s̊a gäller

[a] ? [b] ⊆ [A] ? [B],

där vi kräver att 0 /∈ [B] vid division.



Intervall-värda funktioner

Ett av huvudmålen är att innesluta värdemängden

av en reellvärd funktion f : Df → R.

R(f ;S) = {f(x): x ∈ S}.
Detta kan vi uppn̊a genom att konstruera en

intervallutvidgning F : IR ∩ Df → IR av f .

Monotona funktioner

e[x] = [ex, ex̄]
√

[x] = [
√

x,
√

x̄] if 0 ≤ x

log [x] = [log x, log x̄] if 0 < x
arctan [x] = [arctanx,arctan x̄] .

Styckvis monotona funktioner

[x]n =



























[xn, x̄n] : n ∈ Z+ är udda,

[mig([x])n,mag([x])n] : n ∈ Z+ är jämn,

[1,1] : n = 0,

[1/x̄,1/x]−n : n ∈ Z−; 0 /∈ [x].



Standard/elementära funktioner

Definiera klassen av standardfunktioner som

S={ex, log x, xa,absx, sinx, cos x, tanx, . . .

. . . ,arccos x,arctanx, sinh x, cosh x, tanhx}.

Givet ett f ∈ S, kan vi konstruera en skarp

intervallutvidgning F , dvs

f ∈ S ⇒ R(f ; [x]) = F ([x]).

Elementära funktioner

Via ändliga konstruktioner av element fr̊an S

bildar vi klassen av elementära funktioner E.

Sats: Om f ∈ E och om F ([x]) är väldefinierad,

s̊a gäller inklusionen

R(f ; [x]) ⊆ F ([x]).



Grafritning

Exempel: Rita grafen till funktionen

f(x) = cos3 x + sinx

p̊a intervallet [−5,5].

Vi definierar F ([x]) = cos3 [x]+sin [x], och par-
titionerar domänen tills följande gäller:

max
i

{width (F ([xi]))} ≤ TOL.
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Överuppskattningar

Utseendet är viktigt!

f1(x) = 1 − x2 = (1 − x)(1 + x) = f2(x),

men

F1([x]) = 1− [x]2 6= (1− [x])(1+[x]) = F2([x]),

ty

F1([−1,1])=1 − [−1,1]2 = [1,1] − [0,1] = [0,1],

F2([−1,1])=(1 − [−1,1])(1 + [−1,1])

=[0,2] × [0,2] = [0,4].

Katastrofala överuppskattningar

Om f(x) = 1
1+x·x, s̊a är F ([x]) = 1

1+[x]·[x].

För intervallet [x] = [−2,2] f̊ar vi problem:

R(f ; [−2,2]) = [15,1] men F ([−2,2]) =
1

[−3,5]
.

IA-resultatet är ej väldefinierat!



Utvidgad intervallaritmetik

Definition: L̊at R∗ = {−∞}∪R∪ {+∞}. Givet

en elementär funktion f : Df → R definierar vi

f∗ : PR
∗ → PR

∗ via

f∗(S) = R(f ; S∩Df)∪{ lim
ζ→ζ∗

f(ζ): ζ ∈ Df , ζ∗ ∈ S}.

Exempel: Division med noll: L̊at f(x) = 1/x.

Då gäller

f∗([−3,5])=[−∞,−1/3] ∪ [1/5,+∞]

f∗(0)={−∞} ∪ {+∞}.

Genom samma utvidgningsförfarande som ti-

digare erh̊alls F ∗ : IR
∗ → IR

∗ med egenskapen

f∗([x]) ⊆ F ∗([x]) Gäller alltid!

IA-resultatet är alltid väldefinierat!



Bisektionsmetoden

Kontrapositionen av inklusionsegenskapen ger

y /∈ F ∗([x]) ⇒ y /∈ f∗([x]) ⇒ y /∈ R(f ; [x]).

Detta kan användas till att lokalisera nollställen.

Strategi: Partitionera sökomr̊adet och släng de

delintervall där f bevisligen är nollskild.

En s̊adan IA-algoritm blir mycket kompakt, och

fungerar även d̊a Df är okänd.

void bisect(pfcn F, interval X, double tol) {
if ( subset(0.0, F(X)) ) // If zero is contained in F(X)

if ( width(X) < tol ) // ... and the tolerance is met
cout << X << endl; // ... print the subinterval.

else { // Otherwise, divide and conquer.

bisect(F, interval(min(X), mid(X)), tol);

bisect(F, interval(mid(X), max(X)), tol);

}
}



Bisektionsmetoden

Exempel: L̊at f(x) = sin

(

x+e
√

cosx

10

)

. Sök samt-

liga nollställen p̊a intervallet [−100,100].
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Test function : f(x) = sin( (x + e^sqrt(cos(x)))/10 )
Search interval : [-100, 100]
Tolerance : 1e-14
Ranges for zeros:
k=1 [-95.6860825974053, -95.6860825974052] verified: Yes
k=2 [-64.2701560615073, -64.2701560615073] verified: Yes
k=3 [-32.8542295256094, -32.8542295256094] verified: Yes
k=4 [-1.43830298971145, -1.43830298971144] verified: Yes
k=5 [ 29.9776235461865, 29.9776235461865] verified: Yes
k=6 [ 61.3935500820844, 61.3935500820844] verified: Yes
k=7 [ 92.8094766179823, 92.8094766179824] verified: Yes

Number of bisection steps: 739



Bisektionsmetoden

Exempel: L̊at f(x) = sin (5/(1 + x2) + 3)−e−x2
.

Sök samtliga nollställen p̊a hela R? = [−∞,+∞].
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Test function : f(x) = sin(5/(1 + x^2)+3) - exp(-x^2)
Search interval : [ ENTIRE ]
Tolerance : 1e-15
Ranges for zeros:
k=1 [-5.85769293576026, -5.85769293576024] verified: Yes
k=2 [-0.40422575825057, -0.40422575825055] verified: Yes
k=3 [-0.08054738301712, -0.08054738301709] verified: Yes
k=4 [ 0.08054738301709, 0.08054738301712] verified: Yes
k=5 [ 0.40422575825055, 0.40422575825057] verified: Yes
k=6 [ 5.85769293576024, 5.85769293576026] verified: Yes

Number of bisection steps: 5167



Bisektionsmetoden

Exempel: L̊at f(x) = sin (10/x). Sök samtliga

nollställen p̊a [0,+∞].
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Test function : f(x) = sin(10/x)
Search interval : [0, inf]
Tolerance : 1e-1
Ranges for zeros:
k=1 [0.000, 0.5625] verified: No
k=2 [0.625, 0.6875] verified: Yes
k=3 [0.750, 0.8125] verified: Yes
k=4 [1.000, 1.0625] verified: Yes
k=5 [1.5625, 1.625] verified: Yes
k=6 [3.125, 3.1875] verified: Yes
k=7 [ +INFTY ] verified: No

Number of bisection steps: 2103



Högre dimensioner

Precis som förr, fast nu arbetar vi p̊a IR
n -

rummet av kompakta n-dimensionella l̊ador:

[x] = ([x1], . . . , [xn]).

Packeteringseffekten: I högre dimensioner tillhör

R(f ; [x]) nästan aldrig IR
n.

Överuppskattningen kan reduceras...

... men det kostar!



Niv̊akurvor

Givet f : R2 → R, finn niv̊akurvorna

Γ(f, α) = {(x, y) ∈ R
2 : f(x, y) = α}.

Exempel: Beräkna Γ(f,0) p̊a [−10,10]×[−10,10]

för funktionen f(x, y) = sin (x2 + y2) − xy.
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Niv̊akurvor

Sett ovanifr̊an:
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Parameterrekonstruktion

Exempel: Givet en modell

f(x; p) = 15e−p1x − 10e−p2x

och (kontaminerad) mätdata {(xi, yi)}N
i=1, finn

parametern p = (p1, p2) som passar datamängen

bäst.
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Lösning: Tänk p̊a datamängen som {(xi, [yi])}N
i=1.



Parameterrekonstruktion

Vi säger att parametern [p] = ([p1], [p2]) är

konsistent med datamängden om

C([p]) =
N
∧

i=1

(

[yi] ∩ F (xi; [p]) 6= ∅
)

har värdet sant. Partitionera parameterrummet

och släng bort alla [p] med C([p]) = falskt!

Notera: Ingen global optimering; ingen minsta-

kvadratanpassning krävs.

Exempel (forts): L̊at p = (0.11,0.32) och tag

noderna xi = 4(i − 1) för i = 1, . . . ,10.

Med ett relativt fel p̊a 5% f̊ar vi

p ∈
(

[0.108624, 0.111432], [0.286606, 0.358746]
)

.

Med ett relativt fel p̊a 1% f̊ar vi

p ∈
(

[0.109721, 0.110281], [0.312931, 0.327268]
)

.



Sammanfattning

(1) I.A. bygger p̊a mängdvärd matematik;

(2) Hanterar avrundnings-/diskretiseringsfel;

(3) Hanterar singulariteter/domäner;

(4) Ger ett matematiskt korrekt resultat.

(5) Ger ett kvalitetsmått p̊a resultatet;
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