Matematik MIN2, analysdelen, HT 05.
Bonus6vning 1 (gransvarden och relaterat material)

e 1. Gransviarden, rakneuppgifter. (4 x 2p = 8p)
Berdkna foljande gransviarden (om de existerar, eller visa att de inte
existerar)

u? +u — 20 . vV1+x

a) lim ——— b) lim
(>u—>4 u—4 ()x—>0\/1+x2_\/1_aj2
1 212 472 + 1
lim — li —
© vooe Voi—v—uv (@) e <x+1 2;17—1)

e 2. Bevis mha. definitionen av griansvarde. (4p)

Lat f(x) och g(x) vara funktioner. Antag att f(z) ar kontinuerlig i
x = L och att lim,_.. g(z) = L. Bevisa endast med hjdlp av definitionen
av gransvarde att

lim f(g(x)) = f(L).

r—cC

¢ 3. Kontinuerliga funktioner. (3p+3p=6p)
(a) Visa att ekvationen e* = 2 har minst en rot i intervallet 1 < z < 2
och minst en rot i intervallet 4 < xz < 5.

(b) Om
7 x <2
f@:{m >0,

bestdm ett vérde pa a sa att f(x) blir kontinuerlig i punkten x = 2.

e 4. Gransvirden for foljder, rakneuppgifter (4 x 2p=8p).
Berédkna foljande gransviarden (om de existerar, eller visa att de inte
existerar)

2 _ — 12
(a) lim o —n—12 (b) Tim (=1)"(n + 2)1%2"

n—oo 277,2 —1 n—00

(c) lim <\/n +5—vn— 5), (d) (svar!) lim (n1)”

nn
n—oo n—oo nN,

(Angéende nidmnaren i (d), observera att “ a* 7 alltid betyder a®),
och ej (a®)¢; detta ar naturligt eftersom (a®)¢ ju anda kan skrivas pa

ett enklare sitt: (a’)¢ = a®.)
1

For godkant: Minst 16p (av totalt 26p).

Inlamnas senast: 13 september, pa foreldsningen. (Losningarna kan
aven lamnas tidigare i mitt postfack, tredje vaningen hus 3 pa Polacks-
backen.)



Matematik MIN2, analysdelen, HT 05.

Losningar till bonusovning nr 2

o 1. (a)
2 _ _
u+u QO:(u 4)(u—|—5):(u+5)_>9 di w4
u—4 u—4 1
Svar: 9.

(b). Insédttning av z = 0 ger téljaren /1 +0 = 1 och ndmnaren
1
V1 +02—+/1 — 0% = 0; alltsa &r gransvirdet av typen 0 Detta betyder

att gransvardet inte existerar.

Svar: Existerar ej.

(c).
1 Vv —ov 4w _\/212—v+v

VT —o—v (P —u—0) (P —vt0) (P—v) 0
VUYL AT o152 da v — oo

(Y

Svar: —2.

().
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Svar: —3.

e 2. Lat talet € > 0 vara givet. Eftersom f(x) &r kontinuerlig i x = L
sa géller lim, ., f(x) = f(L). Alltsa finns det ett tal 6 > 0 sa att

(%) 0<|z—L|<d implicerar |f(zx)— f(L)| <e.

Eftersom f(L) existerar sa ser vi att undantagsfallet |x — L| = 0 inte
dr nagot problem; dér géller ju |f(z) — f(L)| =0 < e. Alltsa kan (**)



nu omformuleras lite, till:
(xx) v — L| <6 implicerar |f(z) — f(L)| <e.
Vidare, eftersom lim, .. g(x) = L sa finns ett tal v > 0 sa att
0<|z—cl<v implicerar [g(x)— L| <.

Men observera att enligt (**) géller att |g(x) — L| < 0 implicerar
|f(g(z)) — f(L)| < e. Sammantaget ger detta:

0<|z—c|l<v implicerar |f(g(x))— f(L)| <e.

Ovanstaende resonemang fungerar for alla € > 0.
Alltsa galler

lim f(g(z)) = f(L),

xr—c

V.S.B.

3. (a) Satt f(x) = e® — 2%, Da ar f(x) en kontinuerlig funktion. Vi
beraknar:

f(l): —13_1718 > 0;
f(2)=¢*— 23 —0.610... < 0;
f(4) = =—9.401... < 0;

f(5)=¢€" — 53 =23.413... > 0.

Enligt satsen om mellanliggande vérde finns det alltsa ett x € (1,2)
for vilket f(z) = 0, och det finns ett x € (4,5) for vilket f(xz) = 0.
Med andra ord; ekvationen e* — 2 = 0 har minst en rot i intervallet
1 <z < 2 och minst en rot i intervallet 4 < x < 5, VSB.

(b) Observera att for # = 2 &r 2> = 4 och /z +a = v/2+a. Vi
valjer alltsa a sa att /2 + a =4, dvs a = 14. Da blir

lirgl f(z) = lim 2* = 4;

r—2—
lir£1+f(x) = lirglJr Va+14 =16 = 4;
och darmed

lim f(z) =

z—2

Vidare dr f(2) = v/2+ 14 = /16 = 4. Alltsa blir f(z) kontinuerlig i
punkten z = 2 da vi har valt a = 14.
Svar: a = 14.



o 4. (a)
3n*—5n—12 3-5/n—12/n* 3 a4

= = — a n— oo.

2n? — 1 2—1/n? 2

.3
Svar: 5

(b) Byt variabel m = n + 2 (sa n = m — 2). Da blir gransvérdet:

lim (—1)"(n + 2)1%927" = lim (—1)" 21022 = lim 4(—1)™ . =

n—oo m— oo m— oo om
. 100 . .
eftersom lim,, .o "5 = 0 (standardgrénsvérde).
Svar: 0.

()

Vn+5—+vn—>5=

(Vn+5—+vn—=5)(vn+5++n—5)
Vn+5++vn—>5

~ (n+5)—(n—-5) 10 0 di n— o
C Vn+5+vn—-5 Vn+tb5+vn->5 '
Svar: 0.

Alternativ 16sning: Skriv a, = v/n+5 och b, = vVn—5. Da éar
a, — oo och b, — oo medan a2 — b2 = (n+5) — (n —5) = 10 hela
tiden! Vi ska utnyttja detta for att visa att a,, — b, — 0.
For detta kan vi anvanda konjugatregeln:
(an —bp)(an+0b,) a2 =02 10

an—bn: =

—0 da n— oo,

an + by, a, +b, a,—+b,
eftersom a,, — oo och b, — 0.
Alltsa:
lim (vVn+5—+vn —5) = lim (a, — b,) = 0.
Klart!

(Man kan anmérka att den andra l6sningen &r precis samma som
forsta losningen, forutom att vi har infort lite andra beteckningar. Men
det dr nog en annan idé som ledde fram till den andra 19sningen.)



5
(d) Viharnl=n-(n—1)-(n—2)---1<n-n-n---n=n", alltsa

(nl)n' - (nn)n' _ nn-n! _ nn~n!—n"

() 0<

n™ — n" n""
Men vi har
n-nl=n-n-(n—1)-(n—2)---1 (n + 1 faktorer)
=n-n-(n—1)-(n—2)---2 (n faktorer)
<n"lt.2=29op" 1
Alltsa:
n-nl—n" <20t —n"=2-n) 0" - —0 da n — oo.
Alltsa n - n! —n™ — —oo da n — oo, och darmed
nenl—n"

n — 0 da n — oo.

Nu kan vi anvénda instdngningssatsen (boken s.523, stora bla rutan,

nedersta raden. Jfr dven s.69 Theorem 4): Var utrékning (*) ovan
nn!
mellan tva talfoljder (0 och n™™~"")

sager att vi har stangt in

nn

n
som bada gar mot 0. Alltsa:

nn!
im 0% .

n
n—oo NN

Svar: Talfoljden konvergerar mot 0.



