Matematik MIN2, analysdelen, HT 05.
Bonus6vning 3 (partiella derivator, relaterat material)

e 1. Partiella derivator (4 x 2p = 8p)
Berékna alla partiella derivator av ordning tva av foljande funktioner:

(2) f(z,y) =2*(a" +y") (b) g(r,0) =7 - cos(6 + 7/4)

(c) f(x,y,z):\/1+x+\/1+y+\/1+z (d) f(x7y):cos<x+\/x+y>

e 2. Kedjeregeln (3p + 3p = 6p)
(a) Antag att funktionen f(x,y) har kontinuerliga partiella derivator

av forsta ordningen. Berdkna agf <f(a, b),af (b, a2)> :
a

(b) Transformera den partiella differentialekvationen
x 0 Y 0

(2% 4 y?2)? 8xg(x’ y)+ (22 4 y2)? ayg(% v)
till polara koordinater.

¢ 3. Anvianding av definitionerna (4p)
Berdkna de partiella derivatorna av forsta ordningen till funktionen

f(z,y) i punkten (0,0), da
3 — 213
—— om (z, 0,0
fay) = 75 (z,y) # (0,0)
0 om (z,y) = (0,0).
Ar funktionen f(z,y) kontinuerlig i punkten (0,0)?

e 4. Gradient och fordndringshastighet (3 x 2p=6p)

(a) Beriikna gradienten av f(x,y) = (y++/Z + y)? och ange riktnings-
derivatan av f(z,y) i (z,y) = (1,0) i riktningen (1, 1).

(b) Berékna gradienten av g(z,y) = (3z — y)ez2+92 och ange riktnings-
derivatan av g(x,y) i (z,y) = (0,0) i riktningen (—2,1).

(c) Beréikna gradienten av h(z,y, 2) = y/(Inz)? + (Iny)% + (In 2)2? och
ange riktningsderivatan av h(z,y,z) i (z,y,z) = (e, e, e) 1 riktningen
(1,0,0).

For godkant: Minst 14p (av totalt 24p).

Inldmnas senast: 12 oktober, i mitt postfack fore midnatt. (Mitt
postfack ar pa tredje vaningen i hus 3 pa Polacksbacken.)



Matematik MIN2, analysdelen, HT 05.

Losningar till bonusovning nr 3

e 1.(a). Observera f(x,y) = 2% + 22y*.

0 0
—f(z,y) = 62° + 22", —f(z,y) = 42°y*;
ox dy

Alltsa, Svar:

o o o

52 (@ y) = 302" + 2% Gy (T Y) = 8zy; ol ) = 122%°.
1.(b).
0 0 .
8—g(r, ) = cos(0 + 7/4); %g(r, 0) = —r -sin(6 + w/4).
-
Alltsa, svar:
o
wg(ﬁ 0) =0,
52
a(garg(r, 0) = —sin(f + 7 /4),
52
wg(r, 0) = —rcos(f + w/4),
L.(c).
0 1 0 1 0
%f(%y’Z)_Q\/l—i——m’ a_yf(x7y7z)_2 1+ya &f(iijjz)—




Alltsa, svar:

0

0

5y @) = = sin(e + a7 75)-

Alltsa, svar:

62

oxr?

62

+sin(z + x +y) -

82

S () = = cosla + V7T 9)-
= —cos(e+VEFT) -

(x

(z,y) = —cos(x +/z +y)- (1 +

NCE

1

a—xf(agy) = —sin(x +Vr +y)- (1 +

o ) = —eosta VD) - (14

=] =

2\/x 4y
1
+ )

1
2vx+y)’
1

2/r+y

1

=] =

)2+amx+vﬁizy

1 1
2\/x y) ' 2vr+y

Sz +y)F

)2+$mx+¢51@-

=~ =

—i—sin(a:—l—\/m%i-(xjty)_ .

(r+y)”

3
2

o

3
2

(x+y) e

I



e 2.(a)

O (@) aft7.a)) = (7(a.0) af 0. %) 2 (f(a,)
+ fa(f(a,0).af (7, a%) - 2 (ap(0?,a?))

= hi(f(a. ), af(0%,a®) - fi(a,b) + fo(f(a.b),af (,a%) - (£,

2.(b). Byte till poldra koordinater: (z,vy)
Yy = rsin p.

a?) + a - 2afy(b?, a2)>.

— (r,¢); ¥ = rcosp,

ﬁ—ga—x—i—g@—(cos )~g+(sin ) -
or  OxOr Oyor P B v
0 0 Ox 86y

= —r(singp) - 9 + r(cosp) - 0
8g0 " Or acp ay acp P b v Jy
r = /22 +y? ¢ = arctan(y/x). Alltsa har vi
0 _00r 000w 0 1 -y 0
or — Orox ' 0pdr /i _|_y 87‘ + (y/x)? a2 0y

d Y
\/(1;2—|—y 07“ :172+y 0g0

ﬁ_@@r 08@

oy 8 1 1
dy  Ordy  dpdy N 87“ + (y/x)? = Op
_ .y 9, = 0

2O a2y g
Alltsa:
x 0

Y 0
CEREE 57 9(@:y) + CEETIE ayg(w,y)

__ ¢ A
(22 4 y?)2 \/mar 22 +y? 0p g

N Y 8 x 0
(% + y?)? «/xz—i—y or x2+y2 %) I
__ w4y 0. 190
(22 y2)5/2 o = Bard
Svar: 713%9: 1.



e 3. Enligt definitionen av partiell derivata ar

0 . f(h,0)=f(0,0) . 3h*/h—0 3n*

/OO =T Ty i =0
f(0,h) = f(0,0) . 2r3/h*—0 _  2h

gy 0:0) = i Lo RS < iy 00— -

Observera att funktionen f har definitionsmangd {(z,y) | = # y*}.
Tag kurvan z = y% + 4% 1at y — 0:

3(y2 + y10>3 _ 2y3 3y6 + 9y14 + 9y22 + 3y30 _ 2y3

2, 10 N\ _ _
f(y +y 7y)_ ylo - ylo — &
Svar: Ej kontinuerlig.
e 4. (a).
9 y+T Ty
; +Vr+y
g (0Y) =20y + Ve )QW NCES

—f(x y)=2(y+Vr+ )(

Alltsa ar gradlenten

Vf(z,y) = (yir/m—i;r 2(y + vV +y) (

Da (z,y) = (1,0) ar detta:
vf(1,0) =(1,3).

Enhetsvektor med samma riktning som (1, 1):

)

“a))

WD 1y
Ly V2
Alltsa blir den sokta riktningsderivatan:
1
Dyuf(1,0) = —(1,1) - (1,3) = 2v/2.
f(1,0) \/5( )+ (1,3)
4.(b)
——g(x,y) = 3¢" " + (3w —y)e” TV - 20,
ox
0
0_y9(w, y) = (=1)e” ™ + Bx —y)e" TV - 2.
Alltsa:

vg(x,y) = <€$2+y2(3 + 6% — 2zy), €5 (=1 — 22 + 6xy)) .



6
Da (z,y) = (0,0) ar detta:

Enhetsvektor med samma riktning som (—2,1):

(=2,1) 1
u= =—(-2,1).
[V
Alltsa blir den sokta riktningsderivatan:
1 7
Duf(0,0) = —=(=2,1) - (3, -1) = ——,
f(0,0) \/5( )+ (3,-1) 7

4.(c)
0 1 1 Inz
—h(x,y,z2) = -2(1 C— =
Ox (©:9.2) 2¢/(In2)? + (Iny)? + (In z)? (In) v zy/(Inz)? + (Iny)? + (In 2)?
och analogt:

0 Iny

——h y I =

9y (@9, 2) yy/(Inz)2 + (Iny)2 + (In 2)2

0 In z

—h y I = .

0z (:9,2) zy/(Inz)2 + (Iny)2 + (In 2)2
Alltsa:

o/ gl + (022 g/ a)E+ Wy + (n2)?

In 2
zy/(Inz)? + (Iny)? + (In 2)2)
Alltsa ar gradienten i (e, e, e):
1 1 1
V3’ e\/g7 ev3 )
Observera att u = (1,0,0) ar en enhetsvektor. Alltsa blir den sokta
riktningsderivatan:

Vh(e, e, e) = (

1 1 1 )= 1
e 3’6\/576\/3 e\/g'

Dyh(e,e,e) = (1,0,0) - (



