Losning till problem 8, 6vningstenta, vt 2004

e 8. Visa att for varje perfekt kod C géller att minimalavstandet d(C)
ar udda.

Repetition: For varje kod C av lingd n och med minimalavstand
d = d(C) giller Hammings sfarpackningsolikhet:
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dar F ar vart alfabete (sa C C F") och t = [(d — 1)/2]. Beviset av
denna olikhet bygger pa att “bollarna”

Si(v) = {w e F" | d(w,v) <t}

ar parvis disjunkta da v 1oper genom alla kodord, och
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Kom nu ihag att en kod kallas perfekt om likhet géller i (*) ovan,
dvs om och endast om hela mangden F™ tdacks av dessa bollar.

Losning till problemet: Antag att koden C C F™ ar perfekt.
Antag att minimalavstandet d = d(C) dr jémnt. Vi ska visa att detta
leder till en motsagelse.

Tag tva ord wy,wy € C med d(w;,wy) = d. Eftersom d ar jimnt
sa finns det nu (minst) ett ord ws € F™ som uppfyller d(w;, ws) =
d(wy, w3) = d/2. (Ett sadant ord kan skapas genom att man pa ratt
satt Andrar w, 1 precis d/2 stycken av de d positioner dar w; skiljer sig
fran ws.)

Eftersom C &r perfekt sa ticks F™ av sfirerna S;(v) med v € C;
speciellt tacks vart ord ws; dvs det finns ett kodord v € C sadant att
w3 € Sy(v). Da &r d(ws,v) < t. Kom ihag att ¢t = [(d — 1)/2], alltsa
t =d/2 — 1 eftersom d ar jamnt. Alltsa ar

d(ws,v) £t < d/2 = d(w,w3) = d(wy, ws),

s& kodordet v inte likamed w, eller wy!
Vi har ocksa, enligt triangelolikheten:
d d d
d(wy,v) £ d(wy, ws) + d(ws,v) < g tt= §+(§ —1)=d-1<d.
Detta ar en motsdigelse mot att koden C har minimalavstand d och
w1, v € C ar olika kodord.
Alltsa maste minimalavstandet d = d(C) vara udda, vsb.



