Informations- och kodningsteori: Tenta 2004-06-01

Skrivtid: 8-13
Hjalpmedel:
Miniraknare, laroboken, utdelade stenciler, egna anteckningar.

e 1. Betrakta f6ljderna (2, 3,3,3,4,5,5,5,5), (1,2,3,3,3) och (1,2, 3,4,5).
Vilka av dessa kan beskriva ordlangderna till nagon binér prefixfri kod?
Ange en sadan kod i varje fall da det ar mgjligt!

e 2. Lat & vara en killa med 8 killsymboler med sannolikheter
0.6,0.1,0.1,0.1,0.025,0.025, 0.025, 0.025. Berakna den ternira entropin
H;3(S) och medelordléngden i en optimal terndr kod for S. Ange alla
kodorden i en sadan kod!

e 3. Lat S vara en killa med 4 killsymboler med sannolikheter 0.4, 0.3,
0.2,0.1. Berdkna den bindra entropin H(S). Ange, med motiver-
ing, ett positivt heltal n sddant att det finns en prefixfri binidr kod C
for kallan 8™ vars medelordlingd som kodning av S ar < 1.85, dvs.,

L(C)/n < 1.85.

e 4. Lat C vara den binéra linjara kod som har paritets-check-matris
11010100

111000
H_0100110
0001011

—_

Ange C’s dimension, dess hastighet (dvs “rate”), och en generatorma-
tris for C. Ange aven C’s minimalavstand.

e 5. Lat A och B vara killor med alfabeten {aj,as} och {by,bs},
respektive. Lat I' vara en kanal fran A till B med kanalmatris

0.8 0.2
0.3 0.7
Lat aq,as ha sannolikheterna 0.4, 0.6. Beridkna sannolikheterna for

utdata-symbolerna by, by, de bindra systementropierna H (A, B), H(A|B),
H(BJ|.A), och informationen I(.A, B).

¢ 6. Finns det en bindr Hammingkod som har dimension £ = 11 (som
linjér kod 6ver Zs)? Om ja, ange en paritets-check-matris for en sadan
kod.

Var god vand!



0.5 05 0
e 7. Berakna kapaciteten for kanalen med kanalmatris | 0.5 0.5 0
0 0 1

e 8. Lat C vara en linjar kod av lingd n over en andlig kropp F', med
minimalavstand d(C) 2 2, och lat a = 1 vara ett heltal med 2a+1 < n.
Antag att det for varje ord w € F™ av vikt wt(w) = a+1 géller att det
kodord v € C som ligger ndrmast w har avstand d(v,w) = a. Bevisa
att koden C ar perfekt.

LYCKA TILL!



Informations- och kodningsteori:

Losningar till tenta 2004-06-01.
e 1. Enligt Krafts olikhet sa finns en binar prefixfri kod med ordlangder
ty, 4y, ..., £, om och endast om ) %_, 274 < 1. Vi beriknar:

1
2—2+2—3+2—3+2—3+2—4+2—5+2—5+2—5+2—5=£<1,

9
2*1+2*2+2*3+2*3+2*3=§>1,

31
27149724983 49744 975 — 5 < 1.

Alltsa finns det inte nagon prefixfri bindr kod med ordlangder (1,2, 3, 3, 3),
men i de andra tva fallen gar det bra.
Exempel pa en prefixfri binar kod med ordléngder (2, 3, 3,3, 4, 5,5, 5, 5):

00,010,011,100,1010,10110,10111, 11000, 11001.
Exempel pa en prefixfri bindr kod med ordlangder (1,2,3,4,5):
0,10,110,1110,11110.

e 2. Ternar entropi:
H3(S) = —0.6-1log; 0.6 —3-0.1-log; 0.1 —4-0.025 - log; 0.025 = 1.24353...

Vi tar nu fram en optimal ternédr kod for S. Enligt en kind sats ar
varje ternar Huffmankod for & optimal; och en sadan Huffmankod kan
tas fram sa héar (utoka forst kéllan med en “dummy-symbol” sa att
totala antalet symboler blir =1 (mod 3 — 1):

S 0.6 0.1 0.1 0.1 0.025 0.025 0.025 0.025 0
S 0.05 0.6 0.1 0.1 0.1 0.025 0.025

S": 0.1 0.6 0.1 0.1 0.1

S" 0.3 0.6 0.1

S®. 1

C 1 2 01 02 001 002 0000 0001 *
C': 000 1 2 01 02 001 002

c" . 00 1 2 01 02

c" 0 1 2

CHW . ¢

(Tabellen med kodord fylls i bakldnges, efter att hela tabellen med
sannolikheter har utarbetats.)
Medelordlingd: L(C) =1+ 0.3 + 0.1 + 0.05 = 1.45.
Kodord: 1, 2,01, 02,001, 002, 0000, 0001.
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e 3. Vi berdknar H = Hy(S) = —0.4 - log, 0.4 — 0.3 - log, 0.3 — 0.2 -
log, 0.2 — 0.1 - log, 0.1 = 1.8464393.... Alltsa &r Hy(S") = n- H =
n - 1.8464393.... Varje Shannon-Fano-kod C, for S” har alltsa mede-
lordlangd L(C,) < n-H 4+ 1sa L(C,)/n £ H + 1/n. Alltsa duger n
sikert om H + 1/n < 1.85, dvs om n > (1.85 — H) ! = 280.8....

Svar: T.ex. n = 281.

e 4. Vi ser fran H'’s storlek att C ar en linjar kod av langd n = 8,
dvs. C C Z8, och av dimension k = n — 4 = 4. Alltsa ar C’s hastighet:
R=k/n=13.

Vi vet att G ar en generatormatris till C om och endast om G ar
en 4 x 8-matris vars rader utgor en bas i losningsrummet till féljande

ekvationssystem (Gver kroppen Z,):

(2129 ... 25) HY = (0000)

($1+$2 + x4 + Zg =0
To+23+2x +z23=0
) 2 3 4 8
To + Z5 + Ts +x8=0
\ T4 +26+x7+28=0
($1:$2+.’L'4+$6
T3 =To+ T4+ 2x
) 3 2+ X4 + Ts
Ts = To + Te + T
\$7=$4+$6+$8

< (21 29 ... 78) = 22+ (1,1,1,0,1,0,0,0) + z4 - (1,0,1,1,0,0,1,0)
+26-(1,0,0,0,1,1,1,0) + 25 - (0,0,1,0,1,0,1,1).

Alltsa kan vi ta generatormatris:

11101000
a_ltotr1ro010
“lto0001110
00101011

(Det finns manga alternativa vall)
For att finna minimalavstandet kan vi utnyttja satsen som siager att
minimalavstandet ar likamed antalet element i den minsta delméingd
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av kolumner i paritets-check-matrisen som ar linjart beroende. Alter-
nativt kan vi rikna upp alla kodord i C (det &r ldtt nér vi har G):

00000000, 11101000, 10110010, 01011010,
10001110, 01100110, 00111100, 11010100,
00101011, 11000011, 10011001, 01110001,
10100101, 01001101, 00010111, 11111111.

Hirur ser vi att minimalavstandet dr d(C) = 4 (enligt lemmat som
sager att for varje linjar kod géller d(C) = min{wt(v) | v € C,v # 0}).

e 5. Utdata-sannolikheterna blir:

m40®@§8%:@50w

(dvs ut-kéllan B har slh(b;) = 0.5, slh(by) = 0.5).
Bakat-sannolikheterna Q;; ges av Bayes formel:

Qij =slh(a=a; | b=1b;) = %Pij_

J

Alltsa:
0.4 0.4
Qnu 05 0.8 = 0.64, Q12 05 0 0.16,
0.6 0.6
== -03=0. = .0.7=0.84.
Q21 05 0.3 = 0.36, Q22 05 0.7=0.8

Systementropier (vi anvénder basen 2, och vi skriver som vanligt Hy(z) =
—zlogyz — (1 — z)logy(1 — x)):
Hy(A|B) =0.5- Hy(A|b=b1) + 0.5 Hy(Alb = by)
=0.5- Hy(Q11) + 0.5 - Hy(Q12) = 0.788496...
Hy(B|A) =0.4- Hy(Bla =a;) + 0.6 - Hy(Bla = ay)
= 0.4- H5(0.8) + 0.6 - H5(0.3) = 0.817545...
Hy(A,B) = Hy(B) + Hy(A|B) = H5(0.5) + Hy(A|B) = 1.788496...
Alternativ berdkning: Vi berdknar forenade sannolikheterna R;; =
piPij; R11 = 032, R12 = 008, R21 = 018, R22 = 042, harur fOL]GI‘
H(.A, B) - — Zz’,j R,’j 10g2 Rij = 1.788496....
Slutligen, informationen:

L(A, B) = Hy(A) — Hy(A|B) = 0.182452...

e 6. For Hammingkoder over Zs, galler n = 2° — 1, ¢ = n — k; detta ger
k =2¢—1—c; alltsd fas k = 11 {or ¢ = 4, dvs det finns en Hammingkod
av sokt typ!



En paritets-check-matris for denna kod ar (t.ex.):
10101010101O01CO0T1
060110011001 100171
000111100001 1T1T1
0000O0OO0OO0OTTI1T111111

(Det finns vialdigt manga olika mdjliga val; det viktiga r att varje
mojlig kolumn utom noll-kolumnen ska férekomma precis en gang.)

e 7. Antag att inkédllan har sannolikhetsvektorn (z1,x9, x3), dir z; +
Ty + x5 = 1. Da har utkallan sannolikhetsvektorn (%(:rl + x9), %(xl +
Tg),x3). Alltsa ar

H(B|A) =z, - H(Bla = a1) + 2 - H(Bla = as) + z3 - H(Bla = a3)
= (z1+29) - (=2- 5 -log3) + x5 - 0= (z1 + z2) log 2,
och diarmed ar
I(A,B) = H(B) — H(B|A)

1
= (—2 . 5(3:1 + z5) log%(ml + o) — x3 logxg) — (21 + xo) log 2

= —(z1 + z2) log(z1 + x9) — z3log x5
= —z3logxs — (1 — x3) log(l — x3).

Vi vet att detta uttryck (“entropin f6r en binér kélla med sannolikheter
x3 och 1 —x3”) &r maximalt da z3 = % Om vi anvander bas 2 ar detta
maximum I(A, B) = 1.

Alltsa ar (bindra) kapaciteten Co(T") = 1.

¢ 8. Antag, i syfte att erhalla en motsagelse, att det finns nagot kodord
v€C,v#0, med wt(v) < 2a.

Fall 1: wt(v) 2 a + 1. Genom att andra nagra icke-noll-positioner i
v till noll sa kan vi da finna ett ord w € F™ med wt(w) = a + 1 och
div,w) = wt(v) —wt(w) £ 2a — (¢ + 1) = a —1 < a. Detta dr en
motsagelse mot forutsattningarna.

Fall 2: wt(v) £ a. Genom att &ndra nagra noll-positioner i v till
icke-noll kan vi da finna ett ord w € F™ med wt(w) = a + 1 och
d(v,w) = wt(w) — wt(v). Eftersom d(C) = 2 sa maste wt(v) = 2, och
dérmed d(v,w) = wt(w) —wt(v) Sa+1—-2=a—1 < a. Detta ér en
motsagelse, precis som ovan.

Vart antagande leder alltsa sdkert till en motséigelse, och maste
darfor vara felaktigt. Detta visar att det inte finns nagot kodord v € C,
v # 0, med wt(v) £ 2a. Eftersom C &r linjir sa har alltsa C mini-
malavstand d(C) 2 2a + 1.
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A andra sidan, om w € F" ir ett godtyckligt ord av vikt wt(w) =
a+1 sa finns enligt forutsdttningarna ett kodord v € C med d(v, w) = a;
da ar wt(v) = d(v,0) £ d(v,w) +d(w,0) =a+ (a+1) = 2a+1. Alltsa
ar faktiskt C’s minimalavstand d(C) likamed 2a + 1:

d(C) =2a+ 1.

Lat nu w € F™ vara ett godtyckligt ord. Lat v € C vara ett kodord
som ligger sa nira w som mdjligt. Antag att d(v,w) 2 a + 1. Genom
att eventuellt dndra w “mot v” i vissa av de positioner dar v och w
skiljer sig at kan vi da hitta ett ord w’ som uppfyller d(v,w') = a + 1
och d(v,w) = d(v,w'") + d(vw',w). (Om d(v,w) = a+1 sa blir v’ = w.)
Nu dr wt(w’' —v) = d(v,w') = a+1 sa enligt forutsittningarna finns ett
kodord u € C med d(u,w' —v) = a. Dadru+v € C och d(u+v,w') =
d(u,w" —v) = @; alltsa ar d(u + v,w) < d(u + v,w') + d(w',w) =
a+ (d(v,w) —dv,w")) = a+dv,w) — (a+1) = d(v,w) — 1. Detta
ar en motsagelse mot att v var ett kodord som ligger sa nira w som
mojligt (ty u+wv ligger ju ndrmare!). Alltsa kan oméjligt d(v, w) 2 a+1
gilla; det maste istéllet vara sa att d(v,w) < a.

Vi har darmed visat att det for varje w € F™ finns ett kodord v € C
med d(v,w) < a. Detta betyder att “bollarna”

Sa(v) ={w e F" | d(v,w) < a}
tacker hela F™ da v loper genom C. Detta betyder att vi har likhet
i Hammings sfirpackningsgréns (ty obs t = [(d(C) — 1)/2] = a, pga
d(C) = 2a + 1), det vill sidga att koden C &r perfekt.
V.S.B.



