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1. Los ekvationer? = —16i.

3)
2. Ange en parametrisk ekvation for skarningslinjen mellan planen
m:X—3y+22=0
och
O :2X+Yy+5z=0.
(4)
3. Bestam alla egenvarden med tillhérande egenvektorer till matrisen
> 1
Al TS
2 2
(4)

4. Bestam matrisen i standardbasen for den linjara avbildnifge®® — R® som ges av
ortogonal projektion pa planet

m:x=s(1,-1,1)+1(0,1,1)

()

5. Vilka av féljande serier konvergerar? Vilka konvergerar absolut?

cognm) n? 4 n3

)Z n2+e—”’ )Z In(n") )22“+3”’
3)



. Undersok om foljande gransvarden existerar eller inte och berdkna dem om de existerar.

1 2 n
e —1-x . 1 . Xy
I oS X I 1-— I —
a)xmx2ln(1+x)sinx’ b) nmo( n2>  ©) (x,y)m0,0) 2x2 — y?

3)

. Bestam det minimala och maximala avstandet fran origo till skarningskurvan mellan den
. : X\ 2
elliptiska cyllndern<§> +y? =1 och planek = z.

(4)

. Avgor om funktionenf (x,y) som definieras nedan har en stationar punkt i origo eller inte,
samt om den har ett lokalt extremvéarde dar eller inte och om den har ett lokalt extramvarde
dar bestdm dess karaktar.

f(%,y) = X2+ 3x(y +x%) 4 cogx) cog(2y)
(4)

. LOs fdljande diffekvation fullstandigt

y' +y=cogax)
dary = y(x) ar en funktion aw ocha &r en reell konstant.

(4)

. Laplaceoperatorn i tva dimensionéy,(i de kartesiskakoordinaternaochy) definieras
genom att den verkar pa en funktiére C? pa foljande satt:

% 0 0%f 0°f
Af = (W_Fﬁ) f(xay):W—F—z

ay2’
a) Skriv om A i polara koordinaterx = rcosd, y =rsind (r = v/x2+y2,0 =
arctan(%)), dvs skriv angé\f(r,0) i termer av derivator m a poch®.
b) En funktionf (x,y) som uppfylle’Af = 0 kallas harmonisk. Hitta den allmé&nna

formen for en harmonisk funktion som endast beror av variahelns f (x,y) =

f(r) medr = /X2 +y2.
(6)



Losningar till tentamen i Matematik MN2 2002-10-30

Losning till problem 1. Skriv om p& polar form-16i = re'® medr = 16 och6 = 8, = i+

L1 3n . y °
—+2nt= — +2nm, darn = 0,1, 2,3 (6vriga varden ger samma punkter- pe* ges da av

2 2
1 k 4k
p=v16=2, ochg = -6, = 3_n+_n: 3+—T[, dark=0,1,2,3.
4 8 2 8
Losning till problem 2. P& pa skarningslinjen maste bada ekvationerna galla, dvs den forsta

ger attx = 3y — 2z, stoppa in det i den andra ekvationen get Q(3y — 2z) +y+5z= 7y +z,

dvs skarningslinjen har ekvationeg¥z= 0. Lat nuz vara parametern=t. Da bliry = —7t
3 17 . 1. o
ochx=3y—2z= —?t -2t = —7t och om vi bryter ut?far vi en parameterframstallning

(x,y,2) =t(—17,—-1,7), dart € R.

Ldsning till problem 3. Los egenvardes ekvationen

5 1
2N 2 o5t
2 2

. 1 - o
vilket gerA = gi > dvsA1 = 2 ochA, = 3. LBs sedan ekvationetX = AXfor dessa bada

varden pa lambda. Du far da egenvektorerna (linjewaa} t(1,1), t € R samtv, = t(1,—1),
teR.

Losning till problem 4. Som bas kan vi anvénda vektorema (1,—1,1),v=(0,1,1) i planet

som du vet fixeras av projektionen (och de &r redan ortogonala)wamix v=(—2,—1 1),

deras kryssprodukt som &r normal till planet och darmed avbild46,020). Stall sedan upp
ekvationssystemdt (u) = u, F(v) = v ochF(w) = 0. Anvand lineariteten hos for att gora

om det till ett ekvationssystem i de obekaftée;),F(e2) samtF (e3) dares, ey, e3 betecknar
standardbasenR®. Du far d& en matrisekvation meti= (F(e;) F(e) F(e3))! AX = B, Ios

denna pa lampligt satt, t.ex. genom att bara l6sa det som ett vanligt ekvationssystem eller
genom matrisrakning vilket slutligen resulterar i

[ 2 22
(F<81)F(62)F(es))5(22 i é)

3
n 1 1
Ldsning till problem 5. a) divergent, tya, = =n =
gtip ) divergent, tan = 5o 1+ 10
cognm (—=1)", 1 1
= ar alternerande, o =
In(n")  In(n) Al
: . . 1
strikt avtagande mot O eftersamin n &r strikt vaxande. Ej absolutkonvergent eftersgm
ar divergent.

b) betingat konvergent, i§, = () =

2.3 o3 1, 1
c) (absolut) konvergent, &g, = % < Z_r:‘ ochy/a, = §v2n3 -5 <1

3



L 1 1 1 1
Lésning till problem 6. a) cosx = 1 — EXZ + mx“ +0(x®), cogx=1-x2+ G+ 1—2)x4 +

1 . . 1 . o
o8 =1-x2+ §x4+O(x6) och enligt geometriska serigp— = 1-+1 +1t24+O(t3) blir alltsd
1 1 1

1 2
= = =14+ (= X+ 008)) +x*+ O(x8) = 1452+ x4
COFX 1—X2+%X4+O(X6) 1— (X2—%X4+O(X6)) ( 3 ( )) ( ) 3

vidare &r If1+x) = x+ O(x?) sin(x) = x+ O(x®) sétter vi ihop detta far vi

b —1-x? B 2x+0(x®) B 2+0(x) 2 43 0
X2In(L+x)sinx  x2(x+0O(x2))(x+0(x3)  1(1+0(x))(1+0(x2) 3’

1\" 1\" 1\"
b) kom ih&g:(A—B)(A+B) = A>—B?, d& far vi lim (1—@) = lim <1—ﬁ) <1+ﬁ> =

Nn—oo Nn—oo
. 1\" . 1\"
lim (1——) lim <1+—) —ele=1
nN—oo n n—oo n

c) om vi narmar 0s$0,0) pax-axeln / = 0) blir limes 0, men om vi gar langs linjen=y far
vi limes till 1. Allts& kan gransvardet inte existera.

Losning till problem 7. Optimera forst kvadraten pa avstandet istéllet och ta roten ur den pa
slutet. Dvs vi ska optimer&(x, y, z) = x?+Yy?+ 2> underbivillkorengs (x,y, z) = ()—2()2 +y?—1=

0 ochgy(x,y,z) = x—z= 0. Stéll upp ekvationssystemet = Allg; + plgz, 91 = g2 = 0, dar

Of = (2x,2y,22), OUg; = (%x, 2y,0) ochOgz = (1,0,—1)

(

2X = )\)—2(+u
2y = A2
2z = —U
}x2+y2 = 1
4
L X = z

ekvation 2 har tva losningar, antinggr= 0 ellery =0, A = 1. Omy =0 ger ekv 4 atk = +2
och ekvation 5 ger ait = x = +2 dvs punkterna bli+£2,0,+2) och f(+2,0,£2) = 8. Om

o o . . 1 1 . o
y # 0 ochA = 1 da far vi ekvationernax2= §x+ H,Z=X= —Ep dvs p= —2x och vi far
2X = —X—2x dvsx = 0, och darmed ocksa= 0 ochy = +1. Den stationara punkten i det har
fallet blir (0,£1,0) och f(0,4+1,0) = 1.

Genom att jamfdra de olika punkterna ser vi att rhax8 och minf = 1 under de givna bivillko-
ren. Det maximala resp minimala avstandet fran origo till skarningskurvan blir ¢fBs&2v/2
resp 1.

L6sning till problem 8. Taylorutveckla cosoch sétt in direkt for att identifiera Taylorpolynomet



av ordning 2.
f(xy) = x2+3xy+3x3-|—(1—%xz-l-O(x“))(l—%(Zy)z—i—O(y“))
= x2+3xy+1—%x2—2y2+0(|(x,y)|3):Q(x,y)+R

Qx,y) = ; — 2y +3xy= = (x — 4y* + 6xy)
- Horo

vilken ar indefinit ochf (x,y) har alltsd en sadelpunkt och inget extremvar( 0).

Lésning till problem 9. Den homogena ekvationgfi+y = 0 loses forst genom karakteristiska
polynometp(r) = r?+1 som har rétterna= i, r = —i och den allménna l6sningen blir d&

— ANe* +B'e ™ = Acosx-+ Bsinx

For partikularlésning, 16s forst hjalpekvationgh-+y = €% genom att séttg = ze® far vi
y = €%(Z +-iaz) ochy’ = €*(Z' + 2iaZ — a®z) inséttning i ekvationen samt férkortning med
% ger

7' +2iaZ +(1-a?)z=1

9% cogax) +isin(ax)
1-a2 1-a?
en partikularldsning till den ursprungliga ekvationen ges av realdelen av dettg, ¢

och vi vet att

coq ax)
a2

. . 1 . .
vilkem t.ex. har l6dsningen= 1 o2 vilket gery, =

och den fullstandiga I6sningen ar alltsa

coqax)
a2

y = Acosx+ Bsinx+ -

Losning till problem 10. Anvand kedjeregeln ett antal ganger och fa fram

0%f 2cos® 9%f 10%f 2cosPof 10f

A =™ aeor T2 2 a8 rar

om f(x,y) = f(r) far vi ekvationen fér en harmonisk funktion till:

9%f 10f

A=t rar =

Loser man denna m.h.a. integrerande faktor far man
f(r)y=AInr+B

darA ochB ar godtyckliga konstanter.



