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INTRODUCTION GENERALE

Motivation

Il y a plus d’un millénaire les gens faisaient des représentations discretes des
objets de facon manuelle, notamment les mosaiques et tapis. Avec le développement
de l'informatique et le traitement d’images, apparait la nécessité de définir un
nouveau genre de la géométrie pour ce type de répresentation sur ordinateur : il
s’agit de la géométrie digitale. Elle est née dans les années 1960 avec les travaux de
A. Rosenfeld [34, 35], elle a eu son expansion griace aux travaux de J.-P. Reveilles
[31]. Cette discipline fournit des objets élémentaires, et des outils mathématiques
et géométriques adaptés [5, 12, 23, 24, 33| pour de nombreuses applications. Elle a
par exemple montré toute son importance dans l'analyse et le traitement d’images
médicales, géospaciales, astrophysiques,... Elle s’est d’abord concentrée sur le modele
de la grille réguliere des points dans le plan ou dans ’espace avec coordonnées
entieres. Cela est dii au fait que les systéemes d’acquisition de données d’image
en deux ou trois dimensions (2-D ou 3-D) fournissent généralement des données

organisées sur une grille réguliere, appelées données discretes. Le model de la grille
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réguliere est le model le plus rependu.

Pendant le colloque DGCI Espagne 2013, Jean-Marc Chassery et Isabelle
Sivignon ont présenté dans [9] une méthode de recouvrement d’une droite euclidienne
a 'aide de la fonction plancher. Cette méthode permet de recouvrir entierement la
droite euclidienne comparativement aux précédentes méthodes notamment celles
proposées par J.-P. Reveilles et Isabelle Debled-Rennesson dans [30, 31] et Annick
Montanvert, Jean-Marc Chassery et David Coeurjolly dans [28].

Dans cette these, nous proposons quelques méthodes de recouvrement des droites
euclidiennes et hyperplans euclidiens. Le but est de trouver un recouvrement optimal
de la droite euclidienne par les dilatations de sa discrétisation. Cette dilatation se
fera a I'aide d’un élément structurant dont ses dimensions sont déterminées a partir
des caractéristiques de la discrétisation choisie et de la droite euclidienne considérée.
Cependant, les dimensions admissibles de I’élément structurant considéré sont des
résultats paramétriques et sont déterminés sous forme de polygones (respectivement

de polyedres) selon le cas étudié dans le plan (respectivement dans 'espace).

En fait, nous nous sommes inspiré de la propriété de la corde d’Azriel Rosenfeld
[32] et prouvons qu'il est possible de recouvrir une droite euclidienne en utilisant les
dilatations par des rectangles ou carrés centrés sur chaque point de sa discrétisation.
Ensuite, nous généralisons ces travaux en dimensions supérieures et établissons
un cadre ou nous pouvons avoir une meilleure maniere de recouvrir un hyperplan

euclidien par les dilatations de sa discrétisation.

Du point de vu d’optimisation, ce travail est motivé par la recherche des
méthodes optimales afin de proposer une meilleure configuration discrete des formes

continues qui est et reste I'un des défis majeurs de la géométrie digitale.




Apercu de la these

Cette these est constituée de cing chapitres en plus de I'introduction. Le chapitre
1 présente les prérequis. Il est constitué des définitions et des notions de base, des
notations et quelques travaux similaires sur les recouvrements de droite euclidienne.
Les chapitres 2 et 3 offrent respectivement aux lecteurs un apergu global sur
la facon dont les méthodes de recouvrements d’une droite euclidienne dans le
plan (respectivement d’un hyperplan euclidien dans l’espace) ont été abordées. Le
chapitre 4 donne un apercu global sur la convexité définie par les convolutions.
Il offre aussi un bon cadre de travail par une étude détaillée de la relation entre
I'opérateur de Jensen et 'opérateur de différence de second ordre en dimensions
supérieures en les définissant comme opérateurs de convolutions.

Puis, le chapitre 5 donne une caractérisation digitale des hyperplans euclidiens
et quelques notions d’applications de la convexité par rapport au contexte de
recouvrements. Finalement ce travail est cloturé par une conclusion générale et des

perspectives.







CHAPITRE 1

ETAT DE I’ART

1.1 Discrétisation

La discrétisation est I'opération qui consiste a remplacer des relations qui se
portent sur des fonctions continues, dérivables, etc., par un nombre fini de relations
algébriques qui se portent sur les valeurs prises par ces fonctions en un nombre fini

de points de leur ensemble de définition.

Cependant, il existe plusieurs méthodes de discrétisation offrant en géométrie
digitale des réponses plus ou moins adaptées aux diverses situations rencontrées. Au
sein de ce vaste panel, nous allons sélectionner quelques méthodes de discrétisations
afin de proposer des méthodes de recouvrement de droite et d’hyperplan. Dans
cette section, nous introduisons ces méthodes tout en présentant d’abord les trois

discrétisations dites classiques [10].
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1.1.1 Discrétisation au plus proche

FIGURE 1.1 — Grid Intersect Quantization (GIQ)[10]

La discrétisation au plus proche est la délimitation discrete du contour d’une
forme continue par le nombre entier le plus proche de ce contour (voir la figure 1.1).
Le choix de ce nombre peut étre a l'intérieur, sur le bord ou a 'extérieure de la
forme continue. Ce point discret est situé a une distance strictement inférieure a 1

par rapport au bord de cette forme.
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1.1.2 Discrétisation interne

PP PP PP
M ] ] 1

FIGURE 1.2 — Object Boundary Quantization (OBQ)[10]

La discrétisation interne est la délimitation discréte du contour d’une forme
continue en considérant le nombre entier le plus proche du bord intérieurement ou
sur le contour de la forme continue et situé a une distance strictement inférieure a

1 par rapport au bord de la forme considérée (voir figure 1.2).

1.1.3 Discrétisation externe

FIGURE 1.3 — Background Boundary Quantization (BBQ)[10]
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La discrétisation externe est la délimitation discrete du contour d’une forme
continue par le nombre entier le plus proche du bord extérieurement ou sur le
contour de la forme continue (voir figure 1.3). Cet entier est toujour situé a une

distance strictement inférieure a 1 par rapport au bord de la forme étudiée.

1.1.4 Caractérisations rectilignes

Dans le but de caractériser la rectitude de la droite euclidienne sur les sous-
ensembles finis de Z2, Azriel Ronselfeld a introduit la notion de la P-discrétisation.
On peut définir la P-discrétisation d’un sous-ensemble M de R"™ comme étant

un ensemble défini par :
digp(M) = (M +P)NZ".

Ici P est un pixel ou un voxel situé a l'origine, il peut étre aussi n’importe
quel sous-ensemble de R™. On peut prendre P = {0}, mais dans ce cas beaucoup
d’ensembles pourront avoir leurs discrétisations vides; le role de P est d’engraisser
M avant de le croiser avec la grille de Z".

On note que digp est une dilatation de Z(R") — Z(R") pour tout P, c’est-a-
dire

digp(UM;) — | digp (M)
pour toute famille (M;) de sous-ensembles de Z", &(R"™) est I'ensemble des parties

de R™. De méme on a
digp, (UM;) = LkJUding(Mj)-
j
La P-discrétisation commute avec des translations de vecteur entier :
digp(c+ M) = c+digp(M), ceZ" Me Z(R").
Elle est aussi symétrique :

digp(M) = digy,(P).
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1.2 Espaces métriques

1.2.1 Rappels sur les fonctions de distance

Soit X un ensemble non vide, une fonction d: X x X — R est une distance sur
X, si pour tout x,y,2 € X on a:

(i) d(xz,y) >0, non negativité;

(i) d(z,z)=0; d(z,y) >0 si x#y;

(131) d(x,y) =d(y,x), symétrique;

() d(x,y) <d(z,z)+d(z,y), inégalité triangulaire.
Le couple (X,d) est habituellement appelé un espace métrique.

D’abord, nous rappelons quelques fonctions de distance bien connues que nous

utiliserons. Soient = = (z1,...,2,) ER" et y = (y1,...,yn) € R", n € N.

La distance euclidienne est définie par

n

do(,y) = 2 —ylla = (Zm —ym)

i=1

1
2

Cette distance est un cas particulier de la distance [P, 1 < p < +oo définie par

=

n P
(o) = o= slh = (Sles-up)
i=1
Pour p = 1, distance 1! est encore appelée distance bloc et on a
n
di(z,y) = [l =yl =D _|zi —vil.
=1
Lorsque p — 400, alors d,, converge vers la distance de Chebyshev ou la distance
[°°, définie par

doo(2,y) = |z —ylloc = max |z; —yil.
i=1,....,n

=1,...

9



Etat de Dart

Cette distance est aussi connue sous le nom de distance de [’échiquier, lorsque
x,y € L".
Etant donné un espace métrique (X,d), la boule fermée de centre ¢ et de rayon

r > 0 est définie par
B<(e;r) ={z € X; d(c,x) <r}

et la boule ouverte de centre c et de rayon r > 0 est définie par

B (c,r)={r € X; d(c,x) <r}

(@) (b) (©)

FIGURE 1.4 — Les boules fermées ayant le méme rayon pour les différentes fonctions de distance :

(a) distance bloc I!; (b) distance euclidienne [?; (¢) distance de Chebyshev (ou de 1’échiquier) 1°°.

Caractéristiques de 1’élément structurant

Un élément structurant U possede les caractéristiques suivantes :

e Il correspond & une forme (géométrie connue)
e Cette forme a une taille finie

e Il est repéré par son origine 0. Ce point origine appartient généralement a

I’élément structurant mais cela n’est pas une obligation.

10



Etat de lart

1.2.2 Role de I’élément structurant

Soit I, une image d’entrée (image originale), U un élément structurant et I

I'image transformée de I, par U.

L’idée de base est de comparer I'image a analyser ou a traiter I, avec un objet
géométrique de forme connue appelé élément structurant U, qui sert de sonde. A
chaque position de I’élément structurant U dans [, on regarde s’il touche ou s’il
est inclus dans I'image initiale /.. En fonction de la réponse positive obtenue, on

construit une image de sortie /5.

1.2.3 Le choix de I’élément structurant

Lorsque la morphologie mathématique a été développée [26], [37], la forme et la
taille de I’élément structurant restaient fixée dans ’ensemble de I'image, c¢’est-a-dire,

le méme élément structurant est utilisé pour chaque point de I'image.

Plusieurs transcriptions discretes de leurs formes continues dépendent fortement
de la taille et de la forme de I’élément structurant utilisé, qui sont choisies en fonction
des connaissances a priori sur les structures de la forme continue analysée. Ainsi, la
sélection d’un élément structurant approprié est cruciale et dépend de 'expérience
de I'utilisateur en général. En outre, certains détails importants peuvent étre enlevés

ou déplacés en raison de l'utilisation d’éléments structurants inappropriés.

Pour surmonter ces problemes, nous introduirons certaines méthodes dont le
concept est de faire varier I’élément structurant selon les caractérisations locales
des formes continues étudiées. Cette idée a été utilisée par Beucher [36], Chassery

et Sivignon [9] et Curié [11].

11
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1.2.4 Pixel et voxel
Pixel

Le pixel est 'unité minimale adressable par le contréleur vidéo. C’est aussi

I'unité utilisée pour spécifier les définitions d’affichage (largeur x hauteur)

Voxel

Equivalent d’un pixel en 3-D. Volume pixels sont utilisés comme blocs de
construction pour former un objet 3-D plus grande. Comme des briques empilées,
voxels ne contiennent pas d’informations spécifiques sur leurs coordonnées de I'axe.
Au contraire, ils ont des informations sur leur localisation relative par rapport a

voxels a proximité et sont considérés comme des points uniques dans 'espace 3-D.

1.3 Ensembles pré-ordonnés, ensembles ordon-

nés et applications croissantes

Une relation d’équivalence ~ sur I’ensemble E est une relation binaire qui est
réflexive :six € B, x ~ x; symétrique : pour tous z,y € F, si x ~y, alors y ~ x et
transitive : pour tous x,y,z € E, si x ~y et y ~ z, alors x ~ z. Pour chaque relation
d’équivalence dans E nous pouvons former l'espace quotient F/ ~, qui consiste en
les classes d’équivalence sous ~.

Un préordre < dans un ensemble E est une relation binaire qui est réflexive et
transitive. On peut former pour chaque préordre < une relation symétrique xr ~< y
définie par x <y et y < x. C’est une relation d’equivalence.

Un préordre < est dit un ordre s’il est aussi antisymétrique : c gy et y <z
implique que x = y. Chaque préordre < de E définit un ordre sur 'espace quotient

E/ N<.

12
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Un exemple commun d’un ensemble ordonné est 1’ensemble Z2(X) de tous les
sous-ensembles d’un ensemble X, appelé ['ensemble des parties de X, ou 'ordre est
défini par I'inclusion ensembliste : pour tout ensemble A, B € Z(X), A< B si et

seulement si A C B.

Définition 1.3.1. Soient L et M deux ensembles pré-ordonnés, nous dirons qu’une

application ¢: L — M est croissante si
pour tout v,y € L, 151,y = () <u 9(y).
On dira aussi que 'application ¢ est cocroissante si

pour tout x,y € L, o(x) <m p(y) = = <Ly

1.3.1 Treillis

Un treillis est un ensemble ordonné tel que tout sous-ensemble avec deux
éléments {z,y} admet un suprémum (borne supérieure) noté xVy et un infimum
(borne inférieure) noté z Ay. Cela signifie que z,y <z Vy et que si z,y < z, alors
xVy < z; de fagon analogue que x Ay < x,y et que, si v < z,y, alors v <z Avy.
Un sous-ensemble S d’un treillis 7" est nommé sous-treillis si, pour tous x,y € .S,

aussi x Vy et x Ay appartiennent a S.

Exemple 1.3.2. Z(R") est un treillis avec pour tous Aj,As € Z(R"), on a
A1VAy=A1UAg et Ay NAs = A1 N As. La famille de tous les ensembles fermés

forme un sous-treillis, car F1U Fy et F1 N Fy sont fermés si Fy et Fy le sont. [

1.3.2 Treillis complets

Un treillis complet est un ensemble ordonné tel que tout sous-ensemble (fini
ou infini, vide ou non-vide) {z;; j € J} admet un suprémum, noté \;cyz;, et un

infimum, noté Ajcyz;. Cela signifie que xp < Vjcjx; pour tout k € J et que, si

13
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rj <z, j€J,alors Vjcyrj < 25 de fagon analogue que Ajcjz; < xp pour tout
ke Jet que,siv<xj, jeJ, alors v < Ajeyrj.

Un sous-ensemble S d’un treillis complet T" est nommé sous-treillis complet si,
pour toute famille {z;; j € J} d’éléments de S, aussi V,cjx; et Ajeczj, formés

dans T, sont des éléments de S.

Exemple 1.3.3. La famille .7 (R"™) de tous les ensembles fermés de R™ est un
treillis complet avec pour tout (Fj)jcy d’élements de F(R™), V ey Fj =U ey Fj
et Njeg Fj=Njes Fj. Or F(R") n'est pas un sous-treillis complet de Z(R"), car
pourn =1, ey Fj formé dans F(R") n’est pas égal a \jej Fj =Ujey Fj formé
dans Z(R™). O

1.4 Dilatations et érosions

Dans cette section, nous allons donner quelques définitions géométriques et
morphologiques sur deux opérateurs a savoir la dilatation et 1’érosion par rapport

au contexte ou ils seront utilisés.

1.4.1 Approche morphologique

Définition 1.4.1. Si L et M sont deux treillis complets, nous dirons qu’'une appli-

cation 0: L — M est une dilatation s’il commute avec la formation des suprema :
5<\/ l’j) =V do(z;)
jedJ jed

pour toutes familles (z;);e; d’éléments de L, oit J est un ensemble d’indices
arbitraire. Il en résulte que toute dilatation est croissante (prenons J = {1,2}) et

que 6(07,) = 0y, ot 0y, désigne le plus petit élément de L (prenons J = (). ]

14
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Définition 1.4.2. On dira que €: L — M est une érosion s’il commute avec la
formation des infima :
3 (/\ 1’;’) = N e(z)).
jeJ jedJ
Toute érosion est croissante, et €(1) = 1,7, ou 1, désigne le plus grand élément

de L. O

Relation morphologique entre dilatation et érosion

Soit f: L — M une application entre les treillis complets L et M. On définit

I'inverse supérieure par

) = A (@ f(z) =), (1.4.1)

fen@) =V (=5 fz) <y). (1.4.2)

zeL

f[_l} et f_1) sont croissantes. On a toujours fi_jjof > id L. (Kiselman 2010 :
Proposition 6.3).

Maintenant soit 0: L — M une dilatation et ¢: L — M une érosion. Alors
£0d: L — M est certainement croissante, mais en général on ne sait pas si elle
n’est pas plus grande que 'identité ou n’est pas idempotente.

Par contre nous savons que d_) est une érosion (Kiselman 2010 : Théoréme
6.13), et que J_jjod est idempotente (Kiselman 2010 : Corollaire 6.14). Donc
0[_1] 00 est croissante, idempotente, et plus grande que I'identité, par conséquent

un cleistomorphisme (opérateur de fermeture).

1.4.2 Approche ensembliste

Nous avons des exemples de dilatations et érosions bien connus.
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Définition 1.4.3. Soit G un groupe abélien et soit U un sous-ensemble de G. La
dilatation d’un ensemble A par U est I'ensemble obtenu en remplagant chaque

élément x de A par x+ U et définie par :
du(A)=J{z+U, z€ A} Ae 2(G). (1.4.3)
]

Donc une dilatation est définie par un ensemble donné par ’addition de Min-
kowski.

Cela signifie que la dilatation élargit ’ensemble A de telle sorte que chaque
élément de A subisse une transformation croissante par 1’élément structurant U.

Il est clair que dy est une dilatation au sens de la définition (1.4.1).

Définition 1.4.4. L’érosion de A par un sous-ensemble V' de G est I'ensemble des

points x de A tel que x+V est inclus dans A et définie par cet ensemble ci-dessous :

ev(A)={zeG; z+V C A}, Ae 2(G). (1.4.4)

]

L’érosion rétrécit I’ensemble A donc elle produit I’action inverse de la dilatation.
Il est clair que ey est une érosion au sens de la définition (1.4.4).

Les ensembles U et V' sont appelés les éléments structurants.

Relation ensembliste entre dilatation et érosion

On consideree deux ensembles X et Y et une application ¢p: Z(X) — 2(Y).
Alors on définit ¢pp = Copol cest-a-dire ppp(A) = Cp(CA) =Y N (X \ A),
A€ P(X) ou L(A) est le complémentaire de A dans Z(X).

Si 0 est une dilatation définie par (1.4.3), alors il est facile de voir que dpp est

une érosion. On peut se demander si 1'érosion (0 )pg est de la forme ey, définie
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par (1.4.4), pour un ensemble V' et, si c’est le cas, alors quelle est la relation entre
UetV.

Soit y € (0y)ge(A) =Ly (CA), A€ P(R™), alors on aura y # b+u pour tout
b¢ Aj; et pour tout u € U. Et y —u # b implique que y —u € A. Par conséquent,
y€ey(A) ={x; v+ V C A} si et seulement si V = —U, d’ou la relation

(Ou)ee = &(-v)- (1.4.5)

Exemple 1.4.5. Si on prend L= (X)), alors chaque dilatation de L — M satisfait

0(A) =6 (Ugeaf{a}) = V 6({z}),  AeZ(X),

T€EA

ce qui implique que § est déterminé par son action sur des singletons.

De la méme facon, pour [’érosion on a

S(A) =< ( N B{y}) — Ae(Cy}),  Ae2(X).

y¢A y¢A
l’érosion est déterminée par son action sur les complémentaires des singletons.
Si on prend L =M = 2(G), ou G est un groupe abélien, et si on suppose que §
commute avec les translations, ¢’est-d-dire que §(A+x) = 0(A)+x pour tout x € G,
alors § est déterminée par son action sur le seul ensemble {0} :

0(A)= U (6({o}) +2) = A+ U,

z€A

ot U est défini par U = 6({0}).

De la méme maniére, pour [’érosion qui commute avec des translations

e(A) = (c(C{0}) +y) ={z € G; x+V C 4},
y¢A

ouV =—¢ (C{O}) .

Donc les dilations et érosions avec ces propriétés sont toujours données par les
éléments structurants. Aussi on a :

Ou)iyB)= '\ (4 A+UC B)=cy(B).
AeZ(Rn)

17
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of. (1.4.5) 0

Pour rendre ces éléments structurants aussi raffinés et performants dans les
différentes transformations ou ils operent, nous allons nous référer a la sous-section
1.2.3 de la page 11 concernant la taille de I’éléments structurants.

Par ailleurs, nous avons introduit une fonction permettant d’unifier les notions
des opérateurs suivants.

Etant donné un ensemble A,
dy(A)={x+U; x€ A} dilatation
ey(A)={z: x4+ V C A}  érosion
a(A)=dy(ey(A)) ={x+U; 2+U C A}  ouverture
K(A)=ey(Oy(A) ={z: 2+V CA+V} fermeture

A cet effet, nous avons donné une formulation plus générale de ces opérateurs que

nous avons noté par ¢, définie par
o(A)={z+aU; 2+pU CA+(1—a—p)U}.

De la définition de ¢, on voit clairement que si :

a=1et =0 on a la dilatation 9.

a=0et =1 alors on a I’érosion ¢

o= % et = %, on a 'ouverture .

a=0et g= %, on a la fermeture k.

D’ou la généralisation des notions de dilatation, d’érosion, d’ouverture et de ferme-

ture par . Il est a noter que tous ces opérateurs sont croissants.

1.5 Le recouvrement d’un ensemble

En mathématiques, un recouvrement d’un ensemble L est une collection d’en-

sembles dont 'union contient L comme un sous-ensemble. Formellement, si C' est
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une famille d’ensembles (M );c s, alors C' est un recouvrement de L si

Lc M
Jj€J
Les recouvrements sont couramment utilisés dans le contexte de la topologie.
Dans ce domaine, un recouvrement C' d'un espace topologique L est une collection
d’ensembles (M;);jes de L dont I'union est I’espace L tout entier. Et de plus si
P est une partie d’un espace topologique L, alors un recouvrement de P est une

collection (M;);e; de sous-ensembles de L dont I'union contient P, c’est-a-dire

PcC U Mj.
jedJ
Le type d’ensemble L que nous considérerons dans la suite sera soit une droite eucli-
dienne ou soit un hyperplan euclidien. En géométrie digitale le recouvrement d’une
droite euclidienne a été beaucoup étudié et on trouve dans la littérature plusieurs
méthodes proposées pour recouvrir une droite euclidienne. A notre connaissance,
parmi toutes ses méthodes, nous nous sommes inspiré de celle proposée par Jean-
Marc Chassery et Isabelle Sivignon qui permet de recouvrir entierement une droite
euclidienne. Dans la sous-section suivante, nous donnerons une breve description

de cette méthode que nous étendrons plus tard.

1.6 Recouvrement au sens de Jean-Marc

Chassery et Isabelle Sivignon

Dans cette section, nous rappelons brievement le résultat de Chassery et Sivignon
9] sur le recouvrement de la droite euclidienne.

Soit L une droite euclidienne définie sur R? par

L={(z,y) eR% a1z —agy+p =0}, a1,a2 et peN.
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Cette droite est le graphe d’une fonction F': R — R définie par

a1+

F(x) o

z e R.

Les entiers a; et ag sont relativement premiers entre eux avec 0 < a; < ag # 0. On
définit une discrétisation M de L par
M ={(@ f@) e 2% 1) = |2}
ou f(x) = |F(x)] définie par la double inégalité F(z)—1 < |F(x)] < F(z) est
appelée fonction plancher de F(x).
A partir de la définition de f(z), on a les inégalités :

Flz)—1< Fz)— 221

a2
La figure 1.5 est la représentation graphique des ensembles L et M dans le

méme repere.

FIGURE 1.5 — La droite euclidienne définie par L : 2 — 3y + u =0 et ’ensemble M des points

discrets associés.

Chassery et Sivignon ont déterminé une boule fermée, notée BX(0,7), centrée

a l'origine et de rayon r pour la métrique [*°. Cette boule est telle que L C
M+ BZ(0,r).

Ils ont trouvé que le rayon optimal pour recouvrir la droite euclidienne est

1

m), ou aj et ag € N et sont relativement premiers en plus

1
T:max(g,l—
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a1 < ag # 0. L’exemple ci-dessous illustre comment déterminer le rayon par la

méthode de Chassery et Sivignon.

Exemple 1.6.1. Si on prend oy =1 et ag =3, donc F(x) = 4.

3
1 1 13 1
Sy _ T
max(z, a1+a2) max(2,4+4(,u L,uj))
(1 3> 3
=max |-, | =—
2°4 4

car (4 est un entier.

Voici une illustration graphique du cas étudié par Chassery et Sivignons.

L : x-3y-+=0 / L ] L J

FIGURE 1.6 — Recouvrement d'une portionde L: z—3y+p=0, (z,y)cR? par M+BZ (0, %)

Cette méthode étant basée sur le choix d’une boule, il constitue donc un cas
particulier de nos résultats. En fait nous nous sommes inspiré de ce cas particulier
pour proposer des cas plus généraux a travers deux méthodes de recouvrement
d’une droite euclidienne par la dilatation de deux de ses discrétisations en utilisant
un élément structurant de forme rectangulaire et carrée. Le chapitre 2 fait 'objet
de la description de nos méthodes, il s’agit de :

e méthode de recouvrement d’une droite euclidienne par la dilation de sa discréti-

sation a l’aide de la fonction plancher,
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e méthode de recouvrement d’une droite euclidienne par la dilation de sa discréti-
sation a I’aide du nombre entier le plus proche.

Dans le chapitre 3, nous étendons ces méthodes aux hyperplans euclidiens de R?+1,

1.7 Définitions et notations

Dans toute la suite, un ensemble de nombre surmonté d'un point désignera ses
éléments non nuls, N=N~ {0} ={1,2,...,}. On note R, = [~00, +0c] le prolonge-
ment de I'ensemble des nombres réels en I'adjoignant —oo, +00. De méme on note
Zy = ZU{—00,+00}. Les notations x +y et  + y désigneront deux prolongements
de l'addition des nombres réels a R;. Ces deux lois sont telles que : pour tout

x,y € Ry
e r+y =400 si'un des termes est égal & +oo (méme si 'autre est —oo)

e z + y = —o0 sil'un des termes est égal & —oo (méme si l'autre est +00).

Pour tout z,y € Ry, les notations x Ay et zVy désigneront respectivement le

minimum et le maximum de x et y.

Etant donné un nombre réel a, les expressions aV 0 sa partie positive et (—a)VvO0
sa partie négative seront notées respectivement a™ et a”.

Nous utiliserons les normes définies en page 9 pour des fonctions comme par
exemple || f|l1 =X .|| f(x)]|1. Lorsque toute norme peut servir, on écrira seulement
||z||. Le produt scalaire est noté par ¢ -z = (114 + Gy, (¢, x) € R" xR™.

Etant donné un sous-ensemble L de R™, on dit que L est conveze si

{a,b} C L= [a,b] C L,

ot [a,0] = {(1—0)a+0b; R, 0< <1}
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est le segment d’extrémités a et b. De plus un segment [a,b] ou {a,b} C L est appelé
une corde de L. L’ensemble corde de L, noté corde(L) est I’ensemble défini par

corde(L) = J [a,b] CR".
a,beL

Euclide a donné la caractérisation suivante de la convexité :
L e Z(R"), est convexe si corde(L) C L.

Il est connu que l'intersection d’ensembles convexes est convexe. L’intersection de
tous les ensembles convexes contenant L est appelée I’enveloppe convezre de L. On

la note cvxh(L), elle est le plus petit ensemble convexe contenant L.

1.7.1 Propriété de la corde (Rosenfeld en 1974)

Dans le but de caractériser la rectitude de la droite euclidienne sur les sous-
ensembles finis de Z2, Azriel Ronselfeld a introduit en 1974 la propriété de la corde

[32]. Il stipule qu'un ensemble L C R? a la propriété de la corde si
corde(L) C L+U, (1.7.1)

oit U = {x € R?;||2||o0 < 1} est la boule unité ouverte de R? pour la norme [.
On note que

(c+U)NZ*={c} ceZ?

ce qui implique que pour tout sous-ensemble M C Z? ayant la propriété de la corde,
on a

corde(M)NZ* = M. (1.7.2)

En particulier, {p,q} C M implique [p,q]NZ> C M. Si M a la propriété de la
corde et si p; = g1 (respectivement py = ¢2), alors on dira que M est verticalement

(respectivement horizontalement) convexe.
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1.7.2 Hyperplan euclidien et droite euclidienne

Un hyperplan L de R*! est un sous-space de R"*! de dimension n et donné

par 1’équation

n+1
> Ty =
j=1
ou (ai,...,apn+1) est non nul. Sans perdre de généralité, on suppose qu’il existe zj

pour k € {1,...,n+1} tel que |o;| < |ag|, pour j=1,....,n4+1 et o > 0 tel que
I’axe x} soit appelé axe vertical pour I’hyperplan.

Remarquons que si n =1 alors L est une droite euclidienne.

Dans cette these, nous considérons d’abord une famille de fonctions affines. Un

élément F': R™ — R de cette famille est définie par

o xtp

F(z) , z €R"

Qnt1

ou a=(a,any1) € Z" X Z et p € Z. On note par
graphe(F) = {(z, F(z)) € R" x R} ¢ R"*1,
De plus on désignera par f: Z"™ — Z une discrétisation de F' et
graphe(f) = {(z, f(z)) € Z" x Z} C Z"*"

avec f = |F|z] ou f=|Flz+1/2].
On note U(r) 'ensemble défini par
n+1
Ur)={r e R"xR;|z;| <rj,j=1,....,n+1} = [[ [~rj,rj] C R*.
j=1

Lorsque 0< o <oapg1 #0, j=1,...,n et pged(ai,...,ant1) =1, on note

par :

e P(F.f)= {r cR*""l;  graphe(f)+U(r) D graphe(F)} le polygone ou poly-
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edre des rayons admissibles pour le recouvrement. On peut décrire P(F, f) comme

étant un ensemble de rayons r € R"*! pour I’élément structurant U(r) tel que
graphe(f)+U(r) D graphe(F).
e P(a)=P(F,|F|zn]|) est le polygone ou polyedre obtenu lorsque f = | F|zn |

o Qo) = P(F, {F@A—%D est le polygone ou polyedre obtenu lorsque f =
[Flzn+3]

e Pour r; = =rpp1 =T,(F, f) € R, cette valeur commune des rayons est
définie par
T,(F,f)=inf{teR; (¢...,t)e P(F,f)}.

De la définition de T;, (F, f), on voit que

sup T, (F,f)=1 et sup T,(F, f)<1,

a€Rntl /i

ou f=|F|z] ou f= lF|Z + %J Dans la suite nous ne considérerons que

sup T (F,f) <1
acZntl

puisque 'autre cas est bien connu.
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CHAPITRE 2

RECOUVREMENT D'UNE DROITE
EUCLIDIENNE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons deux méthodes de recouvrement d’une droite
euclidienne L de pente et d’ordonnée a 1’origine rationnelles. Ces deux méthodes
de recouvrement sont issues de 'utilisation de la discrétisation de L par la fonction
plancher et le nombre entier le plus proche. Pour chacune de ces méthodes de
recouvrement, la difficulté réside dans le choix de I’élément structurant qui sert a
dilater la discrétisation choisie. Cette difficulté se traduit par :

si M est la discrétisation de L et U 1’élément structurant comment peut-on
obtenir

LCoy(M)=M+U?

Pour surmonter cette difficulté, nous avons introduit la notion de recouvrement

minimal au sens de la définition 2.1.1. La réponse que nous avons apporté a la
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question posée est essentiellement basée sur la détermination des caractéristiques

de I'élément structurant en fonction 7.

Définition 2.1.1. Soit L une droite euclidienne, M une discrétisation de L et
U un élément structurant. On dit que L C M + U est un recouvrement minimal
de L s’il n’existe pas d’élément structurant V strictement inclus dans U tel que
L C M +V soit un recouvrement de L. Autrement dit, le recouvrement L C M +U

est minimal si pour tout V' C U,
LCM+V=U=V.

]

Rémarque 2.1.2. En général, il existe un recouvrement minimal mais pas de plus

petit recouvrement que ce que nous avons utilisé.

Maintenant nous allons décrire les deux méthodes de discrétisation que nous

avons utilisées.

2.2 Discrétisation

Dans tout le reste de ce chapitre nous considérons des fonctions affines F' de la

forme
a1+

Fa) =2

, oz eR, ap,ueZ et ap € 7.

Le graphe d’une telle fonction est une droite L de pente % et d’ordonnée a

’origine é% rationnelles.
L= {(x,F(x)) eR?, F(z) = %} CR? a,p€Z et an €Z.

Une fonction f: Z — 7Z qui est telle que :

e f=|F|z] est dite la discrétisation de F' en utilisant la fonction plancher.
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o [= {F |z + %J est dite la discrétisation de F' en utilisant le nombre entier le

plus proche.

Le graphe

M ={(z,f(2)) € Z% f(x)=|Flz(x)]} C 22

est appelé la discrétisation de L en utilisant la fonction plancher.

Le graphe

M ={(z,f(2)) € 2% f(z)=|Flz(x)+}|} cZ?

est appelé la discrétisation de L en utilisant le nombre entier le plus proche.

Etant donné un sous-ensemble L de R™ ou son bord noté 0L, nous aimerions
construire ’ensemble M C Z" des points discrets a partir de L ou de son bord
0L en utilisant soit la discrétisation en utilisant la fonction plancher ou soit la

discrétisation en utilisant le nombre entier le plus proche.

2.2.1 Discrétisation a ’aide de la fonction plancher

Soit F': R — R une fonction affine et f = | F|z] sa discrétisation. On désignera

L = graphe(F) la droite euclidienne et M = graphe(f) la discrétisation de L.

Apercu de la situation graphique

Suivant les graphes ci-dessous, nous avons deux carrés différents qui illustrent
deux positions particulieres entre la droite euclidienne et sa discrétisation en

utilisant la fonction plancher par rapport au probléme considéré.
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fX+1)

i 1 i
------- s U L --‘-----
1 1 1
: : H LINE :
P : 4 -- @ f00+T, i
""""" v FX+1-ry) E
! '
: i
"2 : ry E :
! LINE ! ;
7 : !
—————————— ! :
: ! en - 3 l
(X) & i 1 f(X+ - _f(_X)' ______________________ .
O o A R o
X X4l1-r; n X+1 j
h ! | 1 !
Pas de saut c’est-a-dire f(z+1) = f(z). Avec saut c’est-a-dire f(x+1) = f(x)+1.

o

FIGURE 2.1 — La relation entre deux points consécutifs z et 2+ 1, donnée par a@+l-r)+

a5 < f(@) +r2, pour tout (z, f(z)) € M avec ry le rayons sur I'axe x et 3 le rayons sur I'axe y

tels que (r1,72) € [4;+00[2 .

De Flz—1< f < F|z, il en resulte que pour tout x € Z, on a F(z)— f(x) < 1.

Mais on peut en dire plus :

. . o + .
Lemme 2.2.1. Soit F' une fonction affine, F(z) = %’1, reR, ot ag,pu €
Zetag €7, et 1 <ay <ag et pged(ar,as) = 1. Considérons f = |Flz): Z — Z

alors pour tout x € Z on a

et il existe au moins un x € 7 tel que

sup(F(y) — f(y)) = Flx) — f(z) =1— .
YyeZ
D’autre part, pour tout x € Z, F(z)— f(x) 2 0 avec Uégalité pour quelques

r €.

Démonstration. Pour tout z € Z on a f(z) < F(x) < f(z)+1.
Donc F(z) < f(z)+1 implique que ajz+pu < agf(x)+as et

a1z +p < agf(r)+ay implique que ajz+p < agf(z)+ag—1.
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Donc, pour tout = € Z, on a

Si pged(ag, ) =1, alors il existe x € Z et il existe y € Z tels que ayx + pu =
agy+ag—1. Donc F(z)=y+1— 0%2 I1 en résulte que y = f(x), et que

F(x) = f(2) =1- 55 =sup.ez(F(2) — f(2)).

Théoréme 2.2.2. Soit

Flz) = alz:“, reR,

une fonction affine avec oy, o, u €Z, et 0<ay <ag, ag#0. Soit f=|F|z| sa
discrétisation en utilisant la fonction plancher.

Sia; =0 et ag=1, alors graphe(f)+U(r) contient graphe(F) si et seule-
ment si 1| = % et ro > 0.

Sil<ag <ay et pged(ag,a) =1, alors graphe(f)+U(r) contient graphe(F')

st et seulement si r appartient au polygone
P(a) = {r eR?: r > %, ro = %, a1ry +aore 2 o)+ ag — 1}.
En prenant ro =1, on obtient un cas particulier, le résultat de Chassery et Sivignon,

TV(F,|F|z)) = max (1- 1. 1).

a1+ag?’ 2

24
1.59
14

1 P(1,1)
0.5

2.5

P(0,1) 0 -
0 0.5 1 1.5 2
0
o 0.5 1 15 2 Polygone avec a1 = ag = 1 est un cas particulier du
Polygone avec a1 =0 et az=1 cas suivant.
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0,

Polygone avec a1 = 2, ap = 3 et les sommets du polygone sont (R, %) et (%,Rz) avec R] = % et Ro=1

FIGURE 2.2 — La représentation graphique des différents polygones P(«) selon les valeurs
a1 et ag. Le point (C&S) signifie le résultat de Chassery et Sivignon.

Démonstration. Si o = (0,1), il est nécessaire et suffisant que r; > % et ro > 0.

Si a=(1,1), il est nécessaire et suffisant que r; > % et 1o > %

Sil<ap <ag, et pged(ag,az) =1, alors on démontre d’abord que r € P(«)
implique que graphe(f)+ U(r) contient graphe(F').

Sire€ P(a) alors ajri+asro > ai+ag—1, et re {%,—i—oor.
Donc agry 4+ agrs > a1 +ag — 1 implique que agry 4+ aorg > a1 + a9 (1 — a%) )
Et airi +agre > a1+ as (1 — a%) si et seulement si

11y +agry = a1+ agsup(F(z) — f(2)).
TEZ
Dans le lemme 2.2.1, on a
sup(F(z) =~ f(2)) =1~ o

Donc, pour tout z € Z, on a
arri+aore = ag+a(F(x) — f(x) = a1 + iz + pu— as f(z).
Et aof(z)+ aore > ajz+ ag — ajry + p implique que

2
Flz+1—r) < f(x)+mr, 7€ [%,—i—oo[ )
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2
Par conséquent, pour tout z € Z;F(x+1—r1) < f(z)+7re, 7 € [%,+oo{ cela
implique que
graphe(f)+U(r) D graphe(F).
En suite, on démontre que si graphe(f)+ U(r) contient graphe(F), alors
re Pla).
graphe(f) + U(r) D graphe(F') implique qu’il existe deux points entiers x
2
et 41 tels que F(e+1—r1) < f(x)+re, r=(r1,r2) € [%,+oo[ , donc on a
aj(z+1—r1)+p < asf(x)+ agrs cela implique que
a1r + aere = ag +agsup(F(x) — f(z)) = Cy €N,
TEZ
car le lemme, 2.2.1 nous donne
sup(F(a) ~ f(2)) =1 .
TEZL

Cependant C, = aq + agsup,ez(F(z) — f(z)) implique que
Ca :oq-l—ozg(l—a%) =aj+ay—1€N,
Les différents cotés du polygone sont ainsi définis par
airi+agry > artaz—1, 5 <1, g <

Dong, pour tout r € P(«) si et seulement si graphe(f)+U(r) D graphe(F) et
le polygone est donné par les expréssions dans I’énoncé du théoreme 2.2.2.
De ce qui suit, on deduit 75 comme une fonction affine de 1 ayant comme pente

—a : <1 1
721 dans l'intervalle ou 5 <71 et 5 <rg par

—1 1
ry — %(1—7”1)—1—0%2 , T e [7,1],
1_0%2’ 1<T1

avec 5 < 1— a% la déviation maximale entre F et la fonction plancher f=|F|z|. O
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2.2.2 Discrétisation a ’aide de ’entier le plus proche

On discrétise une fonction affine F' en prenant l’entier le plus proche comme sa
valeur en tout point entier. Si F(z) € Z+ %, il existe deux entiers les plus proches,
donc nous devons faire un choix. Ici nous choisirons f(x) = {F (x)+ %J , telle que
flx)=F(z)+3si F(z) €Z+5 et F—3 < f < F+3. Donc pour tout z € Z,

| f(z) — F(z)| < 3. Plus précisément nous avons

Lemme 2.2.3. Soit F' une fonction affine définie par

o+
a2

F(z)= , ¢ €R,

ot aj,ag,pu € Z, et 1 < ap < ag et pged(ag,az) = 1. On considére f =

{F|Z + %J : Z — Z (entier le plus proche). Alors pour tout x € Z on a

st o est pair

f(2)~ F(z) < o o
~ %, Sta2 est impair

N[ D=

De plus, il existe x € Z tel qu'on a :

1 . .
5 St g est pair.

et fla) - Fa)>{ .
% i st aig est impair

il existe un x € Z tel que

as—1
fla)—F(z) = mﬂﬂ)—Fwwz—tz f

e/ a9
Démonstration. Supposons d’abord que 1 < a3 < ag et pgcd(al,ag) =1.
Pour tout x € Z, nous avons cette double inégalité F'(z) —5 < f(x) < F(x)+
A partir de 'inégalité droite on a pour tout z € Z; f(x ) F(z) < % et par

conségent on obtient pour tout z € Z

asf(z) — (e +p) <P eZ si g est pair,

72
2
asf(z)— (caz+p) <@ —1E€Z siag est impair,
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cela implique que pour tout = € Z

si ap est pair,

— i si ap est impair,
Onal<a; <az et pged(ag,as) =1, 1l existe x € Z et il existe y € Z tels que

oy — (a2 +p) = F si g est pair,
v

oy — (a1 + ) = F — % si g est impair,

Alors, en prenant y = f(x), on obtient

flz)—F(x)=sup(f(z)— f(z)) = sl g est pair,

ZEZ

No[— DO

1 . . .
T 0, Sl2 est 1mpair,

cela équivaut a

ag—1 ag
sup(f(a) — F(x)) = =] _ M.

r€Z a2 a2

Considérons la méme double inégalité F(z)— 5 < f(z) < F(z) + 1.
De l'inégalité gauche, on obtient pour tout x € Z; f(z) — F(z) > —% cela

implique que pour tout x € Z

asf(z) —(qx+p) > —%+1€Z siag est pair
>

Qg
2
asf(x) — (1 + ) SR +% €7 siag est impair

Donc, on obtient pour tout = € Z

+-L siagest pair
+

si ap est impair

Avec 1 < ag < ag et pged(ag,az) =1, alors il existe x € Z et il existe y € Z tels
que
agy— (v +p)=—F+1€Z siag est pair

oy —(1x+p)=—%+5€7Z siayestimpair
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En prenant y = f(x), on obtient

141 §iay est pair
f(z)—F(x)=1inf(f(z) — F(2)) = 7T 2 2 est p

ZGZ 1 b . . .
5T 2, SlO2 est Impair

ce qui équivaut a

Considérons une droite euclidienne L définie sur R? par
L={(z,y) eR*;onz — gy +p=0}, a1,z et peZ.

Cette droite L est le graphe de la fonction F': R — R définie par

F(z) = w, z eR.
a2
Supposons sans perdre de généralité que 0 < a1 < ag # 0 et sont relativement
premiers. Aussi on définit I’ensemble des points M par
1T+
= {(w.s@) e? )= |G e
2

F(m)—%<f(x)<F(x)+%

N[ =

La représentation graphique des ensembles L et M dans le méme plan donne ces

figures suivantes :

FIGURE 2.3 — La droite euclidienne définie par L : 2 — 3y + = 0 et ’ensemble M des points

discrets associés.
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Ces deux carrés ci-dessous illustrent deux positions particulieres entre la droite
euclidienne et sa discrétisation en utilisant le nombre entier le plus proche par

rapport au probléeme considéré.

1 fX+1)

T

R

r-—-'.l—-—-

LINE

'Y
»
|
'Y"""""""'.'"'
=
x
¥
=

'
'
1

4
'
1
]
'
1
]
1
1
]
1
1
1
1
1
'
1
'
1
]
1
1
1
|

7 S ; -------------- ‘ﬂ-xf d - "ﬂ'X)fX' """ X‘;f_ P & o
H X XH1-ry rn 1 X+1 !
' — ! ! D ’
Pas de saut c’est-a-dire f(z+1) = f(z). Avec saut c’est-a-dire f(z+1) = f(z)+1.

FIGURE 2.4 — La relations entre deux points consécutifs = et -+ 1 donnée par cette inégalité
a(@+1-r)+ & < f(x) +r2, pour tout (z,f(x)) € M avec r1 le rayons sur 'axe x et 12 le

rayons sur 'axe y.

Théoréme 2.2.4. Soit

F(x):alzz—u, z €R,

une fonction affine avec ay, o, pu € Z, et 0 <y <ag, ag #0. Soit f = [F|Z—|— %J
sa discrétisation en utilisant la valeur de l'entier le plus proche de F(z).
Sia=(0,1), alors graphe(f)+U(r) contient graphe(F) si et seulement si
Ty = % et r9 = 0.
Si 1< oy <ag et ag,ag sont relativement premiers, alors graphe(f)—+U(r)

contient graphe(F) si et seulement si r appartient au polygone
Q(Q)Z{T€R2; 7“12%, 7“22%, 0417“1+0z27‘22041+{%“~ 0

. . . 1
Quand on prend r1 = rs alors on obtient un cas particulier ro =T (F, {F| 7+ ED
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et défini par

14 P(1,1)
0.54

P(0,1) o

o 0.5 1 1.5 2
o

o 0.5 1 1.5 2 Polygone avec a1 = ap =1 est un cas particulier du

Polygone avec a1 =0 et ag =1 cas suivant.

QR,5)

L g »
RO8 1 12
1 n

0 0.2 0.4 0.6
0.5

Polygone avec a1 =2, ag =5 et les sommets du polygone sont (Rq, %) et (%,RQ) avec Rp = % et Rg = %

FIGURE 2.5 — La représentation graphique des différents polygones @Q(«) selon les valeurs

a1 et ao.

Démonstration. Si a = (0,1), alors il est nécessaire et suffisant que 1 >
Si a = (1,1), alors il est nécessaire et suffisant que | > % et ro >
Supposons maintenant que 1 < a1 < ag, et a; et s sont relativement pre-

miers. On démontre d’abord que r € Q(«) implique que graphe(f)+U(r) D
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graphe(F).

2
r € Q(«) implique que 171+ agre = ag + L%J, et re [%nLOO[ .

g
Ainsi ayry +aore > o + [%J implique que a1r1 + aore > a1+ ao (L 2 J) .

% e
Et a1r +agre 2> a1 +ae (Cj) >oz1+oz2( 2 )

2 Qa2

Le lemme 2.2.3 nous donne

as—1
inf(f(sc)—F(a:n:—L nl

xEZL )

ce qui implique que

as—1
sup(F(z) — f(z)) = [ J.

T€Z a2

5]

a2

Donc, aqri+aory = ag+ a2 ( ) si et seulement si

111+ aore = a1 +agsup(F(x) — f(z))
TEZ

Et v €Z, ayri+aore 2 a1 +ao(F(z) — f(x)) = a1+ a1z + p— ag f(z).

Aussi, a1+ agry = a1+ a1z + p— ag f(z) cela implique que
Flx4+1—r) < f(x)+mr, re E,—I—oo[z.
Donc, pour tout x € Z, F(x+1—7r1) < f(x)+719, 1 € [%,+oo{2 implique que
graphe(f)+U(r) D graphe(F).

Finalement, on démontre que graphe(f)+ U(r) D graphe(F') implique que r €
Qo).

graphe(f)+U(r) D graphe(F) implique qu’il existe deux points entiers x et
z+1 tels que F(z+1—71) < f(x)+7r2, 7= (r1,72) € [3,+00[%.
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D’autre part, on a pour tout x € Z, il existe y € Z tels que y < F(z) < F(z+1) <

L > sl ag est impair. Alors

y+1, et on définit € comme 0 si ap est pair et comme Yo
lorsqu’on se réfere a la premieére supposition, il existe deux points entiers = et y
tels que
Flx+1)=y+3 lies ar(z+1)+p =y + % +age =Cy €N, le pire des cas qui
puisse se produire. Nous savons que ag est impair alors age = % =>ec= i
Cependant, F(z) = y+%+6— A cy+let Flx+1)= y+ +e>y—+1, signifie
qu’il existe un saut dans f tel que f(z) =y et f(x+1)=y+1. On a r; > %
implique que 171 > S, on déduit de cela que 72 > y+1— F(x—l— l) = %—I— Al e et
9Ty = 0‘1 + — ase. Donc, on obtient aqrq +asre > aq —|— 2 — aoe ce qui 1mphque
que
T gy > a1+ F, si ao est pair

a1+ % — 3, siag est impair
cela implique que a7+ asrs > ag + { J Donc, on obtient les différents cotés du

polygone par les inégalités ci-dessous.
1 1
air+aory > a1+ {%J , 3 ST, 5 ST

Donc graphe(f)+ U(r) contient graphe(F') si et seulement si 7 appartient au
polygone Q(«) donné par les expressions dans ’énoncé du théoreme 2.2.4.
On détermine ry comme une fonction affine de r; ayant comme pente %;1 ol

% <r; et % < r9 comme suit

a9 2
-5 1 2 e %3
. as(1=r1)+ QQQJ’ r 6[271+ L22041 ]
2= o
| 2| |—as
29 1 + 201 < T1
1 L
avec 5 > a2 la déviation maximale entre F' et le nombre entier le plus proche
=|Flz+3|. O
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2.3 Discontinuité de la dilatation

Dans cette section, nous étudions la variation de la pente de la droite euclidienne
sur ’ensemble des rayons admissibles appélé polygone P(a) ou Q(«). Cette variation
produit parfois des effets tres intéressants sur les dimensions de I’élément structurant

utilisé dans des dilatations.

2.3.1 Discontinuité de la dilatation en utilisant la fonction

plancher

L’étude de la variation de o et ag sur la pente du polygone P(a) montre qu’il
existe un interéssant genre de discontinuité au niveau de la dépendance du polygone

sur la pente de la droite euclidienne. Ainsi, nous avons :

Proposition 2.3.1. La fonction p: [0,1]g — Q définie par

a1 +tag—1
p(s) = ——, s €[0,1]q,
&%)

ot aq,0 €N, 1< a1 < as, g—; = s, et pged(ag,a) =1 est discontinue en tout

point s.

La définition de p signifie que le polygone P(«a) est défini par 1 > %, ro > %, et
le c6té oblique du polygone est donné par sri+7re = p(s). Ainsi, la discontinuité de

p implique la discontinuité du polygone P(«).

Démonstration. Avec o comme dans 1’énoncé de la proposition, nous pouvons
trouver af € Nz,j e N, tel que aé soit premier, a‘% — +00 lorsque 7 — +o00 et
définir a{ = V;E%J . Alors, s; = Zj; g—; = 5. Nous voyons que p(s;) converge vers
s+1>s+1— 0%2 = p(s). Donc, la limite supérieure de p(s’) bien que la pente
s’approche de s = Z—; est strictement plus grande que la valeur p(s) en s. En d’autre

terme, lorsque g est impair, la limite supérieure des polygones ¢(s) est strictement

incluse dans le polygone Q(«), donc nous avons la discontinuité dans ce cas. [
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2.3.2 Discontinuité de la dilatation en utilisant le nombre

entier le plus proche

Il existe aussi une discontinuité dans ce cas, mais de nature différente de celle

de la dilation en utilisant la fonction. En effet, on a
Proposition 2.3.2. La fonction q: [0,1]g — Q définie par

o+ | F
Q(S) - Ha EpS [071](@7
a

ot aq,a0 €N, 1< ag < as, g—; =s, et pged(ar,an) =1 est continue en tout point

s tel que ao soit pair, et discontinue en tout point s tel que ag soit impair.

Démonstration. Prenons d’abord le cas o ag est pair. Alors ¢(s) = s+ %, et pour
Ba
tout t = % avec pged (1, 52) = 1, nous avons ¢(t) =t + @, cela implique que
lorsque (3 tend vers +o00, ¢(t) converge vers s+ % =q(s).
Si ap est impair, la convergence de ¢(t) est aussi vers s+ %, ce qui est plus grand
%)

que ¢(s) = s+ =& Autrement dit, la limite supérieure des polygones q(s) est

strictement incluse dans le polygone Q(«), donc nous avons la discontinuité. [

2.4 Exemples d’application

Nous donnerons dans cette section quelques exemples d’applications dans le
plan pour permettre de cerner le contexte de recouvrement étudié. Nous prendrons
quelques résultats arbitraires en ce qui concerne la taille de 1’élément structurant
dans les polygones P(«) et Q(«). Parmi les résultats obtenus, nous ferons quelques
représentations graphiques des recouvrements lorsque 1’élément structurant a une
forme carrée et rectangulaire. Nous choisirons r = % pour la forme rectangulaire
car ce choix semble étre judicieux d’autant plus que % est la valeur minimale que

r1 et ro peuvent prendre.
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2.4.1 Recouvrement de la droite euclidienne

Considérons la fonction F': R — R définie par F(x) = %%7 x € R. Pour le
recouvrement graphe(f)+ U(r1,7m2) D graphe(F) avec les cas r1 =1y et 71 <19
ou r1 =12, on obtient les dimensions optimales de 1'élément structurant U(ry,r2)

en utilisant les deux discrétisations f(z) = |F|z]| et f(z) = {F |z + %J

Notons maintenant L = graphe(F’), M), la discrétisation de L en utilisant la
fonction plancher et My, la discrétisation de L en utilisant I'entier le plus proche

(cette notation est utilisée uniquement pour le besoin d’application).

Les résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous et suivis de leurs appli-
cations graphiques pour le recouvrement de la droite euclidienne en utilisant la

fonction plancher et le nombre entier le plus proche.

TABLE 2.1 — Les resultats obtenus & partir de ce tableau permettent d’obtenir ces recouvrements :
My +U(%,%) DL, My +U(3,3)D L et My, +U(3,3) DL, cf. Figure 2.6, 2.7 et Figure 2.8.

276 22
Parameétres a1 =1 et ax =3 (r1,7r2) avec la fonction plancher (r1,7r2) avec 'entier le plus proche
. 3 3 11
=72 (1:2) (3:2)
ri < (5.3) (5:3)
Optimum (ry,r9) (%,%) (%,%)
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T T T T T T T T
-
5 - Te _
L1
L
4+ =8 o —
L]
L
3 = ° ° -
L1
2+ / L] ° =
3
L
1k = ° . -
. 4 e Fonction plancher
I . 4
Droite euclidienne
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

6 T T T T T T T T
5L ° //o -
4 o | o1 o -
3 o | o~ o -
2 o | o~ o -
1F o | o o N
0 . e Entier le plus proche
Droite euclidienne

-1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16

18

FIGURE 2.7 — Exemple de recouvrement M, +U(3,3) D L, cf. Tableau 2.1

T T T T T T T 7
5 — //o -
L
41 — e ) . —
1
3 — o o . —
_—
2L — P Y . -
L —|
1 | o . ]
_— N
ol ./ . e  Fonction plancher |
Droite euclidienne
1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

FIGURE 2.8 — Exemple de recouvrement M +U(3,2) D L, cf. Tableau 2.1
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2.4.2 FEtude comparative des deux méthodes

Nous allons étudier I'impact de la variation de la pente sur les dimensions de

I’élément structurant en utilisant les deux méthodes de discrétisations.

_ a1ztp
- )

Etant donnée une classe de fonctions affines F': R — R définie par F(x) o

tels que ag,a9 et p € Z aussi 0 < a1 < ag # 0 et pged(ag,az) =1, on définit la
droite euclidienne par

I — {(:p,F(m)) eR% F(z) = w}

a2

et
My ={(a, f(2)) € 2% f(x) = |22}

sa discrétisation en utilisant la fonction plancher et aussi

My, = {(x,f(x)) €Z? f(x)= {%—F%J}

I’autre discrétisation en utilisant le nombre entier le plus proche.
Les tableaux ci-dessous résument les differents résultats obtenus concernant la
taille de I’élément structurant pour le recouvrement de la droite euclidienne par

rapport a la variation de la pente g—;

TABLE 2.2 — Les resultats obtenus & partir de ce tableau permettent d’obtenir ces recouvrements :
My +U(2,2) DL, Mpp+U(2,2) DL, Mpy+U(%,3L) DL et My, +U(%,2) DL, cf. Figure 2.9,
2.10, 2.11 et 2.12.

Paramatres (a1,az) et (r1,m2) (r1,72) avec la fonction plancher | (r1,r2) avec Pentier le plus proche

a1 =2,a0=3et r; =1 (%7%) (g%)

a1 =2,a0=3et r| #£ro (%,%) (%,%)
Optimum (71,72) (3,45 (1,2
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e Fonction plancher
Droite euclidienne | |

o Entier le plus proche
Droite euclidienne

FIGURE 2.9 Recouvrement FIGURE 2.10 — Recouvrement

My +U(%,2) DL, cf. Tableau 2.2. Mp,+U(2,2) D L, cf. Tableau 2.2.

ol o Fonction plancher | | 2l

o Entier le plus proche
Droite euclidienne

Droite euclidienne

2 1 1 1 1 1 L L L

0 n L L L 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Ficure 2.11 Recouvrement FIGURE 2.12 — Recouvrement
My +U(3,4) D L, cf. Tableau 2.2. Mpp+U(%,2) D L, cf. Tableau 2.2.

TABLE 2.3 — Les resultats obtenus a partir de ce tableau permettent d’obtenir ces recouvrements :

My +U(S,8) DL, Myp+U(%,2) DL, My +U(3,1) DL et Myp+U(3,2) D L, cf. Figure 2.13,
2.14, 2.15 et 2.16.

Paramtres (a1,a2) ot (r1,m2) (r1,72) avec la fonction plancher | (r1,r) avec Ientier le plus proche

a1 =2,a0=5et r =r (%g) (%7%)

a1 =2, =>5¢et r #ry (%,1) (%7%)
Optimum (ry,rz) (3,1) (4, %)
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6 - 6 -
5+ - 5+ -
4l i al 4
3+ - 3+ -
2+ - 2+ -
' +1 e Fonction plancher il T e Entier le plus proche

Bl I Droite euclidienne 1 °r Droite euclidienne 1
"o 2 4 6 8 10 12 4 16 18 o 2 4 6 8 10 12 12 16 18
FIGURE 2.13 — Recouvrement FIGURE 2.14 — Recouvrement

M,y —&-U(%, g) D L, cf. Tableau 2.3. M,[,p—l—U(%7 %) D L, cf. Tableau 2.3.

5 _/i{ i Sr P i

3L .’i{ 4 3+ o o 4

or + /I/ onction plancher : T el e Entier le plus proche

-1k E ;roi(; eu:llidie:ne 7 °r E Er;i!e |eu’;llidieﬁmeh

25 2 3 & s m i 7 i T8 "o B 3 B s o T2 i m 8
FIGURE 2.15 — Recouvrement FIGURE 2.16 — Recouvrement

My +U(3,1) D L, cf. Tableau 2.3. Mpp+U(3,2) D L, cf. Tableau 2.3.

TABLE 2.4 — Les resultats obtenus & partir de ce tableau permettent d’obtenir ces recouvrements :
My +U(2,2) DL, Mpp+U(2,2) DL, Mp+U(3,2) DL et My, +U(3,2) DL, cf. Figure 2.17,
2.18, 2.19 et 2.20.

Parametres (a1,az) et (r1,r2) (r1,7r2) avec la fonction plancher (r1,7r2) avec entier le plus proche
(3,2

575
(3:%)

278
(3:8)

—~
=~
S

S—

—~
NI (Dl ||
00|~ ||ool~T ||

S—

ar=1l,ao=4et ri=r9

ar=l,ao=4etry #ro

—~
~—

Optimum (r1,72)
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[ e Entier le plus proche 4
Droite euclidienne

e Fonction plancher
Droite euclidienne

L4 o = N o & o
— T T

L o 4 N o w & o
T

FIGURE 2.17 — Recouvrement FIGURE 2.18 — Recouvrement

My +U(%,2) DL, cf. Tableau 2.4. Mpp+U(2,2) D L, cf. Tableau 2.4.

1 g <= i 5 I I gppee Do ]
w: AT i | WL L. - )
M T e o] o
FIGURE 2.19 — Recouvrement FIGURE 2.20 — Recouvrement

My +U(3,%) DL, cf. Tableau 2.4. Mpy+U(%,2) D L, cf. Tableau 2.4.

2.4.3 Interprétation des résultats
Cas de la fonction plancher

Si nous souhaitons avoir un carré comme la forme de ’élément structurant

U(r,r), Poptimum est atteint lorsque r = max (%, 1— al}rOQ

) mais par contre pour
une forme arbitraire de I’élément structurant U(ry,ry) différente d’une forme carrée,
un cas particulier est que si on souhaite avoir r; = %, alors 'optimum est atteint
pour ro = max (%, 1+ 0‘21722) ou 1 < ag < ag. Généralement 'optimum est atteint

pour

a 1 1 .
ry — ?;(1—7“1)4-1—072, Tle[i,l},

- 1<n

48



Recouvrement d’une droite euclidienne

Cas de l’entier le plus proche

De méme si, on souhaite avoir un carré comme la forme de 1’élément structurant
as
[F]

artas | ou 1 <ap < as.

U(r,r), optimum est atteint au point r = max (%,1—
Tandis que pour une forme quelconque, 'optimum est détermine par cette relation

entre r1 et ro ci-dessous.

a 2122 | _q,
%(1—T1)+LO?2J, r€ |3, 1+ L%Oi ]
ro =
1 2[5 ]
9 1+ 22051 NYAR

Pour ce cas, le choix sur les dimensions de 1’élément structurant dépendra des

objectifs fixés au préable par le décideur.

A travers ces exemples, nous remarquons que la discrétistion en utilisant ’entier
le plus proche dans le plan offre un recouvrement minimal par rapport a celle de la

fonction plancher.

En effet, la méthode de recouvrement en utilisant ’entier le plus proche donne
en général un recouvrement plus petit de la droite euclidienne par rapport a la

méthode de recouvrement en utilisant la fonction plancher.

Autres exemples de recouvrement

Lorsqu’on prend r; =1y = % pour le cas ou a; =2 et as = 3, on obtient
ces exemples ci-dessous de recouvrement qui ne sont pas appropriés pour un

recouvrement total de la droite euclidienne.
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o //I'

e Fonction plancher
Droite euclidienne

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 2.21 — Autre exemple de

11

recouvrement M, +U(5,5) 2 L pour

a1 =2et ag=3.

: %4
s B

: 24

t LR

A

./i/. e Entier le plus proche ||
Droite euclidienne

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FIGURE 2.22 — Autre exemple de

11

recouvrement My, +U(5,5) A L pour

a1 =2et ag=3.

Ces exemples confirment que I’élément structurant U (%, %) n’est pas toujours

adapté pour un recouvrement optimal.
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CHAPITRE 3

EXTENSION DE LA NOTION DE
RECOUVREMENT

3.1 Recouvrement d’un hyperplan euclidien

Nous généralisons ces deux précédentes méthodes de recouvrement présentées
dans le plan, en dimensions supérieures et rappellons que L est un hyperplan
euclidien de R*HL ayant comme équation ay,1 17,41 = o -2+ p et donné par une
fonction F(x) = %’i,x eER"acZ" ! o/ =(a,...,an) €Z", avec L = graphF,
et M est le graphe d'une fonction f: Z"™ — Z, donc un sous-ensemble de Z"!. En
particulier on peut prendre f = [F|zn]| ou f = LF|Zn - %J
Pour tout 7 € P(a) ou Q(a) des sous ensembles de R"*! on définit U comme

un bloc de la forme
n+1

U(r)={z e R"xR;|z;| <rj,j=1,...,n+1} = [[ [-7j,7] c R,
j=1
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Extension de la notion de Recouvrement

3.1.1 Discrétisation a ’aide de la fonction plancher

Nous choisissons d’abord la discrétisation f = | F|zn | : Z"™ — 7Z d’une fonction

affine F': R" — R telle que F|zn —1 < f < F|zn. Ainsi on obtient le lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Soit F' une fonction affine définie par F(x) = w, x e R,

Qn41
ol ay,...,0nt1, W €L, et 1 <o <apyr, j=1,...,n et pged(a,...,anq1) =1, on
définit f = |F|gn]| : Z™ — Z. Alors pour tout x € Z" nous avons

F(z)— f(z) <1—5

apy1’

et il existe au moins un x € Z" donnant [’égalité.

Ainsi pour tout x € 2", F(x)— f(x) =0 avec 'égalité pour quelques x € 2.
Démonstration. Pour tout x € Z" nous avons f(x) < F(x) < f(x)+1 et
F(x) < f(x)+1 implique que o -2+ < apy1 f(2) + p1.

Aussi o -2+ p < api1f(x)+ape1 implique que o -z +pu < apy1 f(T)+ a1 —1.

Donc pour tout z de Z" on a F(z)— f(z) < 1-— an1+1' Nous avons aussi

pged(aq,...,an+1) =1, alors il existe x € Z" et il existe y € Z tel que
o x4+ p=anp1y+onpr — 1

Par conséquent F(z) =y+1— ﬁ Il en résulte que si y = f(x) alors

F(x) = f() = 1= 5 = sup.ezn(F(2) = f(2)).

n—+

Théoréme 3.1.2. Soit

I-
F(az):aax:M, r eR™
n
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Extension de la notion de Recouvrement

une fonction affine avec aj,pu € Z et 0 < aj < apq1,0n41 70, j=1,...,n. Soit
f=1F|zn| sa discrétisation en utilisant la fonction plancher.

St aj =0 et anp1 =1, j =1,...,n, alors graphe(f)+ U(r) contient
graphe(F) si et seulement si r; > %, j=1,...,n, et rpe1=0.

Si 1 < o < anyr, Jj = 1,...n, et pged(ar,...,ant1) = 1, alors

graphe(f) + U(r) contient graphe(F') si et seulement si r appartient au poly-

edre
P(a):{reR”H; rj > %, j=1,....n+1, a-r> HaHl—l}. O
En prenant r; = -+ =r,41, on obtient un cas particulier r,41 = T,,(F, [ F|zn])

et défini par

Tu(F, | Flzn|) = max (1— e, 1),

lleclla”

r3

FIGURE 3.1 — Pour n =2, on obtient une représentation graphique du polyedre en utilisant la

fonction plancher.

Rémarque 3.1.3. Cela pourrait étre une surprise que, juste pour n =1, le polyédre

a au plus une face qui n’est pas parralléle au plan de coordonnées.

Démonstration. Si o= (0,...,0,1) alors il est nécessaire et suffisante que r; > %,
g=1,....n,et rpp1 = 0.
Sil<aj<apntr, j=1,...,n, et pged(ai,...,any1) =1 alors considérons ces

deux graphes, graphe(F) C R"*! et graphe(f) c Z""!.
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Extension de la notion de Recouvrement

Nous allons prouver d’abord que r appartient au polyedre P(«) implique que
graphe(f)+U(r) D graphe(F).
SireP(a) alors a-r>|ali—1, et $<r;, j=1,...,n+1

Donc a7 > ||a|l1 —1 implique que a-r > [|o/||1 + apnt1 (1_an1+1)'

Et a-r >l |l1+an+1 (1 aan) si et seulement si

a-r> o ||1+ozn+1xs;1p (F(x)— f(z))

parce que dans le Lemme 3.1.1 on a

sup (F(x) — f(2)) =1 — =

zezn s

Donc pour tout € Z"; a-r = || |1 +ant1(F(z) — f(z) =d' - 1+d -z +pu—
ant1f ().
Et apt1rne1+o - (r1,...,m) =2 -1+a’ -2+ p—aye1 f(x) implique que
o (1+1=r1,. . ap+1—1)+ an+1f(x) + apr17ne1. 11 en résulte que pour
tout x € Z"; F(:U+1 —7r) < (:c) r9, 2 <rj, j=1,...,n+1, cela implique que
graphe(f)+U(r) D graphe(F).

En suite nous allons prouver que graphe(f)+U(r) D graphe(F') implique que
r appartient au polyedre P(«).

Si graphe(f)+U(r) D graphe(F) alors il existe au moins un « € Z" tel que

Flei+1—r1,...,xn+1—1) < f(21,...,20) +Tpg1, 75 2 2,]—1 n+1.

Ainsi pour tout x € Z", il existe y € Z tel que y < F(z) <y+1< F(x+1) et

on choisit

1
Qp41

€= tel que y+1> F(x),

c’est-a-dire, y +1 > of xﬂ‘ cela implique que ap1(y+1)—1>a’ -2+ et

1 s datu _
y_l_ Qn41 2 Qn+41 - (I)
Donc y+1—F(x) > 1+1 = ¢. Nous avons aussi

Flr)=y+1+420 —ccyi1 et Fat)=y+1+100 exyp1,

Ap+41
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Extension de la notion de Recouvrement

cela signifie qu’il existe un saut dans f, tel que f(:v) =yet flx+1)=y+1.

De r; > 2, Jj=1,...,n on obtient a;r; > 2 , J=1,...,n et par suite

« : 1 !
Tntl = F(a;—{— )— y—1+2”a ‘Jrl —e ce qui donne a1 1741 = g1+ 5l |1 —anyie

n
ot > ajrjtaniirair = gl 1+ (@ + 3l |l = antae).
j=1

Il en résulte que a1 > [|af|1 —apt1e donc a-r>|al1—1€N.

De cette inégalité, on définit les différentes faces du polyedre comme suivant
T = %7 .]: 1,...,TL+1, a-rz HOéHl—l

Par conséquent, r € P(«) si et seulement si graphe(f)+ U(r) D graphe(F) et le

polyedre P(«) est donné par les expréssions dans 1’énoncé du théoreme 3.1.2.

Cependant, on détermine r,11 comme une fonction affine de (rq,...,r,) avec
—a1 ’ _
comme pente <an+1 e —an) dans l'intervalle ou 7; > 1 5, J=1,...,n. Donc on

définit un nombre réel 6 € [0,1] par § = max (%, %) Ainsi on obtient r,11 tel

que 11 = 0.

De o -r>|al— Tj)%,jZl,...,n—l—l nous avons

o o —1
i n+1 1 .

Tn_|_1> E (1_71])_{—4 ; §<Tj7 j::|_7”_77’]/7
—1 On+1 An+1

et

n

o
rny1 >0 siet seulement si Y —2—(1—r;)+
j=1 ¥n+1 On+1

Q _|_1—1
”729_

Ny On+1 :
Za] (1_7"3')‘}‘1;7 9:>Zozjl—7"]) ant1(0—1)+1, j=1,...,n.
j=1 n+1 n+1 j=1

On prend ej=1-r;, j=1,...,n, et onobtient o' &> ap41(0—1)+1,
j=1,...,n.
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Extension de la notion de Recouvrement

aj o1

En se réferant sur les taux —— de proportionnalité tels que 7 =1, on ob-
lloflx Tt
tient
Qi€ o 0—1)+1 .
T > 1 ) ,7=1,...,n,
[lo’ [l nlla’|x
ce qui implique que
« 0—-1)+1 « 1-6)—1 .
gj = 1 ) ou r; <1+ 1 ) ,J=1,...,n.
naj naj
Finalement, on obtient 7,41, comme suivant
Qj nt1—1 1 nt1(1-0)—1 . )
) anil(l—rj)+aa:il , T € {2,1%-0(“,(1%) L i=1,...,n;
Tn+l =14 6, 1+%.;0H<Tj,j=1,...,n;
o nt1—1 1 .
max( f) anil(l—rj)+ aaﬁj ,9) ’ 3<rj, j=1,...,n.

3.1.2 Discretisation a 1’aide du nombre entier le plus

proche

Nous discrétisons une fonction affine F': R™ — R en prenant le nombre entier le

plus proche f(z) = {F|Zn(x) —|—%J : 2" — 7 telle que Flzn —% < f<Flgn —1-%.

Lemme 3.1.4. Soit F wune fonction affine, F(z) = a;ﬁrl“, r € R", ou

.. Qi1 €L, et 1 <aj <apgr, j=1,...,n et ai,...,apy1 sont relative-
ment premier. On définit f = |F|zn +1/2] : Z™ — Z. Alors pour tout x € Z™ nous

avons

f(2) - Flz) < ST Qp41 est pair,

St Q41 €st impair

N[—= D=

o 20 +1
et il existe un v € Z" tel que

apy1—1 Qpt1
f(-’lf)—F(af):sup(f(Z)—F(z))Z[ - W=L : J

ZELN Ap41 Q41
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1,
Aussi flz)—F(x) > ? On+l
T2

1 1
+ 2041

St Qp41 est pair,

St Qpt1 est impair

et il existe ausst un x € Z" tel que

gt
r)— F(z)= inf —F =
fla) = Fla) = inf (£(0) ~ Flw) =~
Démonstration. Supposons que 1 < aj < g1, j=1,...,n et pged(a,...,ans1) =1.

Pour tout z € Z", nous avons cette double inégalité F(z) — 1 < f(z) < F(z)+ 3.
A partir de I'inégalité droite on a pour tout = € Z"; f(z) — F(x) < & et par

conséqgent on obtient pour tout xz € Z" ;

a1 f(z)— (¢ x+p) <=L ez si ayq est pair,
app1f(z) — (o x4+ p) < - —% €Z"™ si gy est impair,

3

si ap41 est pair;

si apy1 est impair,

Puisque 1 < oy < g1, j=1,...,n et pged(aq,...,any1) =1, il existe x € Z"

et il existe y € Z tels que

1y — (o -z +4p) = 5 si apaq est pair,
On+1Y — (O/ - —i—u) = % — % si ap41 est impair,
Alors prenons y = f(z), on obtient
1 . .
5 Sl Q41 est pailr,
flz)—F(x) = su%(f(z)—f(z)): . . ' ' .
2€L 2 7 Zan SI Qp41 est Impair,
cela équivaut a
el O bl
sup (f(x)— F(z)) = = .
TELN On+1 On+1

Considérons la méme double inégalité F(z)— 5 < f(z) < F(z) + 1.
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De l'inégalité gauche on obtient pour tout z € Z"; f(z)— F(x) > —% cela

implique que pour tout x € Z" ;

ani1f(z)— (o -z +p) Sl 41 eZ"  sioapy est pair,

2_
a1 flx)— (o x+p) > -1 Lezmn &,y est impair.
+ H 2 2 +

Donc pour tout x de Z™, on obtient

flx)—F(z) > -1+ anlﬂ si a1 est pair,
flz)—F(z)> -3 2%1L+1 si a4 est impair.
Avec 1 < o < apg1, j=1,...,n, et pged(au,...,an41) =1, alors il existe

x € 7" et il existe y € Z tels que pour tout x de Z™, on a

i1y — (& z+p)=—-222 1 1cZ" si ap4q est pair,
+1Y H 2 +

a1y — (o x4+ p)=—"L 4+ 2 €Z" si apiq est impair.

Prenons y = f(z) et on obtient

1 1 . .
—3t si ap41 est pair,
f(z)=F(z)= inf (f(2)—F(2)) = 2" ant n+ P
2€Z" —% + 20zi+1 si apy1 est impair

ce qui équivaut a

Théoréme 3.1.5. Soit

/-
F(a:)zw, reR"
n

une fonction affine avec o, € Z et 0 < aj < opy1,an41 #0, j=1,...,n. Soit
f=1F|zn+1/2] sa discrétisation en utilisant la valeur du nombre entier le plus

proche de F(x).
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Si aj =0 et app1 =1, j=1,...,n, alors graphe(f) + U(r) contient
graphe(F') si et seulement sirj > 2, j=1,...,n, et rpy1>0.
Sil<aj<ant1, j=1,...,n, et pged(ar,.. .,an+1) =1, alors graphe(f)+U(r)

contient graphe(F') si et seulement si v appartient au polyédre
Q(a):{reR”“; 752%, j=1,....n+1, a-r>|al - [O";ﬂ}. O

En prenant r; = --- = rp41, on obtient un cas particulier r,4; =

T, (F, {F\Zn + %J) C R défini par

. [an;l—‘ .
Tn(F,{F|Zn+§J):maX 1— o2 |

Démonstration. Si o= (0,...,0,1) alors il est nécessaire et suffisante que r; > %,

j=1,....n,et rpp1 = 0.
Supposons d’abord que 1 < o < ap+1, j=1,...,n, et pged(ag,...,ant1) =1, et
montrons que r appartient au polyedre Q(a) implique que graphe(f)+U(r) D
graphe(F).

SireQ(a), alors a-r>|al— [O‘”;ﬂ , et £<rj, j=1,...,n+1 Aussi

a-r>|al— [a";ﬂ implique que

5] 5]
O"T>HO/HI‘|’0¢n+1( ) > ||/ |11+ ans1 ()
Ap+1 Qn+1

)
Donc a.-r = ||/ ||1 + any1 () si et seulement si

Qn41

a1 2|l +angr sup (F(z) = f(2)

e n
"
. 2
parce que dans le Lemme 3.1.4 on a inf,czn(f(z) — F(x)) = — =

5] 5]
- — L 2 Jspl _ L2 1
Et mlenzfn(f(x) —F(x)) = - implique que xs.élzgl(F(az) f(z))= P
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Pour tout x € Z", -1 = ||/ |1 + an+1(F(2) — f(2)) = -1+ -2+ p— ani1 f ().

Et apt1rni1 +a - (r1,...,m0) = -1+ -2+ p— apy1f(2), cela implique que
o (w1+1—r1, o+ 1—rp) +p < a1 f(2) + anp1mng
De la derniere inégalité, il en résulte que pour tout z € Z™, on a
Flz+1—7r)< f(x)+ro, %érj, j=1,....,n+1,

cela implique que graphe(f)+U(r) D graphe(F).
Il reste a prouver que graphe(f)+U(r) D graphe(F') implique que r € Q(«a).
Si graphe(f)+ U(r) D graphe(F') alors pour tout x € Z™ nous avons

Flari+1—ri,..xn+1—mry) < fa1,..,20) + g1, %grj, j=1,...,n+1.

Aussi pour tout z € Z", il existe y € Z tel que y < F(z) < F(z+1)<y+1, et

T . . 1 . . . .
on définit € comme 0 si 41 est pair et comme 5 anrr St Omtl est impair. Il existe

deux points entiers x € Z" et y € Z tels que
Fz+1)= y—i— +e implique que o -2+ pt = a1y + B+ a6 € Z,

le pire des cas qui peut se produire. Nous savons que 41 est impair ainsi

1

1 . .
Qnt1€ = 5 implique que € = o1

L]l
An+41

cela veut dire qu’il existe un saut dans f tel que f(x) =y et f(zx+1)=y+1. En

Cependant on a F(ZL’):y—I—%—Fé <y+ et F(.%‘—’—l):y—'—%—{—g}y_’_%’

effet pour r; > %, j=1,...,n implique que a;r; > 2 , j=1,...,n on déduit de

cela que

rat 2 Y+ 1= Fle+ 1) =3+ 000 o et apyirng > 25 4 o1 — angae.

Donc on obtient
n
Z a;T4 + o 1Tnt1 = =z 3 “O/ H + (an+1 + 2 HO/HI - Oén—l—lg) lmphque que
7=1
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n+1
Yoy =l 1+ —angie done a-r > [|o |1+ [ang1/2] .
j=1

Et nous avons ||a’]|1 + {%J = |la/||1 + g1 — [an;ﬂ =|lar||1 — ’Van;*l—‘

ce qui implique que les différentes faces du polyedre sont données par

j=Lentlaer> ol - [252],

N[ =

T2

Finalement, r € Q(«) < graphe(f)+ U(r) D graphe(F') et le polyedre Q(«) est
donné par les expréssions dans I’énoncé du théoreme 3.1.5.

On détermine aussi 7,41 comme une fonction affine de (r1,...,r,) ayant comme

—a1 —Qn
apte1’" " anal

pente ( ). Les valeurs optimales du rayon 7,41 sont obtenues en tenant

2 : N
compte que rp41 = max p— ,%) = % et on obtient r,+1 de la méme fagon que

dans la précédente preuve comme suivant

{an+1J Q[OZ”JFI—‘_Q -
no % (1 2 - |1 P G _
jzlan+1(1 r])+ Qnt1 9 T]G 2,1_'_ 277/()(] ’9—17.,,’77,’
e
Foel =14 1 2[ n2+ﬂ_an+1 .
nt 2 1+T<rj’ j=1,...,n;
5
no_% (1_ 2 1 1 o
max jflan_,_l( T])+ pt1 » 2 | 2<TJ7J—1,...,TL.

3.2 Discontinuité de la dilatation dans le poly-
edre

Nous allons investiguer la variation des coéfficients o, j=1,...,n+1 sur la

forme du polyedre obtenu en utilisant les deux différentes discréttisations.
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3.2.1 Discontinuité de la dilatation en utilisant la fonction

plancher

En dimensions supérieures, nous avons aussi un cas intéressant de discontinuité

dans la dépendance du polyedre sur les pentes de I'’hyperplan euclidien de R**1.

Proposition 3.2.1. La fonction p: [0,1]¢, — Q définie par

]l —1 n
p(s) = a1 s € 0,1]g,
ouat,...,ont1 €N, 1< <apgt, 55 = a:il, j=1,...,netpged(ay,...,ant1)=1
est discontinue en tout point s.
Pour r; > %7 7 =1,....n+ 1, une face du polyedre est donnée par

$1711 + -+ Sprp + 11 = p(s). Ainsi la discontinuité de p implique la disconti-

nuité du polyédre P(«).

Démonstration. 11 existe o’ € N*™1 i € N associé & a € N tel que ol est

. ; . . ; ajal ; o
premier, o, — 400 lorsque i — 400 et definit o = | =221 Alors s = —2
n+ J Qn+41 J 04;‘14_1
Clj _ . , 7 o 1 _
a5 = ;- Nous rémarquons que p(s') converge vers Isll1+1>]s][14+1 o =

7

. . ;. ; [ . (o7
p(s). La limite supérieure de p a la pente s5 = " 1— qui s’approche de s; = il
n+1 n

est strictement plus grand que cette valeur en s; pour j=1,...,n. ]

3.2.2 Discontinuité de la dilatation en utilisant le nombre
entier le plus proche
Nous avons aussi une discontinuité en dimensions supérieures en utilisant le

nombre entier le plus proche pour discrétiser une fonction affine dans I’énoncé du

théoreme 3.1.5.
Proposition 3.2.2. La fonction q: [0,1]& — Q définie par

Jerf[r = | =5
q(s) = { 2 1, s € [0,1]g,
Qpt1
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ouaq,...,opt1 €N, 1< aj <oy, sj:%, j=1,...,netpged(a,...,ant1)=1
est continue en tout point s tel que auy41 soit pair, et discontinue en tout point s
tel que a1 soit impair.

Pour r; > %, j=1,....n+ 1, une face du polyedre est donnée par
s$1m1+ 4 Sprp + g1 = q(s). Done la continuité ou la discontinuité de q im-

plique respectivement la continuité ou la discontinuité du polyédre Q(«).

Démonstration. Si ay41 est pair alors on obtient g(s) = ||s|1 + 3, et pour tout
t €10,1]g tel que t; = ﬂf-ju’ j=1,...,net B1,..., 1 soient relativement premiers,
\‘Bn—&-lJ
2

on obtient q(t) = ||t||1 + Lorsque 41 tend vers 400, cette quantité converge

5n+1 '
vers ||s|l1+3 = q(s).

Si on prend ay,4+1 impair, la convergence de ¢(t) est aussi équivalent a ||s||; + %,
An+41

2 .
Qp+1 )

q(s) devient plus petit que le polyedre ((«) donc nous avons la discontinuité dans

ce qui est plus grand que ¢(s) = ||s|l1 + la limite supérieure du polyedre

ce cas. O

3.3 Application en dimensions supérieures.

Dans cette section, nous allons donner quelques exemples d’applications en
dimensions supérieures pour permettre de mieux cerner le contexte de recouvrement
étudié. Nous prendrons quelques résultats arbitraires dans les polyedres en ce qui
concerne la taille de I’élément structurant. Parmi les résultats obtenus, nous ferons
quelques représentations graphiques des recouvrements en 3-D a ’aide de 1élément

structurant de forme cubique (voxel) et de forme parallélépipédique (pavé droit).

3.3.1 Exemple d’application en 3-D.

Soit L un plan euclidien de R? défini par azrs = o121 + aors + i et donné

par une fonction F(z) = %";MJ’“, r€R?, a=(a1,a2,03) € Z3 et p € Z, avec
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L = graphe(F), et M = graphe(f) est le graphe d'une fonction f: Z? — Z, donc
un sous-ensemble de Z3. Dans ces exemples on prend f = | F|z2| ou f = {F |72 + %J

et ’élément structurant U de la forme d’un bloc défini par

3
U(r)={z €R3 || <rj,j=1,..., H —rj,rj] CR3.

FIGURE 3.2 — Forme géométrique de 1’élément structurant U(ry,72,73) en 3-D.

Exemple 3.3.1. Etant donné un plan euclidien défini par
L= {(zl,xz,F(xl,xg)) €R3; F(xy,19) = Mﬂ},
on associe sa discrétisation My, en utilisant la fonction plancher et définie par
My = {(z1,22, f(21,72)) € Z%; f(w1,79) = | F|z2]}

et sa discrétisation My, en utilisant le nombre entier le plus proche par

Mpp = {(xl,xg,f(xl,xg)) S Z3; f(:El,:L‘z) = [F|Z2 =+ %J }
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FIGURE 3.3 — Plan euclidien défini par L = {(z1,22, F(21,22)) € R3; F(a1,1) = =32142021001

TABLE 3.1 — On selectionne les recouvrements M, + U (%
My +U(3, 3,5 DL et My, +U(3,4,3) DL, cf. Figures 3.4

)
)

8
9
3.

8) DL, Mpp+U(5,5,5) DL,

5, 3.6 et 3.7.

Parameétres (a1,a2,a3) et (r1,r2,r3)

Pour fonction plancher

Pour entier le plus proche

e .53
SRS PRS BT Y oy
Optimum (ry,rg,r3) (%,%,%) (%,%,g)

=)
ot
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FIGURE 3.4 — Recouvrement
My +U(%,8,8) D L, cf. Tableau 3.1

FIGURE 3.6 — Recouvrement
My +U(%,%,%) D L, cf. Tableau 3.1

FIGURE 3.5 — Recouvrement
Mpp—l—U(%, %, %) D L, cf. Tableau 3.1

FIGURE 3.7 — Recouvrement
Mpp—l—U(%, %, %) D L, cf. Tableau 3.1

3.3.2 Etudes comparatives en dimensions supérieures

Considérons le plan défini par

L= {(-Tl,-TQ,F(.’L'l,x?)) S RS, F(Z‘l,zz) = %ﬂ},

M,

et My, deux de ses discrétisations en utilisant respectivement la fonction

plancher et le nombre entier le plus proche. Le tableau ci-dessous nous donne

quelques résultats obtenus concernant la taille de 1’élément structurant.
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TABLE 3.2 — On selectionne les recouvrements M, + U (%
My +U (3,5 15) D L et My, +U(

117
2°2° 10

) D L, cf. Figures 3.9,

7 Z)
8738
3.8, 3.11 et 3.10.

Parameétres (a1,a2,a3) et (r1,r2,7r3) Pour fonction plancher Pour entier le plus proche
TTT 55 5
a1 =1l,as =2,a3 =5etry =rg=r3 (g,g,g) (g,g,g)
(l 1 u) (l 1 l)
a1 =1l,as =2,az3 =5et r; #r3, ro #r3 27,9710 2:92:10
(l 2 ﬂ) (l 2 1_9)
a; =1l,as =2,az3 =5et r; #r3, ro #r3 273730 273730
a; =1l,ag =2,az3=5et ry #r3, r2 #r3 (%,%71) (§’%,%)

: 11 11 11 7

Optimum (r1,7,73) (3:3:10) (3:310)

FIGURE 3.8

Recouvrement

My +U(%,§,%) O L, cf. Tableau 3.2

FIGURE

3.9
Mpp—i—U(%, %, %) D L, cf. Tableau 3.2

Recouvrement
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FIGURE 3.10 — Recouvrement FIGURE 3.11 — Recouvrement
My, +U(%,%,%) D L, cf. Tableau 3.2 Mpp—l—U(%,%,llO) D L, cf. Tableau 3.2

3.3.3 Interprétation des résultats obtenus

Comme dans le plan, les recouvrements obtenus en 3-D d’une portion du

plan L = {(1'1,1’2,F<SL‘1,£L‘2)) €R3; F(x1,20) = %ﬂ} en utilisant le nombre
entier le plus proche comme discrétisation offre une transcription discrete plus
raffinée et plus petite que le recouvrement obtenu en utilisant la fonction plancher

comme discrétisation.

Nous remarquons aussi que la taille de I’élément structurant devient plus petite
avec le nombre entier le plus proche qu’avec la fonction plancher pour tout choix

de la forme de 1’élément structurant.

Une autre remarque est que lorsqu’on considere un cube comme 1’élément
structurant dont ’arrét est ¢ = 1 c’est-a-dire r1 =ro =1r3 = %, on constate que
les recouvrements obtenus, pour les exemples considérés, ne contiennent pas par-
faitement ce plan. Les figures suivantes donnent une illustration des exemples de

recouvrement partiel du plan.

68



Extension de la notion de Recouvrement

FIGURE 3.12 — Autre exemple pour FIGURE 3.13 — Autre exemple pour
ar =3, ag =2 et ag =4 on a : a1 =3, ag =2 et ag =4 on a :
Myu+U(3,3,3) 2 L. My +U(3,4,4) D L.

FIGURE 3.14 — Autre exemple pour FIGURE 3.15 — Autre exemple pour
ar =1, ag =2 et a3 =5 on a : a; =1, ap =2 et a3 =5 on a :
My +U(,3.5) L. My, +U(3.3,5) B L.

Ces quatre exemples ci-dessus montrent des recouvrements partiels du plan. Ce
qui justifie 'importance de la prise en compte des caractéristiques locales du plan
(I'inclinaison du plan) concernant le choix sur la taille de 1élément structurant. Les
figures 3.12, 3.13, 3.14 et 3.15 montrent respectivement les parties (ombreuses) du

plan non couvertes par ces recouvrements.
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CHAPITRE 4

CONVEXITE DEFINIE PAR
CONVOLUTIONS

4.1 Introduction

Les relations entre 'opérateur de Jensen et 'operateur DyD,, qui sont déja
établies pour des fonctions d’'une seule variable, semblent étre tres compliquées
en dimensions supérieures. Pour n = 1, Christer O. KISELMAN a demontré dans
son article [21] que DyD,f > —1 si et seulement si Jy ,f > —1, a partir duquel
|DpDqy f| < 1siet seulement si |J) ,f| < 1.

Pour généraliser ces notions en dimensions supérieures, nous allons utiliser la
convolution qui donne un bon cadre de travail a la fois avec les opérateurs de
différence de second ordre et I'opérateur de Jensen pour la caractérisation de la

convexité.
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4.2 Les opérateurs de différences

Définition 4.2.1. Pour tout a € R" on définit un opérateur de différence

Dy: RR" 5 RR" par
(Dof)(z) = f(z+a)— f(z), z€R" ,a € R", f e RF". (4.2.1)
[
SiaeZ" D, opere aussi de RZ" 3 RZ" et de ZZ" a 72" ; on utilisera le méme

symbole pour sa restriction de RZ" o 72",

Opérateur de différence de second ordre

La composition de D, et D; prend la forme d'un opérateur de différence de

second ordre défini par

(DyDof)(x) = flz+a+b)— f(x+b)— f(x+a)+ f(z), (a,b) € Z" x Z", f e RF".
(4.2.2)

Définition 4.2.2. On définit un opérateur de Jensen J), y: RR" — RRn, ou

p= (W, ... p®) e (R"F et A= (\1,...,\;) € R¥ en dimensions supérieures par
k n
(Jpaf)(x Z fla+pY)) = f(z), feRF (4.2.3)

ou Z§:1 Aj=1, 020, 5=1,... )k, et Z?:l )\jp(j) = (0 avec k un nombre entier

quelconque et d’apres Carathéodory, on peut réduire £ =n+ 1 points. O]

4.3 Convexité définie par convolutions

Les définitions générales des opérateurs dans la section 4.2 peuvent étre expri-

mées comme étant un produit de convolution. Cependant, nous avons besoin de
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définir d’abord une autre fonction p: Z" — R ayant un support fini non vide et
qui annule toutes les fonctions affines.
Nous rappelons qu’étant données deux fonctions f,g: G — R, on définit leur

produit de convolution h = f* g par

hz)=(fxg)(x)= > fly zeq, (4.3.1)

Y+z=x

qui donne une somme finie si le nombre des couples (y,z) tel que y+ 2z = et
f(y)g(z) soit non nul est fini. Une fagon plus simple de parvenir a cela est de
supposer que I'une des fonctions f et g soit nulle a 'extérieur d’un sous-ensemble
fini de G. Lorsque G = Z", une situation plus commune est que f et g soient nulles
a l'extérieur d'un cone saillant {z € Z"; a-x > ||z||} pour un a € R", o # 0. Alors
le produit f(y)g(x —y) est non nul lorsque a -y > |ly|| et a-(x —y) = ||z —y||, cela
implique que

Iyl <a-y<a-z—lz—yll<a-z,

donc, pour tout point x, pour seulement un nombre fini de y.

Si G =Z" alors I’ensemble des points pour lesquels la fonction f est non nulle
est le support et est noté par supp f.

Le symbole de Kronecker delta 6, est défini par d4(a) =1 et d,(z) = 0 pour
x # a, et satisfait 9, %0y = d44p. En particulier dg est un élément neutre : f*dg = f
pour tout f; plus généralement f +— d,* f est la translation de f par le vecteur a :
(0a* f)(z) = f(x—a).

Si deux des trois fonctions f,g,h sont nulles a I'extérieur d’un ensemble fini, la
loi associative fx(g*h)= (f*g)=*h est verifiée. Cependant, si g, f*g et gxh ont
un support fini, les produits (f*g)*h et f*(g*h) sont bien définis mais n’ont
pas besoin d’étre égaux. Ce n’est pas toujours le cas, comme le montre ’exemple
suivant sur Z : 1% ((dp—01)*H) =1%x0pg=1et (1% (dp—01))*H =0+ H =0, ou
H(z) =1 pour x >0, H(x)=0 ailleurs.
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Définition 4.3.1. Soit G un groupe abélien et M un ensemble de fonctions
i G — R, telle que chacune d’elles soit nulle a I'extérieur d’un ensemble fini. On

dira qu'une fonction f € R est M-positive si p* f > 0 pour tout u € M. ]

Si une fonction f est M-positive, elle est aussi N-positive pour un ensemble
plus vaste N ={u*p; u € M et p est non négative et disparait a 'extérieur d’un

ensemble fini}.

Exemple 4.3.2. Un exzemple simple est lorsque M = {d,}. Alors f est M -positive
st et seulement si f(x) =0 pour tout x. Si G =17 et M ={d_1 — o}, les fonctions

M -positives sont exactement les fonctions croissantes. [

Exemple 4.3.3. Si on prend G =R" et
M ={(1=X)dg—0c+A0p; a,b,ceR" c=(1—Na+Ab, 0 << 1},
une fonction est M -positive si et seulement si elle est conveze. O]

Exemple 4.3.4. Si on prend G =7" et

= Z 0gq — 2n0,
a€Z
lalli=1
alors pux f est un analogue discret du Laplacien Af et dans ce cas les fonctions

{p}-positives sont des analogues sur Z™ discrets des fonctions sous-harmoniques

sur R™ ; cf. [18] (Kiselman 2005). O

Il est clair que I’ensemble des fonctions M-positives est une cone convexe : si
f,g sont M-positives et pour t > 0, alors f+tg est M-positive. Aussi, la classe est

invariante par translations. Plus généralement on a

Proposition 4.3.5. 57 f: G — R est M-positive et g: G — R est N-positive; si
f*g est bien défini alors il est M x N-positive, o, M N ={pu*xv; u€ M, v e
N}. O]
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On suppose habituellement que toutes les constantes sont M-positives. Cela a
lieu si et seulement si
Y wy)=0, demémeque Y put(y)=> n (y) (4.3.2)
yeG yeG yeG
pour tout g € M, ol nous avons écrit ut =max (11,0), = = max (—p,0). On peut
exprimer cela par le fait que pu* et u~ ont la méme masse : ||[u*||1 = ||p~ |1
Lorsqu’on définit la convexité sur Z" il est naturel d’exiger que toutes les
restrictions a Z" des fonctions affines sur R" soient M-positives. Cela se passe
lorsqu’a la fois (4.3.2) et
> wy)y=0, demémeque Y pt(yy=7 p (y)y, (4.3.3)
yeG yeG yeG
sont vérifiées pour tout pu € M. On peut exprimer cela par le fait que pu™ et pu~
ayant le méme barycentre, le poids des points sur le support étant les valeurs de la
fonction respective. En effet, sauf dans le cas non intéressant p = 0, le barycentre
de u™ est

+
¢ = bary(;t) Xty

- Tut(y)
et S ut(y) = (y) selon (4.3.2).

On résume ces arguments dans une proposition :

Proposition 4.3.6. Soit une fonction u € RZ" quec un support fini. Alors pxh=0
pour toutes les fonctions h € RE" qui sont les restrictions des fonctions affines si

et seulement si (4.3.2) et (4.3.3) sont verifiées.

On dira brievement que p annule toutes les fonctions affines s’il satisfait les
conditions de la proposition.
Le moment centré d’ordre 2 (ou la variance) de ™ et = sont parfois intéressants.

Lorsque G = Z" ils sont définis par

SutWlly—cl3 et > pu= )y —cll3,
Y )
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ol ¢ est le barycentre commun. Ils mesurent la facon dont les fonctions sont réparties.
Si la premiere est plus grande que la seconde, les fonctions M-positives rappellent
les fonctions convexes.

Nous pouvons écrire la condition M-positivité de la fagon suivante
YW fa—y) =Y Wfle-y), w€G  peM. (4.3.4)
y y
Si f prend des valeurs infinies, on remplace cette condition par

St —y) =Y W fa—y),  xeC. pel. (43.5)
Yy Y

ou Zt]- désigne la somme supérieure du nombre fini de termes ¢; € Ry = [—o00, +00],
définie comme étant la somme usuelle si tous les termes sont finis; par 400 si 'un
des termes est égal a +00; et —oo si 'un des termes est égal a —oo et tous les

autres sont < +o0o. Lorsqu’on n’a que deux termes, on écrit t1 +t9 pour th.

Définition 4.3.7. Etant donné un ensemble M de fonctions tel que le support de
1 soit fini pour tout p € M, on dira que f € R!G est M -positive au sens généralisé
si (4.3.5) est verifiée. O

On dira qu'un opérateur f— px* f est un opérateur de Jensen si =~ = . pour

un ¢ € G. Donc la {u}-positivité pour un tel p signifie que
Yutwfa—y) = fle—c),  weG;
y

pour ce cas, (4.3.2) signifie que ||[ut]1 =X put(y) =1, et (4.3.3) indique que le
barycentre bary(u™) de ut est c. La fonction p=pu*™ —p~ = p™ —§. pourra étre
appelée une fonction de Jensen cf. 4.2.2.

Quand on travaille sur R, I'inégalité de Jensen s’applique a trois points. Etant
donnés deux points a et b puis le point(1 —A)a+ Ab, A €]0,1[, sur un segment

rectiligne entre eux. Ceci fonctionne aussi avec des fonctions a variable entiere,
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en prenant A = (bfka), k=1,....b—a—1. Cependant, des que nous sommes sur
Z™, n > 2, on n’a pas nécessairement un point a coordonnées entieres entre a,b € Z",
donc l'inégalité de Jensen ne peut pas étre appliquée.

Il existe deux facons essentielles pour surmonter ces difficultés. Soit on considere
certaines discrétisations du point (1 —\)a+ A\b, ou bien on prend plus de points
dans I'image. La premiére alternative a été exploitée par Miller (1971 : 168). Ici
on suivra la derniére voie : on utilisera les n+ 1 points donnés sur Z" et alors on

prendra les barycentres de ces derniers.

Proposition 4.3.8. Pour tout M C P (RY), dont les éléments sont a support fini,
les fonctions M -positives de G — R forment un cone conveze. Plus généralement,
si f,g € R!G sont M -positives au sens généralisé, alors leur somme supérieure [+ g
l’est ausst.

Si M est constitué uniquement des fonctions de Jensen, le supremum de toute

famille des fonctions M -positives au sens généralisé est dans la méme classe.

Démonstration. C’est facile de voir que les fonctions M-positives forment un cone
convexe. Maintenant soit { f;};e.s une famille de fonctions M-positives, et f désigne

leur supremum. Alors pour tout j € J et toute € M on a

St (y) flw — Zu y) fi(x—y) Zu y) fi(r—y) = fi(x—cu)

ou ¢, et le seul point ou y soit négative. Puisqu’on a maintenant un seul terme a

droite, alors on peut prendre le supremum sur tout j € J. O

Exemple 4.3.9. On prend G =17 et on définit p =099 —0-1—0_2+0d_3. On définit
flz)=—x—2pourx < —1, f(0)=1 et f(x)=2x—2 pour x > 1. Alors f et 0 sont

-positives, mais pas leur maximum f+. O]
{n}-p : p

Exemple 4.3.10. On prends G =72 et on définit ju= 9(0,0) — 0(1,0) — 0(1,1) T 9(2,1)-

Alors f(x) =2x9—1x1 et g =0 sont {u}-positives, mais leur maximum (fV g)(x) =

+

(2x9 —x1)™" ne lest pas.
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Ces exemples montrent qu’en général la classe des fonctions A-latéralement

convexes définie dans 4.3.13 ne permet pas la formation de maxima.

4.3.1 Moments des fonctions

Pour une fonction p: R™ — C donnée avec support fini on définit ses moments

d’ordre 0, 1 et 2, notés MO (y), M;l)(,u), Mfk,)(u), comme suit.

MOy =Y w@), M =Y wez;,  j=1...n,

TeR” TeR™

2 .
MY =Y w@)zer, k=10
ZER'H‘

Donc MO (1) et M ](1)(,1;) sont nuls pour tout j si et seulement si 1 annule toutes
les fonctions affines.
En toute dimension il existe des fonctions avec tous les moments d’ordre 0, 1, 2

nuls, par exemple en dimension n =1
=501 — 82+ 303 +5H0_1 —8)_2+3d_3.

A partir de cet exemple on trouve facilement des exemples pour tout n > 2.

Polynémes de degré deux

Pour toute fonction p qui annule toutes les fonctions affines et tout polynome

P de degré deux la convolution p* P est constante. Plus précisement, si
P(x) = ZAj,kinik plus une fonction affine,

on a
2
pox P =30 A M3 (),
ou M ](Qk) (1) sont les moments d’ordre deux de p. Cette observation va nous servir

dans I'exemple suivant.
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4.3.2 Fonctions i avec deux points dans le support de u~

Proposition 4.3.11. Soit n: R™ — R une fonction a support fini qui annule toutes
les fonctions affines. Supposons en plus

(1) que M =377 M](?j)(u) est non nul et

(2) que le minimum de p est atteint en un seul point.

Alors, si p~ est non nulle en deux points, il existe deux fonctions {u}-positives

telles que leur mazimum n’est pas {u}-positive.

Démonstration. Soit pu(a) <0 et u(b) <0, a # b. Pour simplifier ’écriture on peut

supposer que a = 0. On définit alors
f(x)=Allz|3 —ado+ 80y, xR,

ou «,f > 0. Sans perdre de généralité on peut supposer que M >0 et on va
choisir une constante A > 0. Donc f(0) = —a < 0, f(=b) = A||=b||3+5 >0 et
f(z) = Al|z||3+ B6_p(x). On obtient

(n* f)(z) = AM — ap(z) + Bu(z +b),
ou AM peut étre n’importe quel nombre > 0, et
(ux f)(x) = AM + Bu(z +b).
Pour que f soit {u}-positive il faut et il suffit que
AM > ap(z) — fp(x +b) pour tout z € R™.

Comme la fonction qui vaut zéro partout est toujours {u}-convexe, on veut que
f =max(f,0) ne soit pas {u}-convexe. On voit que (u* f)(x) est une quantité

négative pour un point z ssi

AM < —pinf p = f|inf pl.
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On peut supposer que inf g = ©(0) ou que inf u = p(b). Les deux cas sont pareils ;
supposons que inf u = p(b).

Pour que f soit {u}-positive et que f ne soit pas {u}-positive il faut et il
suffit que

—Bu(b) > AM > ap(z) — Bu(z+b) pour tout x € R"™.
Comme M > 0 on peut choisir A tel que cela soit vrai si
Bu(z+b) — pu(b) > ap(x) pour tout =€ R"™.

Comme l'inégalité est valable pour x = 0, ceci est une conséquence de I'inégalité

. (e
;Jl;fbu(:v) —p(b) > 5P

ce qui est vrai si p(b) <infyzp(z) (hypothese (2)) et sile quotient 3 est suffisam-
ment petit. Le résultat est donc démontré sous les deux hypotheses spéciales (1) et

2). O

4.3.3 Opérateurs de différence définis comme produit de

convolution
Ici, on étudiera deux cas particuliers des opérateurs de convolution : 'opérateur
de différence de seconde ordre et I'opérateur de Jensen.
L’opérateur de différence D,, défini par (4.2.1), fonctionne pour toute fonction

f: G — R définie sur un groupe abélien G. On remarque que lorsqu’on prend

it =10_q— 09 et on trouve que D, est un opérateur de convolution défini par
Dof =p*xf=(0_q—700)*f. (4.3.6)

La fonction p=d_, — dg satisfait (4.3.2) mais, si G = Z", elle ne vérifie pas (4.3.3).
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On a aussi 'opérateur de convolution pour Dy D, défini en (4.2.2) en considérant

P=0_q p—0_q—0_p+ 0y et on obtient
DyDof = px f = (0—a—p—0-a—0-p+d0)* [. (4.3.7)

Cette p satisfait (4.3.2) et (4.3.3) et donc annule toutes les fonctions affines. Le
barycentre commun de put et u~ est ¢ = —%(a—i—b) et les moments centrés d’ordre
2 sont respectivement,

sla+0l3 et 3lla—bl3.

On peut donc s’attendre que les opérateurs Dy D, avec ||a+b||3 > ||a — b||3 pourront
étre utiles quand on veut définir les propriétés similaires de la convexité, aussi avec
lla+b||3 < |la—b||3 quand on veut définir les propriétés similaires de la concavité,
tandis qu’avec égalité, les seconds moments jouent d’autre role. Réciproquement,
ils peuvent étre utilisés pour distinguer les fonctions affines sur ’espace vectoriel

de dimension finie, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 4.3.12. Considerons une fonction a valeur réelle f: 7' — R. Alors
f est la restriction d’une fonction affine H: R™ — R si et seulement si elle satisfait
le systeme

D D, ) f =0, 1

N
.
N
ES
N
S

de %n(n—l— 1) équations différentes. ]
Démonstration. Un sens est trivial. Pour I'autre, on considere d’abord I'équation
D D) f=0.

Cela implique que f(z)=a-x+ (), on 2’ = (z1,...,2,—1). On applique mainte-

nant D, D, f =0, j=1,...,n—1, a cette expression et on trouve que

D.;yD. =D, ja(z') =0,
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tel que « soit indépendant de x;, donc une constante. Finalement on applique
DD, 0<j<k<n—1,a f(z)=a-z+p(2), ce qui rend D D, ;) [(z") =0.
Par hypotheése d’induction cela implique que 3(z') = f1z1+ - + Bn—12Tpn—1+7, et

c’est ainsi demontré. O

Un résultat similaire vérifie pour les fonctions & variables réelles de classe C?,
avec la méme preuve.

Il est clair que moins d’équations que %n(n +1) ne pourra pas le faire. En effet,
la fonction f(x) = x,x4 n’est pas affine mais satisfait a toute D x) D, ;) f = 0 sauf
lorsque {j,k} = {p,q}. Donc une fonction affine peut étre seulement définie par un

tel systeme spécifique sur les équations de différence des que n > 1.

Définition 4.3.13. Soit G un goupe abélien et A un sous-ensemble de G x G. On

dira qu'une fonction f: G — R est A-latéralement convexe si
DyD,f >0, (a,b) € A.
Une fonction f: G — Ry est dite A-latéralement convexe au sens généralisé si
f@)+ f(x+a+b) > f(z+a)+ f(z+D), reG, (ab)€A.
O

Ici on obtient I'opérateur de convolution pour l'opérateur de Jensen dans la

définition 4.2.2 de la page 72 par
n
=3 Ajd_,i) — o, (4.3.8)
=0

on voit que la masse de ut et p~ sont égales si et seulement si leur somme se
résume a 1. Le barycentre de = est égal a 0, et les barycentres de u™ et p~
coincident si et seulement si Z)\jp(j) =0. Soit f: R® - R, on écrira brievement

px* f = J,f pour tout opérateur de Jensen.
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Si H est une fonction affine, alors J,H = 0. Réciproquement, si J,f = 0 pour
tous les (n+ 1)-uplets de p, alors f est la restriction d’une fonction affine.

Si H est une fonction affine qui prend les mémes valeurs que f aux n+ 1 points
z+pU), alors (J,f)(z) = H(x) — f(z). Si les points sont affinement indépendants,

H est unique, mais le résultat est verifié méme s’ils sont affinement dépendants.

4.3.4 Graphes et épigraphes

Pour toute application f: X — Y d’un ensemble X sur un ensemble Y on

associe son graphe,

graphe(f) = {(v,y) € X xY; y= f(z)}.

La relation entre les fonctions et les ensembles est fournie par la notion de 1'épigraphe
fini. Pour toute fonction f: X =Y, ot Y CR et ¥{ =Y U{—00,+00}, on associe

son épigraphe défini par
epi(f) ={(z,y) € X xV;; f(z) <y} C X xR,
et son épigraphe fini défini par
epi’ (f) = {(z,y) € X x Y f(z) <y} =epi(f)N(X xY)C X xR.

Notons que —oo et +00 ne sont jamais éléments d'un épigraphe fini. (L’épigraphe fini
d’une fonction constante +oo est vide.) Si le codomaine de f est un sous-ensemble

de R, alors bien stir
epi(f) = epi® (f);

le superscript ¥ n’est pas nécessaire. On aura aussi besoin de I’ épigraphe fini stricte :

epif (f) ={(z,y) € X xY; f(z) <y}
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4.3.5 Fonctions convexes

Une fonction f: R” — R, est dite convezxe si son épigraphe fini est un sous-
ensemble convexe de R™ x R. Etant donnée une fonction f: X — R, ou X CR", la
plus grande fonction convexe F': R" — Ry telle que F|x < f sera applée enveloppe

conveze de f et sera notée par cvxe(f). En général on a

cvxe(f)(z) = inf (y; (2,y) € cvxh(epi®(/))) (4.3.9)
et

epil (cvxe(f)) = cvxh(epil (f)) C cvxh(epi¥ (f)) C epi¥(cvxe(f)). (4.3.10)

4.3.6 Convexité discrete

Nous allons maintenant généraliser la notion de la convexité comme suit

Définition 4.3.14. Soit W un sous-ensemble de R", une partie A de W est

W-conveze il existe un sous-ensemble convexe C' de R" tel que A=CnNW.

Lorsque W = R" on obtient la convexité usuelle ; lorsque W = (), seul I’ensemble
vide est W-convexe. Dans cette these, on s’intéresse a des cas W =Z" et W =
Z xR,

L’ensemble convexe C' n’est pas déterminé par A, et il est souvent convenable de
prendre le plus petit ensemble convexe qui peut bien nous servir dans la définition ;
cet ensemble est cvxh(A), I'enveloppe convexe de A pris dans R"™. Puisqu’on a

toujours A C cvxh(A)NW, W-convexité de A équivaut a l'inclusion
cvxh(A)NW C A. (4.3.11)

k(A) = cvxh(A)NZ" définit une fermeture k: (W) — L (W).
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4.4 Quelques relations entre les opérateurs

Dans cette section, nous allons démontrer les équivalences entre certaines
propriétés définies par Christer O. KISELMAN (2011) [21], on donnera aussi quelques

notions sur les propriétés relatives en dimensions supérieures.

Proposition 4.4.1. Si F': Z'" — R est une fonction quelconque et f = |F'| : Z" =7
la fonction plancher associée a F, alors |Jf —JF| <1 et |DyDof — DyDoF| < 2.

J = J, \ désigne un opérateur de Jensen. [
Démonstration. Cela est clair compte tenu des inégalités —1 < f — F' < 0. O]

Proposition 4.4.2. Si f F': 7Z" — R est la restriction d’une fonction affine, c’est-
a-dire, de la forme F(x) =« -x+c, x € Z", pour des « € R™ et c € R, alors f = | F|
satisfait |Jf| <1 et |DyDqf| <1 pour tout a,b € Z". ]

Démonstration. Puisque F' est une fonction affine alors JF' =0 et DyD,F =0;
aussi de la proposition 4.4.1, on a |Jf| <1 et |DyD,f| < 2. Cependant, DyD, f

prend seulement les valeurs {—1,0,1}, par conséquent on a |DyD, f| < 1. O

Proposition 4.4.3. Si F': Z™" — R est la restriction d’une fonction convexe R"™ —
R, alors f = |F| satisfait Jf > —1 et DyDqf > —1 pour tout a,b € Z" qui sont
paralléles. [

Démonstration. On a JF >0 et DDy F > 0 pour tout couple a,b désigné, on
obtient Jf > —1et DyD,f > —2. Cependant Dy D, f prend seulement les valeurs

entieres, donc on doit avoir DyD,f > —1. n

La condition que Dy D, > —1 pour tous les a,b paralleles est donc necéssaire
pour que f soit la fonction plancher d’une fonction extensible convexe. Mais cela
n’est pas de méme avec la condition que DyD,f > —1 pour tout a,b. Cela est

montré par f(z) = |1 — 2x2|, ¥ € Z%, qui satisfait D1,1yD1,0)f(0) = =2
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On note que, lorsque a et b sont linéairement indépendants, alors Dy D, f peut
prendre des valeurs arbitraires aussi grandes que possibles aussi bien que des valeurs
négatives aussi grandes que possibles pour les fonctions f extensibles convexes.
(Prenons f(z) =C|(azg —b2)x1 — (a1 —b1)xa| et f(z)=C|(ag+b2)x1 — (a1 +b1)z2|,
respectivement. )

Donc on a besoin a priori d’étudier deux fonctions différentes : DD, f > —1
pour tous les a,b; et les mémes inégalités sont valides que si a et b sont paralléles.

C’est un probleme de caractériser les fonctions A — R qui sont extensibles
convexes ; un autre probleme de caractériser la classe des fonctions A — Z des
fonctions planchers des fonctions extensibles convexes. Le premier probleme n’est
pas difficile en utilisant les opérateurs de Jensen; le deuxieme est plus subtile

(Klette and Rosenfeld (2004)[23], Brimkov et al. (2007) 2-planes in 3-space)|7].

4.5 Inverses supérieure et inférieure

Soit W une famille des sous-ensembles de R", donc W C Z(R"™). On définit
c:W— PR et §: P(2") — P(R") par
c(A) = cvxh(A), Ae W,
§'(A)=A+U, Ae 2(Z").

Ici, U est la boule unité ouverte pour la métrique [*°. L’application ¢ est une
restriction de I’enveloppe convexe mais n’est pas une dilatation en général. Par
contre § est toujours une dilatation. En plus, ¢’ est croissante ( Définition 1.3.1 de

la page 13), ce qui signifie que
§(A)cd(C) = AcC, A, Ce2(7").

Pour l'inverse supérieure et 'inverse inférieure, se référer respectivement de (1.4.1)

et (1.4.2) de la page 15.
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Comme toujours on a 5{_” 00" > id p(zn), mais aussi on a 5{_1] 00" =id p(zn)
(Kiselman 2010 : Proposition 6.3).

Déterminons les inverses ¢;_y) et 5{_1] :

c-1)(B) = U (4; cvxh(A) € B)=BnW;
AeW

0_y(B)= U (4 A+UC B)=ey(B)NZ".
ACzn
Maintenant on forme les compositions :

K(A) = (c—yjoc)(A) = cvxh(A)NW, AeW;
K'(A) = (5{_1] 00 )(A)= |J (A A+UC A+U)C A

AcCzn

ol x et k' sont toutes les deux cleistomorphismes (cleistomorphisme=fermeture et
anoiktomorphisme=ouverture) : ¥’ est obtenue a partir du résultat (Kiselman 2010 :
Corollaire 6.14) ; x est facile & démontrer a partir des propriétés de I'enveloppe

convexe.

4.6 W-convexité

Un sous ensemble A de W C R" est par définition W-convexe si
cvxh(A)NW C A, ACW, (4.6.1)

d’apres la définition 4.3.14.

On note deux cas particuliers lorsque W =Z" : A C Z" est dit Z"-convexe si
cvxh(A)NZ" C A, AcCz". (4.6.2)

Une autre propriété importante des sous-ensembles de Z" est la propriété de la

corde de Rosenfeld (1974)[32]. On la déclare comme suit

corde(A) C A+U, Ac7? (4.6.3)
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et facilement généralisée en toute dimension par
corde(A) C A+ U, AcCz". (4.6.4)

Iei, U={x € R™; ||z||oo < 1} est aussi la boule unité ouverte pour la métrique [*°.
Cette propriété a initialement été définie pour le cas n = 2 et lorsque A est un arc
dans Z?. Cependant, cette propriété fonctionne bien pour tout sous ensemble de Z2.
Finalement, sa généralisation en dimensions supérieures ne pose pas de probléme
pour tout sous-ensemble A de Z™. C’est un analogue discret de la propriété de la
corde d’Euclide c’est-a-dire corde(A) C A, caractérisant la convexité usuelle sur
R”, et, de concert avec la minceur, la caractérisation des lignes droites dans R2.
Notons que I'application A — corde(A)NZ"™ n’est pas idempotente.

Une propriété formellement plus forte est
cvxh(A) C A+ U, AcCZ". (4.6.5)
Considérons ces propriétés suivantes
(b+U)NZ" C {x € R"; z; =bj, pour tout je J(b)} beR", (4.6.6)
ou J(b) ={j € [1,n]y; bj € Z}. Il résulte de (4.6.6) que

(B+U)NZ" C | J{z €R"; zj =bj, pour tout j€ J(b)} BeR". (4.6.7)
beB

En particulier,

(b+U)NZ" = {b} si beZ. (4.6.8)
On peut généraliser (4.6.8) a W, par
(B+U)NW =B si BeW, (4.6.9)

fourni maintenant U comme étant un ensemble dont (i) 0 € U et (ii) a—b € U, a,b €

W implique que a = b. Cela est possible si deux points différents de W ont toujours
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une distance minimale positive ; autrement, si W est en général un ensemble discret,
on aura a expérimenter avec 1’élément structurant qui varie avec le point considéré.

On peut généraliser cela a W et d’ou la proposition suivante.

Proposition 4.6.1. La propriété (4.6.5) implique la propriété de la corde (4.6.4)
et la 7" -convezité (4.6.2). Mais la Z"-convezité, (4.6.2), n’implique pas la propriété

de la corde (4.6.4).

Démonstration. 11 est clair que (4.6.5) implique la propriété (4.6.4) du fait que
corde(A) est un sous-ensemble de cvxh(A).
Maintenant supposons que (4.6.5) est verifiée pour un certain sous-ensemble A

de Z". Alors
cvxh(A)NZ" C (A+U)NZ",

et 'ensemble & droite est egal 'ensemble A au vue de (4.6.9). Cela montre que A
est Z"-convexe.

L’ensemble {(0,0),(2,1)} C Z? est Z>-convexe, mais n’a pas la propriété de la
corde. O

Lorsque n = 2, Kiselman a démontré dans (Kiselman 2011)[21] que la propriété
de la corde implique la Z2-convexité. Lorsque n = 3, il s’avere que cela n’est pas

toujours vrai comme le montre ’exemple suivant :
Exemple 4.6.2. Soit A un sous-ensemble de 73 avec 7 éléments
a=(0,0,0),(0,1,0),(1,1,0), b=(0,2,1),(1,2,1),(2,1,1) et c=(3,1,2).

Le point
t=(1,1,1)=ta+3b+3c

appartient a l'enveloppe convexe de A. Et I’ensemble A a la propriété de la corde;

on a |[x,y] C A+ U pour tout x,y € A.
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Ce qui signifie que la (naive) généralisation de la propriété de la corde (4.6.4)
a partir de n = 2 en dimensions supérieures est mauvaise. De préférence, il est
judicieux de remplacer (4.6.4) en dimensions supérieures par (4.6.5). Pour n =0, 1,2
les deux propriétés sont équivalentes mais par contre pour n > 3, (4.6.5) définit

une propriété plus forte et naturelle.

Définition 4.6.3. Etant donné un sous-ensemble X de R", un sous-ensemble Y
de R, et un sous-ensemble W de X x Y, on dira qu’une fonction f: X — Y] est
W-convexe si son épigraphe fini est un ensemble W-convexe dans le sens de la

définition 4.3.14. O

Donc f est W-convexe si et seulement si cvxh(epif (f))NW C epi® (f); cf.
(4.3.11). On remarque ici que pour W = Z?, la condition epil (cvxe(f))NZ? C
epiF( f) est trop faible pour donner des résultats raisonnables, alors que la condition
epif (cvxe(f))NZ? C epif (f) est trop forte; cf. (4.3.10).

Lorsque X est ’ensemble R™, Y est ’ensemble R et W =R" x R, donc pour la
(R™ x R)-convexité, on obtient la convexité usuelle pour les fonctions F' € ]R%Rn.

Pour des fonctions définies sur Z" a valeurs dans R, il existe une simple

caractérisation de (Z" x R)-convexité en termes de prolongement.

Proposition 4.6.4. Une fonction f: Z"™ — R est (Z" x R)-conveze si et seulement
si elle admet un prolongement (R"™ x R)-conveze, donc un prolongement F': R" — R,

qui est convexe dans le sens usuel.

Démonstration. Si F': R™ — Ry est convexe, on montrera que sa restriction f = F|zn
est (Z™ x R)-convexe, c’est-a-dire que (z,y) € cvxh(epi¥ (f))N(Z" x R) implique
que (z,y) € epif (f). Puisque epi® (F) est maintenant convexe, 'enveloppe convexe
de epif (f) = epif (F)N(Z" x R) qui est incluse dans epif (F). Donc si (z,y)
appartient a cvxh(epi® (f)) N (Z" x R), alors il appartient aussi a epi¥ (F) N (Z" x
R) = epi® ().
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Réciproquement, supposons que f est (Z" x R)-convexe et notons par F =

cvxe(f) son enveloppe convexe. Lorsque = € Z", (4.3.9) montre que

F(x) =inf(y; (z,y) € cvxh(epi®(f))) = inf(y; (z,y) € epi® (f)) = f(x).
0

Pour la (Z x Z)-convexité, il n’existe pas de simple caractérisation comme celle
de la proposition 4.6.4.

Compte tenu de la proposition 4.6.4, une fonction (Z"™ x R)-convexe peut ad-
mettre des prolongements convezes, cf.[22] (Kiselman & Samieinia 2010). Cependant,
on se rappelle du fait que Murota (2003 : 93) a utilisé ce terme dans un autre sens

plus étroit comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 4.6.5. On définit une fonction f: 7> — ZU{+oo} par f(x1,0) =0 pour
tout x1 € Z, £(0,1) =0, f(1,1) =1, et f(x) = +o0 pour tout autre point x € Z?.
Cette fonction a un prolongement conveze cvxe(f): R? — RU{+oc} ; elle est donc
(Z2 x R)-convexe. Mais ce n'est pas un prolongement convexe dans le sens de Murota

(2003 : 93), pour la fonction f construite dans la définition (3.56) elle satisfait

f(1,1)=0<1=f(1,1) = (cvxe(f))(1,1).
O

Nous devons donc prendre soin de ne pas confondre un prolongement convexe
dans le sens de Murota & un prolongement convexe cvxe(f). On a toujours f <
cvxe(f) sur R", et I'inégalité peut étre stricte méme avec certains points entiers
comme nous ’avons vu. La fonction f est toujours semi-continue inférieurement,
alors que I'enveloppe convexe de cvxe(f) n’a pas besoin de 'étre. En fait, f est la
seconde transformée de Fenchel de f.

Notons que f > —o0. Si on permet a ce que —oo soit une valeur de f, il existe des
exemples simples méme & une seule variable : on définit g: Z — Z par g(0) = —oo,

g =400 in Z~{0}. Alors g = —00 < 400 = cvxe(g) dans Z . {0}.
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Pour toute fonction f € Z!Z on associe la fonction g € ]R!Z prenant les mémes
valeurs. Alors epif (f) = epi¥ (¢)N(Z x Z) C epi¥ (g) avec une inclusion stricte, sauf
lorsque les deux épigraphes finis sont vides. Cependant leurs enveloppes convexes
sont les mémes. C'est par ce que, pour chaque (p,p’) € epi¥ (f), le rayon entier
(p,p')+ L, lorsque L = {(0,2") € R?; 2/ > 0}, est inclus dans cvxh(epi¥ (f)), de telle
sorte que les enveloppes convexes a la fois peuvent étre décrites comme 1’enveloppe
convexe de I'union de tous les ensembles (p,p’) + L avec (p,p’) variant dans epi® (f).

(Lorsque f(p) est fini, on peut prendre p’ = f(p).)
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CHAPITRE 5

LES HYPERPLANS DIGITAUX

5.1 Tranches dans 1’espace euclidien

Pour décrire les hyperplans discréts on a besoin de considérer les tranches dans

I’espace euclidien : ce sont des hyperplans engraissés. On fixera maintenant quelques

uns parmi ces hyperplans.

5.1.1 Tranches dans une position générale

Considérons les tranches sur R?*1 :

T=T(x,f,7)={z eR"™; < a-z <7},

T =T*(,8,7) = {z e R""; <z <y},
T* :T*(O%ﬁﬁ) :{.73 GRTH—I; 5 <a-x ng}a
TF =T, B,7)={z e R"; B<a-z <)

On note que T*(«, 8,7) = Tu(—a, — 3, —7) = —Ti(a, — 3, —7).
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On aura aussi besoin de parler des hyperplans réels
T(a,B8,8) ={z eR"™™ a-x =8}, T(ay,7)={zreR"; a2 =19}

Si <y, onaT(a,B,7)=T(c,B,7)UT(a,3,8)UT(cx,7,7).

On définit I'épaisseur d’une tranche T'=T(a, 3,7) avec a # 0 et 5 < par

épaisseur(7T') = M,

el
et de méme pour 7%, T, et T7. Tout ensemble fini A de R"*! est inclus dans une
ou plusieurs tranches T'(«, 3,7) d’épaisseur minimale. Chacune d’entre elles peut
étre notée par T'(a?, 32,92).

On définit aussi, si a >0 et § <7, la hauteur de la tranche dans la direction

de x} par
7—p

hauteury(T') =
Qg

C’est la mesure de la hauteur dans la direction du systéeme de coordonnée telle que

x} soit la variable verticale.

Définition 5.1.1. On entend par un hyperplan discret dans le sens de Reveillés
(cf. Reveilles 1991 : 45 pour n = 1)[31], un ensemble de la forme D = Z"T!'N
T*(a,B,7y) avec a # 0 et < 7.

Cette définition actuelle est une généralisation de n =1 de la définition originale

de Reveilles. Un hyperplan discret D dans le sens de Reveilles satisfait
(T, 8,7 NZ™)\ D C T(a, B, 8),

c’est-a-dire, les points de la grille dans T'(«, 3,7) qui ne sont pas dans D tous

appartiennent & un seul hyperplan réel de R**1. O

Définition 5.1.2. On entend par un hyperplan discret raffiné [17] (Kiselman 2004 :
456 ), un sous-ensemble D de Z"*! tel que D = CNZ"! pour un sous-ensemble

convexe C' de R et

T (e, 8,7)NZ" € D C T(a, B,7v)NZ"
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pour des choix de v € R"*1 <\ {0} et 3,7 €R et en plus, pour un k=1,...,n+1, les
ensemble 7 (DNT(«, 3, 3)) et m(DNT(cr,7,7)) sont disjoints et & la fois satisfont
les 7, (T(cx, B, B)UT (v, y,7)) NZ™). Ici 7,2 Z™FE — Z™ est la projection qui oublie

la coordonnée xj.. O

5.1.2 Tranches dans une position spéciale

Pour pouvoir étudier les tranches contenant le graphe d’une fonction, il est
avantageux de choisir une coordonnée x; comme étant la coordonnée de la variable
verticale et considérer les autres coordonnées comme les variables horizontales. Pour
que cela réussisse, on a habituellement besoin de supposer que |oy| > || quelque
soit 7, impliquant que ||a|oo = |ag|. Dans ce cas, on écrira seulement hauteur(7)
pour hauteur (7).

On définit donc les tranches R™! de la facon suivante avec y = 2,1 comme

variable verticale.
S=5(a,8,7)={(z,y) eR"xR; a-x+B<y<a-x+7},

S*=8%a,8,7) ={(z,y) ER"xR; a-z+ <y <a-x+7},
Sy =S(a, 8,7) ={(z,y) ER" XR; a-z+B<y<a-z+7},
St =8, 8,7) ={(r,y) eER"xR; a-x+<y<a-x+7}

Donc S(a,8,7) = T((a,1),5,7) pour tout o € R”. On note que S*(a,3,7) =
—S*(Oé,—")/,—ﬁ).
Souvent, on exige que ||af|oo < 1.

On a besoin aussi des hyperplans
S(e,8,8) ={(z,y) ER" X R; y =~ + B},

95



Les hyperplans digitaux

La hauteur dans la direction de y d’une tranche S = S(«,3,7) avec 5 < v est
maintenant :

hauteur(S) =~ — /.
Si A est un sous-ensemble fini de R™*1! il existe une tranche de hauteur minimale
dans la direction de y. Si 'enveloppe affine de A est de dimension au moins n, elle

est unique. Si c’est le cas, on notera cela par S(oz(oo),ﬂ(oo)ﬁ(oo)). Son hauteur est

7(00) ) — ~(00) _ g(e0) |
1(=a(>),1)]|oc
tandis que son épaisseur est
~(00) _ g(00)
L+ (a3

Proposition 5.1.3. Soit A un sous-ensemble fini de R"*1, soit T(a(Q),ﬁ(Z),’y(z))
une tranche d’épaisseur minimale contenant A, et T(a(oo),ﬁ(oo),’y(oo)) une tranche
de hauteur minimale dans la direction de xy,y1, en supposant que |a§~2)| < |a£L2J)rl|.
Alors cette derniére a moins de pente que le premier dans le sens que

;00)| )|

lal>)loo  fla>|oc”

a jal?

j=1,...,n.

O]
Ce résultat implique que 'inégalité |a§-2)| < \oz,(i)l] que nous avons supposée,
)

est conservée pour () : aussi, on sait donc que |ozj < |ay 15 ce qui est plus

important.

Démonstration. |04§-OO)| < |a§2)|, j=1,...,n. O

5.2 Graphes contenus dans les tranches :

nécessité des inégalités de convolution

Pour des fonctions a variables entieres, les exigences sur les hyperplans comme

D D ) f =0 (cf. Proposition 4.3.3) sont trop strictes. On trouve une faible
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condition qui s’avere nécessaire pour les hyperplans discrets.

Théoreme 5.2.1. Soit p € RZ" ayant un support fini non vide et supposons qu’elle
annule toutes les fonctions affines . Soit f: Z™ — 7 une fonction telle que son graphe
est inclus dans une tranche S(a,3,7) avec B <. Alors | f| < 5(v—B)||ulx. Si
le graphe est inclus dans S*(v, B,7), alors |p* f| < 5(v—B)||pl1-

Démonstration. On trouve facilement que
ptrf<pTx(w—=a-v+7) et p xf>pu x(x—=a-z+pB). (5.2.1)
Par conséquent

prf<px(e—a-z+pB)+ptx(y=8)=(—=8)lut = 3(v=8)llulh.

Si le graphe est inclus dans S*(a,3,7), alors la premiere inégalité dans (5.2.1)
est stricte, et on obtient une inégalité stricte aussi pour p* f. De la méme facon,
i f = —2(v—PB)|p|l avec stricte inégalié dans les cas de S*(a, 8,7).

On note deux classes spéciales. O

Corollaire 5.2.2. Pour une fonction f € ZZ" telle que son graphe est un hyperplan

discet dans le sens de Reveilles, on a
|DyDyf| < 1, a,be 7",
]

Démonstration. Avec px f = DyDyf ona ||ul|1 =4 et y— B =1, donc |Dy D, f| < 2.
Puisque la fonction Dy D, f n’a que des valeurs entieres, elle ne peut prendre que

des valeurs —1,0, 1. O

Corollaire 5.2.3. Pour une fonction f € ZZ" telle que son graphe est un hyperplan
discret dans le sens de Reveillés, on a |Jy x f| <1 pour tous les opérateurs de Jensen

Ty 0
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Démonstration. Si px f=Jp fona ||ulli=2ety—F=1,donc |y f|<1l. O

Maintenant on se demande comment généraliser ces deux corollaires a
des hyperplans discrets raffinés (Section 5.2) et si leurs réciproques vérifient

(Section 5.3).

Hyperplans discrets raffinés

Lorsque le graphe d’une fonction f: Z™ — 7Z est un hyperplan discret raffiné,
il est inclus dans une tranche S(«,f3,7) avec v — = 1 mais en général ni dans
S*(av, B,7) et ni Si(c, 3,7) : il pourrait exister des points dans ’hyperplan supérieur

et d’autres dans 'hyperplan inférieur.

Proposition 5.2.4. Soit le graphe de f: Z" — Z un hyperplan discret raffiné.
Alors |DyDg f| <1 pour tous les a,b € Z™. ]

Démonstration. Du theéoreme 5.2.1, on a |DyD, f| < 2, et il reste a démontrer que
DyD, f est strictement comprise entre —2 et 2.

Notons par Ag 'ensemble des points x € Z" tel que (x, f(x)) appartient a I’hyper-
plan inférieur S(a, 5, ) donné par y = a.-x + 3, et par A; I'ensemble correspondant
tel que (z, f(z)) appartient & 'hyperplan supérieur S(«,,7). Par hypothese, il
existe des sous ensembles convexes C; de R" tels que A; = C;NZ", 7=0,1 et
AgUA =7", AgN Ay = 0.

Si DD, f(x) =2, alors les points x et x4+ a+ b doivent appartenir a A; et les
points z+a et z+b a Ag. Par convexité de C, on doit alors avoir z+2a ¢ C1, donc
zr+2a € Cy, pour z+a ¢ C qui est le milieu de x € C. De la méme fagon, z+2b € Cy
et x+ 2a. Donc, par convexité de Cj, le milieu de + 2a et x+2b, qui est x+a+b,
doit appartenir a Cy. Puisque ce point des coordonnées entieres, il doit appartenir a
Ay, ce qui est contarire & I’hypothese. Cette contradiction montre que Dy D, f(x) < 1.

D’une maniere similaire, on démontre aussi que, Dy D, f(x) > —1. ]
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Proposition 5.2.5. Soit le graphe de f: Z" — Z un hyperplan discret raffiné.

Alors |Jp A f| <1 pour tous les opérateurs de Jensen Jy y. [

Démonstration. Si~y— [ =1 on obtient a partir du théoreme 5.2.1 que |J, \ f| <1,
et il reste a démontrer que J, ) f est strictement comprise entre —1 et 1.

On définit deux ensembles Ay, A; de la méme maniere que la démonstration
précédente. Si tous les points z — pl) appartiennent a A;, alors leur barycentre x
appartient aussi a Ap, de tel sorte que Jp ) f(x) = 0. Autrement, si I'un des points
z—p\) appartient & Ag, alors pour cet indice j on a f(z—pU)) =a-(z—pW)) 45 <
a-(x—pU)) 4+, et on obtient une stricte inégalité Jpaf(x) <1 O

5.3 Graphes contenus dans les tranches :

suffisance des inégalités de convolution

5.3.1 Les hyperplans dans le sens de Reveilles

Conjecture 5.3.1. Soit f: Z" — Z une fonction qui satisfait |J, \f| <1 pour
tous les p € (Z™)"*1 (ou tout simplement I'un de ces points p ?). Alors pour tout
ensemble fini X CZ", le graphe de f|x est inclus dans une tranche S(a,3,7) de
hauteur v — [ inférieure a 1. Le graphe de [ aussi est inclus dans une tranche

S(a,8,8+1) de hauteur 1.

5.4 Mesure de déviation de la convexité

On entend par déviation de la convexité ou la mesure de la non convexité d’un
ensemble donné, une méthode permettant de mesurer la distance d’'un ensemble de

la convexité.
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Définition 5.4.1. Soit S un ensemble donné, appelé ensemble structurant, et A

un sous ensemble de R™. Alors la déviation de la convexité de A mesurée par S est

devcong(A) = tinlg(t > 0;cvxh(A) C A+tS). (5.4.1)
€

.

Si A est convexe et S non vide, alors devcong(A) = 0.
Si S est la boule unité ouverte pour la norme [°°; alors la propriété de la corde de
Rosenfeld implique que devcong(A) < 1. En fait il est plus naturel ici de prendre
S comme la boule unité fermée pour la norme [*° et alors la propriété de la corde

de Rosenfeld dit que devcong(A) < 1 pourvu que A soit fini.

Distance de Hausdorff

Etant donné deux sous-ensembles quelconques A et B de R", on définit la

distance de Hausdorff par

H(A.B) = {'f —b}, {'fb— } 5.4.2
(.8)=sup (sup {jutlla =l sup {0l (5:42)

ou [|-|| est une norme définie dans R".
Cependant, nous pouvons considérer que le réel ¢ dans I’équation (5.4.1) est un

cas particulier de la distance de Hausdorff (5.4.2) et défini par

t=H(A,cvxh(A)) =sup ( sup {inf Ha—bH} ,O) , (5.4.3)
(A) acA

becvxh

d’ou

devcong(A) = %&fg(t > 0;cvxh(A) C A+tS) = . SUE(A) { ig£||a— b||} (5.4.4)
€cvx a

Le résultat (5.4.4) nous permet d’obtenir un recouvrement optimale de I’enveloppe

convexe pour tout sous-ensemble A de R™*! dont A est le graphe d’une fonction
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F: R" — R. On peut exprimer ce recouvrement par

cvxh(A) C A+  sup {inf”a—bH}S, (5.4.5)
(A) acA

becvxh

Prenons S = B2°(0,1) la boule unité ouverte pour la métrique {* alors S C U(1,1)

avec
Ulri,r) = {x € R% || <71, |z2| <o} = [—r1,r1] x [—r2, 0] C R2.
Puisque ¢ = supjecvxn(a) {infacalla —b[|} alors on obtient
cvxh(A) CA+tS C A+ U(t,t). (5.4.6)

Pour n =1, nous avons deux exemples graphiques qui illustrent ce probleme de

déviation de la convexité.

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 3

cvxh(A) C A+tS, t=3. cvxh(A) C A+, t:g

FIGURE 5.1 — La mesure de déviation de la convexité entre I’ensemble A et son enveloppe

convexe cvxh(A) est ¢ et S est la boule unité ouverté de R? pour la métrique (*°.
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5.5 Conclusion générale

Dans cette these, nous avons déterminé deux polygones respectivement a 1’aide
de la fonction plancher et le nombre entier le plus proche. Ces polygones contiennent
les dimensions admissibles de 1’élément structurant offrant ainsi deux nouvelles
méthode de recouvrement d’une droite euclidienne d’une maniere optimale dans le
plan. Ces travaux ont été généralisés en dimensions supérieures par la détermination
de deux polyedres respectivement a l'aide de la fonction plancher et le nombre
entier le plus proche. Ces polyedres offrent les dimensions admissibles pour le

recouvrement optimal d'un plan euclidien dont I’inclinaison est rationnelle.

Les études de discontinuité des dilatations montrent qu’il existe une forte correc-
tion entre la taille des éléments structurants et les pentes de la droite euclidienne
ou le plan euclidien considéré. Cela montre 'importance de la prise en compte
des caractéristiques locales de la droite ou le plan euclidien afin de proposer une
meilleure transcription discrete adéquate. Cependant, ces investigations montrent
aussi I'importance des grilles irrégulieres dans la transcription et la reconnaissance

de I'espaces continu en espace discret.

Une étude détaillée de la convexité définie par le produit des convolutions a
I’aide de 'opérateur de différence de second ordre et I'opérateur de Jensen a été
faite. De méme, une étude détaillée a été faite sur les tranches en position générale

et position spéciale ainsi que des hyperplans discrets raffinés.

Des exemples d’applications ont été donnés dans chaque cas étudié, dans le
plan et dans I’espace en dimensions trois. A travers ces exemples, nous remarquons
que ces méthodes de recouvrement peuvent étre tres efficaces dans la mesure
ou elles conservent toute 'information contenue dans ’espace continu lors de la

transcription en espace discrete et offrent en plus des recouvrements optimaux.
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5.6 Perspectives

Ces études montrent que le besoin d’améliorer les méthodes actuelles de trans-
cription de I’espace continu sous forme discrete est plus que nécessaire. Cependant,
les résultats obtenus a travers les méthodes que nous avons proposées demandent
par la suite 'interprétation expérimentale de leur applicabilité et adaptabilité aux

opérateurs morphologiques pour des problemes réels rencontrés.
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3.1

3.2

LISTE DES TABLEAUX

Les resultats obtenus a partir de ce tableau permettent d’obtenir ces recouvre-
ments : My +U(2,2) DL, My +U(3,2) DL et Mp,+U(%,%) D L, cf. Figure
2.6,2.7et Figure 2.8. . . . . . . . . ..o
Les resultats obtenus a partir de ce tableau permettent d’obtenir ces re-
couvrements : My, + U(%%) DL, Mp,+ U(% %) DL, My —|—U(%,%) DL et
My, +U(3,2) DL, cf. Figure 2.9, 2.10, 211 et 2.12. . . . . . . . . . . . ..
Les resultats obtenus a partir de ce tableau permettent d’obtenir ces re-
couvrements : M,y —|—U(%,$) D L, Mpp—l—U(77 7) DL, My —|—U(% 1)DL et
Mpp+U(3,2) DL, cf. Figure 2.13, 2.14, 215 et 2.16. . . . . . . . . . . ..
Les resultats obtenus a partir de ce tableau permettent d’obtenir ces re-
couvrements : My +U(2,2) DL, Mp, +U(2,2) DL, My +U(3,2) DL et

Mpp+U(3,2) DL, cf. Figure 2.17, 2.18,2.19 et 2.20. . . . . . . . . . . ..

On selectionne les recouvrements M, + U(% 8 %) DL, My,+ U(%

7
190 90
6e

My +U(3,5,3) DL et Mp,+U(3,4,2) DL, cf. Figures 3.4, 3.5, 3.

On selectionne les recouvrements My U(%, %, %) DL, My, + U(g7 %, g) oL,

My +U(3,5,18) DL et Mp,+U(3,%,75) D L, cf. Figures 3.9, 3.8, 3.11 et 3.10.
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Résumé

Dans cette these, le travail que nous présentons est motivé par la recherche des méthodes
optimales afin de proposer une meilleure configuration discrete des formes continues.
Nous proposons quelques méthodes de recouvrement de droites et hyperplans euclidiens
par les dilatations de leurs discrétisations. Une telle dilatation est définie en utilisant un
élément structurant dont les dimensions dépendent des caractéristiques de I'objet euclidien
considéré (droite ou hyperplans) et de sa discrétisation choisie. Ainsi, nous donnons une
représentation paramétrique des dimensions admissibles de 1’élément structurant et nous
montrons que ’ensemble de ces dimensions est un polygone ou un polyedre selon que
I’objet euclidien soit une droite ou un hyperplan.

Nous donnons, en dimensions supérieures, une caractérisation naturelle de la
convexité a l’aide de I'opérateur de Jensen et celui de différence de second ordre exprimés
sous forme de produit de convolution.

De plus, nous donnons une caractérisation des hyperplans digitaux a ’aide des tranches
définies en position génerale et une caratérisation digitale des hyperplans discrets raffinés
a 'aide des tranches définies en position spéciale en dimension supérieure. Cela nous
permet de trouver, en dimensions supérieure, une relation entre ’opérateur de Jensen et

celui de différence de second ordre.

Mots-clés: Droite euclidienne et discréte, hyperplan euclidien et discrets, discrétisation, dilata-

tion, recouvrement optimal et convexité.



Abstract

In this thesis, our study was motivated by the search of optimal methods in order to
offer a better discrete configuration of continuous shapes. We propose some methods of
covering a Euclidean lines and hyperplanes by dilations of their discretizations. Such
dilation is defined using a structuring element the dimensions of which depend on the
characteristics of the considered Euclidean object (line or hyperplanes) and its chosen
discretization. Thus, we provide a parametric representation of the allowable dimensions
of the structuring element and show that all these dimensions can be expressed as a
polygon or polyhedron, depending on whether the object is a Euclidean straight line or
hyperplane.

We give, in higher dimensions, a natural characterization of the convexity using
Jensen operator and the second order of difference operator expressed as the convolution
product.

In addition, we give a characterization of digital hyperplanes using slices defined in
general position and a digital caratérisation of refined digital hyperplanes using slices
defined in special position into higher dimensions. This caracterization allowed us to
find, in higher dimensions, a relationship between Jensen operator and second-order of

difference operator.

Keywords: Euclidean and digital hyperplane and line, discretazation, dilations, optimal covering

and convexity.
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