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Christer Kiselman

sy I framtiden kanske det kommer att finnas barn som lirt sig digital geometri i
skolan och som genom analogin kan lara sig den euklidiska.

Jag har lange varit intresserad av matematik, men ocksa — och &nnu tidigare — av
astronomi. Kemi och sprak har varit andra viktiga intressen i en tidig alder.

Min far Sam Svensson (1896-1966) var mycket intresserad av astronomi. Av honom
larde jag mig mycket, bl. a. sfarisk trigonometri. Jag laste, liksom han en gang gjort,
astronomi pa Stockholms hogskola, men det var forst min aldste son Dan Kiselman
som fullfoljde detta tregenerationsprojekt och blev professionell astronom.

Den euklidiska geometrin larde jag mig i Norra real i Stockholm av min matem-
atiklarare Bertil Brostrom. Det var en upplevelse, och hans undervisning har satt djupa
spar, som nog denna uppsats vittnar om.

Min mest inspirerande ldrare i Norra real var Karl Axnds (1899-1984), som var
min larare i tyska. Jag lyssnade ocksa pa hans radiokurs i ryska. Han grundlade
mitt livslanga intresse for sprak. Detta tidigt véckta sprakintresse ledde bl. a. till
ledamotskap i Esperantoakademin 1989, dar jag var vice preses 1998-2004. Under
hosten 2007 laser jag persiska.

Pa Stockholms hogskola (numera Stockholms universitet) studerade jag matematik,
astronomi, teoretisk filosofi och ryska; senare meteorologi.

Lars Hormander blev min handledare i matematik. Han ar en stor matematiker och
har sedan dess varit mitt foredome. Genom honom kom jag in pa partiella differential-
ekvationer, ett stort och standigt aktuellt forskningsomrade. Jag var med honom ett
ar vid Institute for Advanced Study i Princeton. Ett problem som han formulerade
kunde losas fullstandigare i det komplexa omradet &n i det reella, och sa kom jag in
pa analys i flera komplexa variabler, ett annat mycket livaktigt forskningsomrade, som
jag sedan holl pa med i manga ar. En uppsats jag skrivit uppméarksammades av André
Martineau (1930-1972), en annan stor matematiker, som omedelbart bjod in mig till
Université de Nice, dér jag tillbringade ett ar som géastprofessor.
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Mina ar i USA och Frankrike gav mig viktiga erfarenheter bade vetenskapligt och
personligt.

Senare kom jag in pa komplex analys och geometri dven i odndligt manga variabler,
en fascinerande varld dar mycket ar annorlunda.

Nagon gang under 1990-talet vacktes sa mitt intresse for digital geometri. En av
dem som inspirerade mig var Gunilla Borgefors, som skriver ett annat kapitel i denna
bok (om tessellationer).

Jag organiserade den forsta Fransk-nordiska sommarskolan i matematik ar 2001. En
av huvudforelasarna dar var Jean Serra, en av skaparna av den matematiska morfologin.
Han har sedan dess varit en standig inspiration.

Jamforelserna mellan a ena sidan matematiska modeller grundade pa reella eller
komplexa tal och a andra sidan diskreta modeller ar sedan dess ett tema i min forskning
i geometri, optimeringsteori och matematisk morfologi, liksom i partiella differential-
ekvationer och partiella differensekvationer.

Pa den vagen ar det. I den lilla uppsats som foljer forsdker jag forena den nya
digitala varlden med klassisk geometri och topologi.
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Datorskarmens geometri

Punkter, rita linjer och plan har ménniskan studerat i mer an tva tusen ar, och vissa
kurvor, som ellipser och hyperblar, har varit foremal for var nyfikenhet néstan lika
lange. Manga andra kurvor har studerats i flera hundra ar. Studiet av dessa kurvor
grundar sig pa att vi kan gora teckningar pa papper och fa idéer fran handritade bilder.

Med datorerna har vi nu fatt ett nytt satt att rita. Pa en datorskérm ser vi bilder,
och bilderna bestar av sma bildelement eller pixlar, som 6gat sétter ihop till geometriska
objekt. (Ordet pizel kommer av engelskans picture element.) En rét linje blir da inte
det som Euklides avsag med en réat linje, utan en andlig mangd av sma flackar pa
skarmen, som 6gat anda fogar ihop till ett sammanhéngande linjestycke. En kurva ér
likasa en dndlig méngd av bildelement. (Se figur 1.)
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Figur 1. Tre pixelméngder. Vilka av dem representerar en strécka?

Modeller grundade pa de reella talen kontra diskreta modeller

Matematiska modeller som grundar sig pa de reella talen (de tal som kan represent-
eras av decimalutvecklingar) eller de komplexa talen (par av reella tal som sétts sam-
man med den imaginédra enheten 7) har anvints med stor framgang i fyra sekler. Ett
paradexempel ar Newtons gravitationslag, som sager att gravitationskraften ar omvant
proportionell mot kvadraten pa avstandet. Fran den kan man hérleda att tva sfariskt
symmetriska kroppar i universum ror sig i elliptiska banor runt den gemensamma tyngd-
punkten — om hastigheten inte ar alltfor stor; vid storre hastigheter kan banorna bli
paraboliska eller hyperboliska. De far inte heller stéras av andra kroppar. Newton
kunde fran en enda lag héarleda Keplers tre lagar, som hade formulerats som empiriska
slutsatser fran bl. a. Tycho Brahes observationer.

Men om man har mer an tva himlakroppar, sa kan man inte l6sa ekvationerna som
beskriver deras rorelse explicit. Man maste da riakna pa en dator for att fa fram plan-
eternas lagen, och darmed har man, som man sager, diskretiserat problemet: man har
infort andliga tidssteg och aven diskretiserat positionerna i rymden — planeterna hoppar
fram fran ett lage till nésta. Derivator ersitts av differenskvoter. Forresten gor man
ju det aven i fallet med en enda planet runt solen, trots att detta tvakropparsproblem
kan losas explicit.

Modellen som beskriver himlakropparnas banor baseras pa de reella talen men
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fordrar alltsa dnda l6sning med diskreta metoder. I andra sammanhang forekommer
det att verkligheten i stéllet direkt modelleras diskret. Bada dessa fenomen antyder
att det kan vara intressant att ocksa gora geometrin diskret, eller digital. (Dessa tva
ord &r i detta sammanhang néstan synonyma.)

1. Datorskarmens geometri

Finns det en geometri for dessa bilder pa datorskdrmen? Kan man skapa en tankebygg-
nad som behandlar punkter, linjer och kurvor pa skdrmen pa samma konsekventa satt
som Euklides gjorde néar han beskrev punkter, linjer och kurvor i planet, det klassiska
planet? Hur skall en sadan tankebyggnad se ut? Svaret ar att en sadan tankebygg-
nad redan finns, atminstone delvis, &ven om den annu inte ar lika utvecklad som den
euklidiska, som ju haft mer &n tvatusen ar pa sig att fullindas.

Ett billigt satt att komma undan ar att uppfatta bilderna som mer eller mindre
noggranna approximationer av rata linjer eller kurvor som konstruerats med hjalp av
de reella talen. Men det ar inte tillfredstallande. Det man bor gora ar att behandla
dessa andliga punktmangder med samma exakthet som Euklides hade i sin geometri.
Detta ar den digitala geometrin. Den ar ung jamfort med Euklides’.

Azriel Rosenfeld (1931-2004) gav ar 1974 en definition av begreppet digital rét linje.
Erik Melin publicerade ar 2005 en annan digitalisering av rata linjer. Den paminner
mer om den klassiska i det att den tar hansyn till egenskaper som nérhet. Néarhet
uttrycks i matematiken inte nodvandigtvis med avstand, utan man infoér nagot som
kallas topologi, som uttrycker narhet och som kan tjina samma syfte som avstand. Vi
skall snart presentera en sadan topologi, kallad Khalimskys topologi.

Vi kan ocksa tala om kurvor i det digitala planet. Vi kan faktiskt ta vilket begrepp
som helst i den euklidiska geometrin och forsoka oversatta det till den digitala geo-
metrin, och se om ett visst resultat i den euklidiska geometrin blir sant i den digitala.

Speciellt skall vi i denna artikel titta pa Jordans kurvsats. Denna sats handlar om
kurvor i det euklidiska planet och séger att en enkel sluten kurva delar planet i tva
delar: en inre och en yttre komponent. Om man nu har en kurva i det digitala planet
— den bestar alltsa av dndligt manga punkter — kan den da dela in planet i tva delar?
Svaret dr ja. Det resultatet bevisades av Efim Khalimsky (E. D. Halimskij) 1970.

Vi skall har beskriva nagra begrepp inom den digitala geometrin och illustrera dem
genom att diskutera Khalimskys digitala version av Jordans kurvsats. For att na dit
maste en del invanda forestallningar omprovas.

Det &ar nu for tiden latt att motivera den digitala geometrin med dess tillampningar
inom datorgrafik och bildanalys. Det kan vara vart att notera att Khalimsky inforde
sin topologi redan 1969, synbarligen utan nagra sadana tillimpningar i atanke.

2. Att rakna med kartesiska koordinater

Den klassiska geometrin handlar om punkter, rata linjer och plan, men ocksa om cirklar,
klot och andra figurer. Sadana geometriska objekt har studerats i tusentals ar, och vi
ar alla mer eller mindre bekanta med dem. Grekerna skapade i antiken en axiomatisk
teori, vilket innebar att de bevisade egenskaper utgaende fran ett antal grundlaggande
antaganden, kallade axiom, som inte bevisades. De kunde rakna ut areor och volymer,
men annars raknade de inte mycket.
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En revolution i berdkningshidnseende kom med René Descartes (1596-1650). Han
representerade en punkt i planet med ett par av tal (xq,x2) (talen kallas for punktens
kartesiska koordinater efter hans latinska namn Cartesius). Det gjorde att han kunde
rikna pa alla geometriska objekt. Nar man talar om en punkt, sa kan man ocksa rikna
pa den; det ar bara att ridkna pa de tva talen x; och x».

Pa liknande sétt kan man rakna pa linjer: en linje i planet &r mangden av alla par
av tal (x1,z2) som uppfyller en ekvation a1 + asry + ag = 0, dar inte bade a; och ay
ar noll.

[ det tredimensionella rummet representeras en punkt av en trippel (z1, zo, x3) av
tal och ett plan av méngden av alla tripplar (zq,x2,23) som uppfyller en ekvation
a1T1 + asxs + asxs + ay = 0, dar inte alla tre talen aq, as, az ar noll.

Om man har tva réta linjer i planet med ekvationerna aix; + asxs + a3 = 0 och
bix1 + boxs + b3 = 0, sa skir de varandra i en viss mangd, och denna ges av alla
l6sningar (z1,x2) till bada ekvationerna. Kanske finns det ingen 16sning (linjerna ar
skilda och parallella) eller odndligt manga lésningar (linjerna sammanfaller) eller sa
finns det precis en 16sning (linjerna skér varandra i en enda punkt). Man kan alltsa
genom att rakna avgora vad som géller och man kan uttrycka svaret med hjalp av de sex
talen aq, as, asz, by, by och b3. Pa detta siatt kunde Descartes avgéra manga geometriska
fragor genom berakningar.

3. Att representera figurer i en dator

Nésta revolution i berakningshinseende kom med datorerna, som gjorde det mojligt
att lagra och bearbeta storre informationsmangder dn vad man kan gora med papper
och penna. Speciellt kan man lagra information om geometriska figurer.

Vi vet sedan Cartesius att tva tal récker for att beskriva en punkt i planet och
tre tal for en punkt i rummet. Hur manga tal behovs det for att beskriva en cirkel i
planet? Jo, tre: mittpunkten ges av tva koordinater och radien av ett tal.

Hur manga tal behovs det for att beskriva en ellipsoid i det tredimensionella rum-
met? Mittpunkten ges av tre koordinater; for de tre halvaxlarna behovs ytterligare
tre tal. Vidare behover man ange riktningen hos den storsta axeln; till detta behovs
tva vinklar. For att sedan bestdmma riktningen hos den nést storsta axeln behovs
ytterligare en vinkel. Alltsa kan ellipsoiden beskrivas fullstdndigt av nio tal. (Om man
fran borjan vet att nagra axlar ar lika, sa behovs det farre.)

Ett reellt tal kan behova odandligt manga decimaler for att beskrivas fullstandigt,
sa vi maste noja oss med att lagra dndligt manga av dem. Att lagra nio tal med en
viss rimlig precision i en dator kraver inte mycket minnesutrymme.

Men hur blir det om man vill beskriva en godtycklig mangd i planet, dvs. en mangd
som far se ut precis hur som helst? En regelbunden méangd, som en ellips, kan beskrivas
med nagra fa uppgifter: mittpunktens lidge, axlarnas langd och huvudaxelns riktning,
men det finns manga andra méangder, och i allmanhet krdvs en stor samling data for
att bestamma mangden.

Det finns i sjalva verket sa fruktansvart manga méngder i planet att vi inser att
vi maste approximera pa nagot sitt; vi kan ju bara lagra och behandla information
som bestar av dndligt manga tecken. Det innebéar att vi far dela in planet i sma bitar,
och tala om huruvida en viss bit ingar i méngden eller ej. Detta ar ju egentligen inte
nagot som har kommit med datorerna, eftersom ett fotografi i tidningen bestar av ett
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raster, vilket syns om man tittar pa det med en lupp. Rastret &r sa fint att man pa
litet storre avstand inte kan se det, och 6gat uppfattar bilden pa ett bra satt och stors
inte av rastret. Vara 6gon har en begriansad kapacitet att ta in information, och detta
utnyttjas alltsa ndr man trycker fotografier. Pa samma satt bestar en datorskirm
av andligt manga bildelement, och en striacka ar i sjalva verket en dndlig méngd av
punkter; 6gat fogar ihop punkterna till en striacka om de ligger tillrackligt tatt.

Hur blir det nu om vi vill lagra information for att beskriva en godtycklig mangd
i planet? Om vi som ett exempel tar en skarm som har 1024 ganger 768 pixlar, dvs.
ar indelad i 1024 sma intervall pa langden och 768 intervall pa hojden, sa innebér det
att det finns 1024 x 768 = 786432 pixlar. Hur kan en delméngd bestaende av dessa
pixlar beskrivas? For varje pixel maste man tala om huruvida den ingar i méngden
eller ¢j. Om vi skriver en etta nér pixeln &r med i mangden och en nolla nar den inte
ar med, behover vi alltsa skriva 786 432 nollor eller ettor for att beskriva en godtycklig
delmingd av skdrmen. Det innebir att det finns 2796432 olika méngder. Det ar ett tal
som ar ungefir lika med 1023679 dvs. maste skrivas med 236 741 siffror. Detta tal kan
jamforas med massan hos all materia i universum, som nagra astronomer skattar till
1053 kg, vilket dr 6 x 10™ protonmassor eller 1033 elektronmassor — talet 1083 skrivs
med en etta och blott 83 nollor. Stora tal brukar ju kallas for astronomiska, men det
ar en metafor som inte bara har bleknat: den &r helt missvisande.!

4. Jordans kurvsats

En cirkel i planet delar in detta i tva delar: ett inre omrade, dar avstandet till mitt-
punkten dr mindre dn radien, och ett yttre omrade, dar avstandet till mittpunkten &r
storre an radien. Pa samma satt ar vi vana vid att andra, mindre regelbundna kurvor
delar in planet i ett inre omrade och ett yttre omrade. Vi anvander staket for att
stdnga inne faren och stanga ute vargarna, men staketet behover ju inte ha cirkelform.

[FAKTARUTA: Jordans kurvsats fran 1893 séger att en enkel sluten kurva i
planet delar in detta i tva delar (en yttre del och en inre del som &r omsluten
av kurvan). Att kurvan dr sluten innebédr att man kan ga runt langs den. Att
kurvan ar enkel betyder att det inte finns nagra dubbelpunkter (som i en atta).]

Vi kan alltsa deformera cirkeln utan att denna egenskap att dela in planet i tva delar
gar forlorad. Camille Jordan (1838-1922) visade 1893 en sats med just denna innebord.
Alla kurvor har inte denna egenskap; vi maste darfor lagga pa nagot antagande om
kurvans utseende. Om kurvan ser ut som en atta, sa delas planet in i tre delar. Sadana
kurvor far darfor inte accepteras om vi skall fa den onskade uppdelningen av planet.
(Se figur 2.) De punkter som inte ligger pa kurvan kallas for dennas komplement; satsen
sdger alltsa att komplementet bestar av precis tva delar.

Jordans kurvsats galler alltsa for kurvor som é&r tillrackligt lika cirklar i nagon
mening. Detta begrepp tillrdckligt lika maste forstas preciseras, liksom vi bor forklara

'Den som tror att denna slutsats beror pa att universum har en ganska lg densitet ombedes
berikna massan hos ett fiktivt universum med radie lika med 14 x 10° ljusar, vilket #r ungefir 1,3 x
1026 m = 130 Ym (yottameter) och densitet lika med den hos en neutronstjirna, sig 1017 kg/m® =
100 Eg/ m® (exagram per kubikmeter). Slutsatsen dr densamma.
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Figur 2. En kurva som inte ar sluten; en kurva som inte &r enkel; en enkel och
sluten kurva. Kurvornas komplement bestar av en, tre respektive tva delar.

vad som menas med att kurvans komplement bestar av tva delar. For att gora det
behover vi begrepp fran en gren av matematiken som kallas topologi — vi skall ta upp
det i nasta avsnitt.

Beviset for Jordans kurvsats ar svart. For en cirkel ar det ju latt att avgora om
man ligger innanfor eller utanfér — man méater bara avstandet till mittpunkten och ser
om det ar mindre eller storre an radien. Men tank pa en kurva som Helge von Kochs
snoflingekurva eller nagon annan, oregelbunden fraktal. Om man ligger i nérheten av
den sa syns bara en mycket taggig kurva och det ar omgjligt att avgora genom att bara
titta pa punkter i narheten huruvida man ligger utanfor eller inuti kurvan. Detsamma
géller for en labyrint. (Se figur 3.) Egenskapen hos en punkt att ligga innanfoér kurvan
ar inte en lokal egenskap, det vill siga det gar inte att avgora om punkten har denna
egenskap genom att bara undersoka en liten del av planet nara punkten; man maste se
hela kurvan.

Figur 8. Nar ar vi inne i kurvan?
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5. Topologi

Jordans kurvsats galler inte bara for cirklar utan aven for kurvor som liknar cirklar. Vi
behover darfor forklara vad som menas med att en kurva ar tillrackligt lik en cirkel. Det
matematiska ordet for detta ar homeomorf. Syftet med att stéalla villkor pa kurvan ar
att vi vill undvika de tva fallen till vanster i figur 2, alltsa en kurva som inte &ar sluten,
liksom en sluten kurva som inte ar enkel, dvs. har en dubbelpunkt. Vi kriver alltsa
att kurvan skall vara homeomorf med en cirkel. Vad betyder nu det? Kalla kurvan for
K och en cirkel for C'. Vi kraver forst att det skall finnas en avbildning av C' in i K.
I matematiken anvénds ett kort skrivsatt for detta: man skriver avbildningens namn
foljt av kolon och en pil fran C till K, sa har:

f:C— K.

Det innebar att man for varje punkt i C' anger en punkt i K som den férstnamnda
punkten avbildas pa. Ordet avbildning betyder detsamma som funktion, men det
forstnamnda ar vanligare i geometriska sammanhang.

Vi kraver dessutom att denna avbildning skall avbilda tva olika punkter i C' pa tva
olika punkter i K (darmed har vi uteslutit attan i figur 2, ty for den géller att tva olika
punkter pa cirkeln avbildas pa samma punkt). Vi kridver ocksa att varje punkt i K
skall forekomma som bild under f av nagon punkt i C'. Om dessa krav ar uppfyllda,
sa sager vi att vi har en bijektion av C' pa K.

Vi har dock inte uteslutit en kurva som ar ett linjestycke, ty den uppstar genom
att man klipper upp cirkeln sa att man far en bijektion mellan cirkeln och linjestycket.
Eftersom komplementet till en striacka bara bestar av en bit, galler ju inte satsen for
sadana kurvor. Tydligen fordras det ytterligare nagon egenskap hos avbildningen.
Denna egenskap har att gora med néarhet, och kan uttryckas med avstand, men, som
vi skall se, &ven pa annat satt.

Det vi skall krava ar att f ar en bijektion och att bade f och dess invers ar kon-
tinuerliga, vad det nu betyder. Vi siger da att f ar en homeomorfism.

Kontinuitet hos en avbildning f innebér att sma dndringar hos ursprungspunkten
(argumentet) ger upphov till blott sma dndringar hos bildpunkten. Nagra sprang far
inte forekomma. Alltsa: om punkten ¢ ligger néra punkten p, sa skall bilden av ¢ ligga
nara bilden av p.

Detta ar ett intuitivt talesitt, som maste goras precist och hallbart, dvs. sa att det
tal olika generaliseringar. Detta kan ske genom att man méter narhet med hjilp av
avstand, men allminnare genom att man studerar sa kallade 6ppna méangder.

Om man har en méngd X och en mangd Y och en avbildning f av X ini Y, alltsa
f: X — Y med det beteckningssatt vi infort, sa kan man ocksa definiera en avbildning
av delmangderna av Y in i delmangderna av X. Om namligen B ar en delmangd av
Y sa kan vi titta pa méngden av alla punkter  som avbildas in i B. Vi kallar denna
mangd for urbilden av B och betecknar den f~1(B); det &r alltsd mangden av alla x i
X sadana att f(z) tillhor B. Denna avbildning av méngder gar alltsa at motsatt hall
jamfort med f. Vi kan ocksa avbilda mangder at samma hall som f: vi kan definiera
f(A) som méngden av alla punkter f(z) dir z ar en godtycklig punkt i A, en given
delméangd av definitionsmangden X.

Vi skapar nu familjer av sarskilt fina mangder i X och Y och kallar dem for oppna
mangder, och undrar om urbilden av en 6ppen méangd alltid ar 6ppen. Om det ar fallet,
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sa sager man att avbildningen ar kontinuerlig. En kontinuerlig avbildning ar alltsa en
som levererar en 6ppen urbild i X for varje 6ppen delmangd av Y.

En delmangd A av tallinjen R kallas oppen om det ar sa att det for varje punkt a
som tillhér A finns ett litet intervall [b, ¢] som ligger helt inne i A, dér b < a < ¢. Man
kan alltsa rora sig fritt litet grand inne i A; darav namnet oppen. I planet R? har vi
en punkt a = (ay,as) i A och det skall da finnas en liten rektangel som innehaller a i
sitt inre och som far rum i A. Det visar sig nu, kanske 6verraskande, att en avbildning
f: R — R? ar kontinuerlig om och endast om den har den egenskap som vi talade om
tidigare, att sma dndringar i x leder till sma &ndringar i ldget hos bilden f(z).

Vi har alltsa definierat 6ppna méngder pa tallinjen R, men vi kan gora detsamma
ocksa pa linjen av hela tal Z (se nésta avsnitt). Darmed kan vi tala om kontinuerliga
avbildningar f: Z — Z lika val som kontinuerliga avbildningar f: R — R. Det finns
manga analogier mellan de tva, och detta ar en stor fordel: om man har lart sig nagot
om de kontinuerliga avbildningarna R — R (det reella fallet) sa kan man anvinda den
kunskapen utan att géra misstag ocksa nir man sysslar med avbildningar Z — Z (det
digitala fallet). Det &r just denna analogi som gor att man vill utveckla den digitala
geometrin sa att den liknar den reella och som gor att vi kan kénna oss lika hemma i
bada. Den generation som har lart sig euklidisk geometri far genom analogin lattare
att forsta den digitala; i framtiden kanske det kommer att finnas barn som lart sig
digital geometri i skolan och som genom analogin kan lara sig den euklidiska.

Om vi har definierat en familj av 6ppna delmangder av en given méangd, och om
familjen har vissa egenskaper, som vi inte skall beskriva hér, sa sdger vi att vi har
en topologi (se appendix). Ordet betyder alltsa tva saker, dels en familj av 6ppna
mangder, dels studiet av sadana strukturer — jamfor med ordet algebra, som har en
liknande dubbelbetydelse.

Med hjalp av oppna mangder kan vi nu definiera begreppet sammanhéangande
mangd. En mangd A kallas sammanhdangande om den inte kan delas upp i tva méngder
i en viss mening, ndmligen pa det sittet att om vi har tva 6ppna mangder U och V
sadana att varje punkt i A ligger i en av dem och sadana att ingen punkt i A ligger
i bada, sa géller antingen att A ingar i U eller att A ingar i V. (Annars kan A delas
upp i de punkter som ligger i U och de punkter som ligger i V', och det far inte ske om
A skall vara sammanhéngande.)

En komponent ar en maximal sammanhangande mangd, dvs. en sammanhangande
méangd som inte ar dkta delméngd av nagon sammanhangande méngd. Vi har nu
alla begrepp som behdvs for att forsta Jordans kurvsats, bade den klassiska och den
digitala.

Lat oss nu titta pa hur den klassiska satsen lyder exakt.

Sats (Jordans kurvsats). Antag att f: C — R? ar en homeomorfism av en cirkel C
in i R%. Dess bild K = f(C) delar planet R? i precis tva delar: R* . K har tvd
komponenter, varken fler eller fdrre.

De tva orden homeomorfism och komponent har nu fatt sin forklaring. Med R? \ K
betecknas komplementet av miangden K med avseende pa planet R?. En Jordankurva
ar en homeomorf bild av en cirkel.
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6. Khalimskys topologi

Efim Khalimsky hittade pa en topologi for de hela talen Z som lyder som foljer. Man
sdger att en delméangd A av heltalen Z ar oppen om det ar sa att for varje jamnt tal
2n i A ocksa dess tva udda grannar 2n — 1 och 2n + 1 ligger i A. Méangden {1} &r en
oppen méingd, medan {0} inte ar det. I det forsta fallet finns det inga udda grannar
(grannarna 0 och 2 &r jamna); i det andra fallet finns det udda grannar (—1 och 1), men
de dr inte med i méngden. Den minsta 6ppna méngd som innehaller {0} &r {—1,0,1}.
Man brukar kalla en méngd vars komplement ar 6ppet for en sluten mingd.? Mingden
{0} ar sluten.

Mangden av alla jamna tal ar inte oppen, medan méangden av alla udda tal ar
oppen, eftersom den inte innehaller nagra jamna tal dar man kan stélla kravet.

5 -Gy (5 m

De jamna och udda talen spelar alltsa helt olika roller i Khalimskys topologi. Vad
innebar detta for kontinuiteten hos en avbildning f: Z — Z7 Om vi tar en godtycklig
oppen delméngd B av Z, sa skall tydligen méngden A = f~!(B) av alla punkter n som
avbildas in i B vara oppen. Detta innebér att om ett jamnt tal 2n tillhor A, sa skall
aven 2n —1 och 2n+1 tillhéra A, eftersom A ar 6ppen. Med andra ord, om f(2n) € B,
sa skall &ven f(2n — 1) och f(2n + 1) tillhéra B.

Om f(2n) &ar udda, kan vi ta B = {f(2n)} — det ar ju en 6ppen méngd. Och
da maste f(2n — 1) = f(2n) = f(2n + 1), d.v.s. funktionen maste vara konstant i
méngden {2n — 1,2n,2n + 1}. Om déaremot f(2n) &ar ett jamnt tal, kan vi ta B =
{f(2n) — 1, f(2n), f(2n) + 1} och da maste f(2n — 1) och f(2n + 1) avbildas in i den
méngden, vilket innebér att vardena f(2n—1) och f(2n+ 1) kan avvika hégst en enhet
fran f(2n). En kontinuerlig funktion kan alltsa aldrig &ndra sig snabbare &n ett steg for
varje steg som argumentet tar, vilket medfor att vi alltid har |f(z) — f(y)| < |z —y| for
alla x,y € Z med den extra inskrankningen att den maste vara konstant i tre punkter
2n — 1,2n,2n + 1 om den rakar ta ett udda véarde i den jamna punkten 2n. Vi kan
ocksa uttrycka det sa att funktionen kan ta olika véirden i x och x + 1, men bara om
antingen bade x och f(z) &r jimna eller om bada &r udda. Detta innebér exempelvis
att funktionen f(z) = x + 2 ar kontinuerlig, men inte funktionen g(z) = x + 1, trots
att de ser ganska lika ut.

Vi bildar nu planet Z?, som bestar av alla par av heltal, och vi kan ge dven det
en topologi. En delméangd A av Z? kallas dppen om den for varje pixel (z1,z2) € A
ocksa innehaller pixlarna (x; £ 1, 25) om z; ar jaimnt och (x1, 29 £ 1) om x5 dr jamnt.
Det foljer av detta att om A &r 6ppen och (z1,x2) € A med bade z; och xs jamna, sa
maste A innehalla &ven de fyra punkterna (z; + 1,29 £ 1) liksom de fyra punkterna

Figur 4. Khalimskylinjen.

2 Adjektivet sluten anvinds alltsé i tva olika betydelser i uttrycken sluten médngd och sluten kurva.
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(1,224 1) och (z1 & 1, 25). Diarmed har vi en topologi i planet Z2. Vi kallar dven den
for Khalimskys topologi.

Vi kan nu tala om en kontinuerlig avbildning f: Z — Z2, dir bade Z och Z? ges
Khalimskys topologi. Men vi behover ocksa en motsvarighet till cirkeln som vi anvénde
i Jordans sats. En cirkel far man av Z genom att bestamma att nagot jamnt tal m ar
lika med noll. Man séger att man identifierar m med noll. Det betyder att man for
varje tal j ocksa identifierar talet j + km med j for alla k € Z. Man sager att man
raknar modulo m. Vi ar ju vana att rakna klockslag modulo 12 eller 24. En resa som
startar klockan 22 och tar 9 timmar slutar ju klockan 7; additionen lyder 2249 =7
modulo 24. Lat oss med Z,, beteckna heltalen Z nir man raknar modulo m. Dessa
tal kan representeras av talen 0,1,2,...,m — 1. Om vi lagger 1 till m — 1 sa far vi
0, dvs. vi har gatt urtavlan runt. (Att rdkna modulo ett udda tal &r inte bra i detta
sammanhang, eftersom de udda och jamna talen spelar olika roller, och om man raknar
modulo ett udda tal, sa kan distinktionen inte uppratthallas; m identiferas ju med det
jdmna talet 0.) Lat oss séga att Z,, ar en Khalimskycirkel om m &r ett jamt tal och
m > 4.

® pura malfermita
B purs, fermita

<> O miksia

Figur 5. Khalimskyplanet. Svarta cirkelskivor representerar 6ppna punkter; svarta
kvadrater slutna; romberna punkter som varken ar 6ppna eller slutna.

Precis som en Jordankurva i det euklidiska planet R? &r en homeomorf bild av en
cirkel, sa ar en digital Jordankurva en homeomorf bild av en Khalimskycirkel Z,, in i
Khalimskyplanet Z2?. Vi har alltsa en homeomorfism f: Z,, — f(Z,,) dar f(Z,,) ar
en delmangd av Z2. Definitionen dr densamma som for de klassiska Jordankurvorna.
Kurvan bestar av m punkter i planet Z2.

Man kan visa att en Jordankurva kan svanga i en punkt endast om punktens bada
koordinater ar jamna eller udda, och den kan svanga 45 eller 90 grader dar, aldrig 135
grader.

En kurva som ges av en kontinuerlig avbildning f: Z,, — Z? kan faktiskt svinga pa
det forbjudna sattet, men da pa bekostnad av injektiviteten, d.v.s. den maste stanna
ett tag i punkten och sedan starta pa nytt, precis som en bil maste sakta in i en skarp
kurva. De tre kraven injektivitet, kontinuitet hos avbildningen och kontinuitet hos dess
invers kan inte férenas med en sviang i en punkt med en jamn och en udda koordinat,
och inte heller med en 135-graders svang.

Ett annat sitt att se detta &r att titta pa en punkts grannar. Pa en Khalimsky-
cirkel Z,, har varje punkt exakt tva grannar, en féregangare och en efterfoljare. Dessa
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grannrelationer maste bevaras under en homeomorfism f: Z,, — f(Z,,). Men man ser
att om kurvan gor en av de forbjudna svingarna, sa far minst tva punkter minst tre
grannar. (Se figur 6.)

%ﬁw‘r""&ﬂ"g‘r

Lo "‘M“ '45"?'
T "“‘r" N 3
e
IR L"%"‘ N7 n’@.
'A?m;‘!n%"ﬂﬂk‘/%s
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VP SIN D TN TN Z 1D N2 b bl

Figur 6. Nagra kurvor. Den langst ned till hoger &r en homeomorf bild av en
Khalimskycirkel, medan de &vriga tre inte dr det. Och man ser att Jordans
kurvsats géller for den forstndmnda, men inte for de tre andra. Den langst upp till
vanster delar in planet i tre delar. De andra tva har sammanhéngande komplement
(de omsluter inga punkter).

7. Jordans kurvsats i det digitala planet

Vi formulerar nu Khalimskys sats.

Sats (Khalimskys sats for digitala Jordankurvor). Antag att f: Z,, — f(Zy,) C Z*
dr en homeomorfism av en Khalimskycirkel Z,, pa bilden K = f(Z.,), som ligger i
det digitala planet Z? forsett med Khalimskys topologi. Bilden K delar planet Z? i tvd
delar: Z? ~ K har precis tvd komponenter.

Satsen ser precis likadan ut som den klassiska Jordans kurvsats i avsnitt 4; det ar
topologierna som ar olika.

Jordans klassiska sats dr som sagt svar att bevisa. Beviset for den digitala satsen
ar mycket lattare. Det beror pa att en digital Jordankurva bara kan innehalla andligt
manga punkter.

Ett bevis bestar i att man visar att alla Jordankurvor utom de allra kortaste kan
forkortas pa ett sadant satt att den nya kortare kurvan ocksa ar en Jordankurva.
Denna kortning gors sa att man kan verifiera att pastaendet i satsen galler for den
langre kurvan om det galler for den nya kortare kurvan. Efter dndligt manga steg har
man fatt en kurva som &r sa kort att den inte kan kortas mera. (Se figur 7.) Men
da ar den av en mycket enkel typ, sa enkel och kort att man direkt kan verifiera att
slutsatsen galler.
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Beviset ar alltsa ett induktionsbevis som gar 6ver kurvans langd. Denna langd skall
matas euklidiskt, d.v.s. horisontala och vertikala segment skall tilldelas langden 1 och
diagonaler lingden v/2. (Det gar inte att ge diagonalerna lingden 1 eller 2.)

Nagot liknande &r forstas inte mojligt i det klassiska fallet; dar kan ju en kurva ha
en langd som ar vilket positivt tal som helst, eller till och med ha oandlig langd.

D AN A"

A4 A4 Y4 vV
Figur 7. De minsta Jordankurvorna. Det syns direkt att kurvsatsen géller.

Den digitala kurvsatsen visar att man med ett digitalt staket kan stanga in och
stanga ut lika val som med en vanlig kurva. Prickarna pa datorskarmen kan, trots att
de bara ar andligt manga, bilda ett staket med samma egenskaper som de klassiska
Jordankurvorna. Knepet ar att byta ut topologin.
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8. Appendix: axiomatisk topologi

For den lasare som forstar méngdsymbolerna N och U (snitt och union) skall vi i detta
appendix beskriva hur man kan bygga upp studiet av 6ppna mangder axiomatiskt. De
familjer av 6ppna méangder som vi definierat pa den reella linjen R eller det reella
planet R? har vissa egenskaper, namligen att unionen av en godtycklig familj av éppna
mangder ar oppen och snittet av en andlig familj av 6ppna mangder ar oppet. Vi tar
nu dessa egenskaper som utgangspunkter, som axiom. Lat alltsa X vara en godtycklig
maéangd, och lat oss ha en familj % av delméngder av X som vi kallar 6ppna.

Axiom 1. Om A, j € J, ar oppna, ddr J dr en godtycklig indexmdangd, sa ar unionen
Ujej A; oppen.

Detta innebar att om vi har mangder A; € %, sa tillhér méngden V' av alla punkter
som ligger i nagot A; ocksa %: V € % .

Axiom 2. Om A;, j € J, ar éppna, ddr J ar en dndlig indexmdangd, sa ar snittet
ﬂjeJ A; dppet.

Detta innebar att om vi har andligt manga méangder A; € %, sa tillhor méngden W
av alla punkter som ligger i varje A; ocksa %: W € % .

Axiom 3. Den tomma mdangden @ och hela rummet X dr dppna.

Om vi har en familj % av delméngder av X som uppfyller axiomen, sa sager vi att vi
har en topologi pa X, och att X med denna topologi ar ett topologiskt rum. (Nagot
avstand behover inte finnas.) Och om vi har tva topologiska rum X och Y och en
avbildning f av X ini Y, sa sdger vi att den ar kontinuerlig om det ar sa att mangden
{z € X; f(z) € B}, kallad urbilden av B, &r 6ppen for varje 6ppen méangd B i Y.

Man kan visa att de Oppna méngderna som vi definierat pa den reella tallinjen
R (alltsa alla unioner av 6ppna intervall) uppfyller axiomen, lika vil som de som vi
definierat pa heltalslinjen Z (alltsa alla méngder som bestar av udda tal och tripplar
{2n — 1,2n,2n + 1}). De senare har till och med den starkare egenskapen att snittet
av en godtycklig familj av 6ppna mangder ar oppet. Nar det galler de reella talen ar
ju snittet av alla 6ppna intervall |[—1/n,1/n[, n = 1,2,3, ..., lika med punktméngden
{0}, som inte &r 6ppen, men for Khalimskys topologi ar snittet av alla 6ppna méngder
som innehaller en given punkt ocksa oppet.

Vi har sett vésentligen tva exempel pa topologier (pa R och pa Z). Men det finns
manga olika topologier. Fordelen med den axiomatiska uppbyggnaden ar att man kan
fa fram egenskaper som galler for kontinuerliga avbildningar och sammanhangande
méangder i manga olika situationer.

Till slut en kommentar om axiom 3. Dess roll ar att garantera att det finns minst
en 6ppen mangd, eller tva ifall rummet X inte &r tomt. Men detta dr onodigt. Det
ar namligen tillatet att lata J vara tom, och da foljer av axiom 1 att den tomma
méangden ar Oppen, och av axiom 2 att hela rummet X ar oppet, ty Uj€@ A =0
och N icoAj = X. Det ar inte konstigare &n att den tomma summan ar noll och den
tomma produkten ett: » ., 2; =0 och [[;cqz; = 1.
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