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1. Inledning

Under mina foreldsningar hosten 2001 pa kursen Fouriermetoder for teknologer pa
utbildningsprogrammen Miljo- och vattenteknik och Kemiteknik foljer jag boken av
Hakan Sollervall och Bo Styf [1999] ganska noga. En punkt dér jag gar jag litet
utanfor boken &r faltning. Héar presenterar jag det grundlaggande om faltning av
foljder och funktioner.

2. Faltning av foljder

2.1. Beteckningar for foljder

Vi tittar forst pa foljder som ar indicerade med heltalen Z. En sadan foljd ar alltsa
en funktion pa Z. Den kan till exempel ha komplexa véirden. Vi skriver med vanliga
funktionsbeteckningar x: Z — C. Det finns flera andra sétt att beteckna foljder:

T = (xj>j€Z = (x(j))jez = (...,a:(—?),a:(—l),x(()),x(l),x(2), )

For varje heltal j € Z &r ett komplext tal z(j) definierat. Foljden x = (z(j));
innehaller odndligt manga element; upprakningen gar at tva hall.

Om man skriver z(j) sa syftar man pa ett enda element; om man skriver (z(j))
eller (z(j)); eller (z;); sa syftar man pa hela foljden. Parentestecknen binder varia-
beln (indexet) j: xz; och z; ar inte samma sak, men (z;) och (x) &r precis samma
foljd! Man skiljer pa méngder och foljder: méngden {1,2,2,3} har tre element;
foljden (1,2,2,3) har fyra element eller komponenter. Méangden {1,2,2,3} &ar lika
med méngden {2,1, 2,3} medan féljderna (1,2,2,3) och (2,1,2,3) &r olika.

Ofta studerar man f6ljder som indiceras med N = {0,1,2,3,...} i stéllet for Z.
En sadan f6ljd kan ofta med fordel identifieras med en f6ljd som indiceras med Z och
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som har vardet noll for alla negativa index. Mer exakt: om vi definierar

{w@), JjEN,
0, jE€Z~N,

sa kan vi i nastan alla ssmmanhang identifera z: N — C med y: Z — C.

2.2. Faltningsprodukten av tva foljder
Om tva foljder x,y: Z — C ar givna, sa definierar man deras faltningsprodukt x xy
genom formeln

(@*y)(n)=> x(yn—j), nekx,

JEZ

forutsatt att summan existerar i nagon lamplig mening. Operationen att bilda falt-
ningsprodukten kallas faltning. Ofta kallar man dven en faltningsprodukt for en
faltning. Summan gar 6ver alla produkter x(j)y(k) dar j och k véljes sa att deras
summa ar n och dar n ar just argumentet for faltningsprodukten.

Alla foljder kan inte faltas med varandra. Om vi med 1 betecknar f6ljden (1),cz,
alltsa den vars alla element ar 1, sa ser vi att faltningsprodukten = x 1 kan definieras
om och endast om summan Y x(j) kan definieras, dvs. om och endast om serien ar
konvergent (i nagon acceptabel mening). Produkten 1 % 1 kan alltsa inte definieras.

Om vi antar att z(j) ar noll for alla j < a och att y(j) &r noll for alla j < b, sa
existerar alltid faltningsprodukten: den ges av en dndlig summa

[e.¢]

(@ey)m) = 3 w(ily(n - ) j nez.

j=—00

Om némligen j < a, sa ar faktorn x(j) noll; om j > n—b, sa &r n—j < b och faktorn
y(n — 7) ar noll. Alltsa &verlever endast termer med a < j < n —b. Om speciellt
a =b =0, dvs. om bada foljderna &r noll till vinster om origo, sa blir

n
(z*xy)( :Zx y(n —7), n e 2.
0

Man ser att (z*y)(n) = 0 om n < 0, ty vi har som en allmén konvention att summan
over den tomma méangden &ar noll. Detta gor att dven x x y far egenskapen att vara
noll for negativa index.

Vi kan alltid definiera faltningsprodukten av tva foljder (x(j))jen och (y(J))jen;

den ar
n

(xy)(n) = z(j)yn—j), neN,
j=0
helt i 6verensstammelse med idén att identifiera en f6ljd indicerad av N med en f6ljd
indicerad av Z vars virden ar noll for negativa index.
Det finns ett neutralt element for faltningen: namligen féljden ¢, som definieras
av att 6(0) =1, 6(j) =0 for alla j € Z~ {0}. Vi har 6 xx = x %6 = z for alla foljder
x. I samband harmed kan vi definiera

. 1, Jj=k,
k(7) ={ .
0, Jj#k
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Da géller forstas g = 0, och man har till exempel 0y *6,, = Oy, k, m € Z. Speciellt
ar d_j invers till dg.
Faltningen &r kommutativ: x*y = y*x. Den ar ocksa associativ om vi betraktar
foljder pa N:
rx(y*xu) = (r*y)*u.

Beviset ar latt eftersom alla summor man behover ar andliga i detta fall. Daremot
ar faltningen inte associativ i allmanhet, vilket foljande exempel visar. Definiera H
genom H(n) = 1dan >0, H(n) = 0 annars. Da &r H % (0 — 1) = ¢, medan
(0 —61) %1 =0. Vi far alltsa

(Hx(0—01))*1=0+1=1, medan H % ((6 — 1) x1) = H*0=0.

(Detta hénger samman med att produkten H * 1 inte kan definieras.) For foljder
pa N kan dessa besvérligheter inte intréffa. Man kan definiera H * H till exempel,
medan H * 1 inte kan forekomma.

2.3. Faltningsekvationer

Vi har sett att H+(d—01) = 0, dvs. H och 6 —§; ar varandras inverser. Har ar (§—d7)x*
en differensoperator, eftersom (§ — 1) *x x = y betyder att y(j) = z(j) — z(j — 1),
medan H* &r en summationsoperator, eftersom Hxx = u betyder att u(n) = Y7 z(j)
for foljder som &ar noll pa den negativa axeln.

Lat nu z vara en foljd med egenskapen att x(j) = 0 for stora negativa varden
pa j (vi skriver j < 0). Om z # 0 sa har x en invers. Om ndmligen z(j) = 0 da
j < k medan z(k) # 0, sa kan vi ta ett y med y(j) = 0 da j < —k och som uppfyller
de odndligt manga ekvationerna

z(k)y(—=k)=1, zk)y(-k+1)+z(k+ 1)y(—k) =0,
z(k)y(—k+2)+z(k+1Dy(—k+1)+x(k+2)y(—k) =0, ...

Trots att det ar oandligt manga ekvationer, sa kan vi latt 16sa dem, bara det sker i
en viss ordning. Vi léser forst den férsta genom att ta y(—k) = 1/x(k), darefter den
andra, som nu innehaller blott en obekant, ndmligen y(—k + 1), osv.

Speciellt elegant blir detta ekvationssystem ifall & = 0 och z(0) = 1. Detta &r ett
specialfall, men man kan alltid reducera sig till det genom en translation och en mul-
tiplikation med konstant, sa det som foljer ar intressant for alla faltningsekvationer.
Vi ser att i detta fall sa har v =0 — (§ — ) = § — u inversen

x*(_l):(é—u)*(_l):Zu*k:5+u+u*u+u*u*u+---.
k=0

Serien kallas for Neumannserien efter Karl Gottfried Neumann (1832-1925) och
ar ju ingenting annat &n den vanliga formeln for den geometriska seriens summa,
SotzF = (1 —2)71. Det finns dock en viktig skillnad: den geometriska serien
konvergerar ju endast d& |z| < 1, medan faltningsserien Y u** konvergerar for alla
u med u(j) = 0 da j < 0, oberoende av hur stora de &r. Det &ar till och med sa
att serien konvergerar pa ett mycket fint sitt: for varje fixt index n sa galler att
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Yo outt(n) =Y, ut(n) for alla m > n. Detta beror pa att u**(n) = 0 for alla
k > n. Partialsumman blir alltsa konstant efter ett tag om man &ar intresserad av
vardet av inversen for ett visst index. Det gor att kalkylen ar mycket lampad for
datorberakningar.

Ezxzempel 2.3.1. Fibonaccifdljden f = (1,1,2,3,5,8,13,...) (efter Fibonacci, Leonardo
da Pisa, Leonardus Pisanus filius Bonacci, cirka 1174 — cirka 1250) definieras av att
f(n+2) = f(n+1)+f(n) for allan > 0, och att f(0) = f(1) = 1. Om vi kompletterar
den till en f6ljd f = (f(n))nez, genom att sitta viardena till noll fér negativa index,
sa innebér detta att den uppfyller faltningsekvationen f*(§ —u) = ¢, dér u = 1 + 2.
Alltsa ar f faltningsinversen till 6 — u, sa att, med hjalp av Neumannserien,

[e.¢]

F=0—u) D=3 +0d)"*

k=0

2.4. Fouriertransformen av en faltningsprodukt
Fouriertransformen av en foljd x: Z — C ar en funktion z: R — C definierad av

2(t) =) (e, teR,

om summan konvergerar. Denna funktion ar periodisk med perioden 27, och kan
alltsa definieras pa cirkeln R/27Z = Rmod 27Z. Ibland kan man definiera den for
vissa komplexa ¢; saledes blir den en funktion pa en viss delméngd av C/27Z.

Sats 2.4.1. Fouriertransformen av en faltningsprodukt x *y dar

—

(z s+ y)(t) = £(2)g(t),
for de t € C sddana att > |x(5)e”t| och > |y(j)e™ "t konvergerar.

Bevis. Vi raknar med absolutkonvergenta serier. Vi far

—

i = T e e = T T ) a0
:Z Utzy n— ] —i(n— y)t

J

Om vi nu utfér summationen med avseende pa n, sa ser vi att summan blir ()
oberoende av j: trots att j forekommer i termerna forsvinner detta index efter sum-
mation. Vi har alltsa fatt vardet till

> 2(i)e™"g(n) = &(1i(2).

Transformationen forvandlar faltningsprodukten till en vanlig punktvis produkt.
I boken betraktas z-transformen av en f6ljd (z(j))jen. Den betecknas dar med
X och definieras av
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for de komplexa z sadana att summan har en mening. For foljder (x(j))jen blir
saledes (t) = X(e') for alla komplexa t sddana att summan har mening: vi kan
finna £ om vi kdnner X. Omvént, om Z &r given sa kan vi finna X, ty vi behover
bara definiera X (z) = #(t), dir ¢ éir ett av de komplexa tal som uppfyller e = 2. Det
finns flera sadana, men det spelar ingen roll vilket vi véljer, eftersom & har perioden
2.

Notera att |e™| = exp(— Re(ijt)) = exp(j Imt). Om vi endast har med index
J = 0, sa ger exponentialfunktionen exp(j Im t) ett kraftigt avtagande i j da imaginér-
delen Imt #r negativ. Det motsvarar att 2=/ = e~%* avtar snabbt da j — 400 om
|z| &r stort; z-transformen har da storre chans att existera. Mer precist ser vi att
z-transformen blir véldefinierad da |z| > r om foljden z inte vixer vérre &n att vi
har en uppskattning |z(j)| < Cr?, j € N. Da blir ocksa Fouriertransformen z(t)
valdefinierad for ¢ med imaginédrdel Im¢ < —logr.

Vi far omedelbart av forra satsen ett resultat for z-transformen av en falt-
ningsprodukt:

Corollarium 2.4.2. Om z = (2(j))jen och y = (y(j))jen dr tva foljder som kan
uppskattas med |z(5)|,|y(j)| < Cr?, j € N, sa existerar z-transformerna X,Y,U for
x, Yy och u=x*xy och de uppfyller ekvationen

U(z) = X(2)Y(2), |z| > 7.

Exempel 2./.3. Vi tittar igen pa Fibonacciféljden f och faltningsekvationen
f*(0—u) = f*x(d -0 —d2) = 9. Om vi tar z-transformen av bada leden sa
far vi F(2)(1 —U(2)) = F(2)(1 — 27! — 272) = 1. Séledes ér

1 1 22 Az Bz

F pu— pu— p— p—
(2) 1-U(z) 1—-1/2—1/22 22—2-1 z—«91+z—92’

dér 6; = (V5 +1) och 6 = 1(—v/5 + 1) ér de tva rotterna till 22 — z — 1 = 0.
Man finner att A = 6/ V5, B = —0, / V5. Rékningarna giller for komplexa z med
tillrickligt stort absolutbelopp; givetvis kan vi ockséd rikna med z = e om ¢ har
kraftigt negativ imaginardel. Detta ger upphov till Binets formel for Fibonaccitalen

(Jacques Philippe Marie Binet, 1786-1856):
n—+1
1—+v5
( \/_> , n € N.

n+1
Fn) = — (07— oy = (Hﬁ> T2

V5 V5 2

For stora n #r saledes f(n) =~ 07" /\/5. Approximationen #r sa bra att man far ritt
varde for alla n om man tar det narmaste heltalet till 0’1”1 / V5.

3. Faltning av funktioner

3.1. Definition av faltningsprodukten
Vi definierar nu faltningsprodukten av tva funktioner f,g: R — C som h = fx g, dar
vardena ges av

h(z) = (f *g)(x /f y)dy, x € R,
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forutsatt att integralen existerar. Vi ser att argumentet for A &r summan av argu-
menten for f och g; man integrerar f(y)g(z) 6ver alla y och z sadana att y + z = z,
argumentet for h. Summation 6ver Z i faltningen av tva foljder motsvaras hér av
integration 6ver R.

Om funktionerna &ar sadana att de &r noll till vanster om origo, sa blir falt-
ningsprodukten

W) = (f * g)(a) = /R F ()9 — y)dy = / Cfwgle—y)dy,  zeR.

Om f och g ar kontinuerliga till exempel, sa existerar faltningen for alla z, ty vi
behover ju bara integrera en kontinuerlig funktion over ett slutet begransat intervall
[0, z].

Faltningen ar kommutativ: f * g = g f sa fort den ena faltningsprodukten har
mening. Den ar inte associativ av samma skal som for foljder. Vi kan harma exemplet
med foljderna och definiera f = H, Heavisidefunktionen, g(x) =sinz da 0 < x < 27
och noll for 6vrigt, och h = 1. Da blir (fxg)(z) = 1—cosz for 0 < = < 27 och noll for
ovrigt. Vidare (f*g)+xh =27 och fx(g*h) = 0. (Har kan f*h inte definieras.) For
funktioner som &r noll pa den negativa axeln (och till exempel styckvis kontinuerliga)
kan detta fenomen inte intraffa: faltningen ar da associativ.

Exempel 5.1.1. Lat oss titta pa faltningen av tva karakteristiska funktioner, f = x4 3]
och g = X[¢,q, didr a < b och ¢ < d. Funktionen f tar alltsa virdet 1 i intervallet
[a,b] och 0 utanfor detta. Faltningsprodukten f * g blir da en funktion som &r noll
utanfor intervallet [a + ¢,b + d]. Om vi antar att d —c > b — a sa kan vi beskriva
f * g sa har. Den &r noll till vanster om a + ¢, vixer sedan med lutningen 1 fran
a+ c till b+ ¢, ar sedan konstant lika med b — a i intervallet [b+ ¢, a + d], avtar med
lutningen —1 fran a + d till b4 d och &ar sedan noll till hoger om b+ d. Den ar saledes
styckvis affin, dvs. styckvis ett polynom av grad < 1. Man ser att integralen av
den nya funktionen blir (b —a)(d — c¢), dvs. lika med produkten av de tva faktorernas
integraler. Vi skall snart generalisera det pastaendet. Man kan sedan bilda faltningen
f % g * h av tre karakteristiska funktioner; man far da en funktion som &r styckvis
ett polynom av grad < 2, osv. Om vi sa bildar alla linedrkombinationer av sadana
funktioner, sa far vi ett linedrt rum av funktioner som ar styckvis polynomiella. Man
kallar dessa funktioner for splinefunktioner; ett svenskt namn som jag foreslagit ar
rifunktioner efter kurvritningsverktyget ri.! De olika polynomen skall passa ihop sa
val som mojligt, dvs. sa manga derivator som méjligt skall vara kontinuerliga. Sa blir
det automatiskt nar man faltar karakteristiska funktioner.

3.2. Fouriertransformen av en faltningsprodukt

Sats 3.2.1. Fouriertransformen av en faltningsprodukt f x g ar

—

(f*9)w) = fWiw), wEeR,

'Ett ri (pluralis rin), en smal béjlig ribba som anvinds for att rita kurvor. Ordet
saknas i Svenska Akademiens Ordlista, men star i till exempel Nordisk Familjebok,
andra upplagan, liksom forstas i Svenska Akademiens Ordbok.
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atminstone om funktionerna ar absolutintegrabla over hela reella axeln.

Beuvis. Vi raknar friskt med omkastning av integrationsordningen:
Frow = [ (ra@e o= [ av [ s

—ye
N R T g /R bl -

Den inre integralen kan nu beréknas, och den blir g(w) oberoende av y, trots att y
forekommer. Déarfor blir

—iwx

—

Frg)w) = /R dy f(y)e™“Vg(w) = F(@)dw).

Ezempel 3.2.2. Vi kan nu berakna Fouriertransformen for en rifunktion. Vi vet att
den karakteristiska funktionen for intervallet [a, b] har transformen

b " e—ztw b e—zbw _ e taw
XTap(w) = e "dt = = , w e R~ {0}.
Da w = 0 ar integralens varde uppenbarlingen b—a, vilket ocksa &r det sista uttryckets
gransvirde da w # 0, w — 0.

Vi far sa transformen av faltningsprodukterna som vanliga produkter av dessa
transformer. Exempelvis far faltningsprodukten h = x[_p4 * X[—p,p transformen
iz(w) = 4w~ ?sin? bw, definerad som 4b% i origo. Dérmed &r det atminstone antytt
hur Fouriertransformen av en rifunktion kan berdknas.
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