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Bevisa med hjilp av definitionen e* = e®(cosy + isiny) riknereglen (d/dt)e = ce, t € R,
dér ¢ = a + b ar en komplex konstant. Visa sedan samma regel om man i stéllet definierar
e* =% ;" 2" /n! (och riknar friskt med konvergenta serier).

Radium ?3$Ra évergar under utsindande av a-stralar till radon 222Rn, varvid méngden radium
minskar enligt formeln u/(¢) = —0,0004327u(t), dar ¢ méts i ar. Bestdm halveringstiden. Bestam

ocksa Laplacetransformen L(u), om u(0) = 1g. Ange L(u)(0) i kilogramar.

En oscillator styrs av differentialekvationen h”(t) + 4h(t) = 0, dar ¢ méts i sekunder och h i
meter. Hur stort blir storsta utslaget och nér intraffar det om ingéngsvéirdena ar h(0) = Om,
R’(0) = 0,01 meter per sekund (m/s)? Vad blir £(h)? Ange L(h)(0) i sekundmeter (sm). Vad
ar medelhastigheten under tiden fram till den forsta storsta avvikelsen? Hur blir det om i stéllet
R'(0) = 0,02m/s?

Bestdm Laplacetransformen av f(t) = et’/2,

Bestim Laplacetransformerna till ~ a) 2t2 —e~f,  b) (2 + 1),

c) (sint — cost)?, d) cosh® 4t, e) 2t sin 3t, f) ¢3 sin 3t.
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[[ ¢) och d) kan man anvanda regeln L(f) = —L(tf). I e) och f) kan man anvinda formeln
L(t*) = T(a+1)s7%" ! Rea > —1. Dessa formler finns i Beta, fjirde upplagan, 326:L6, resp.
329:155 ]

1/e for0<t<e,

Bestdm Laplacetransformen till f.(t) = {
0 annars.

Vad hénder med L(f.) da e — 07

(t—1)% fort>1,

Laplacetransformera f(t) = {
0 annars.

. Lat H beteckna Heavisides sprangfunktion. Bestim Laplacetransformen till f(t) = te=2! H(t—1).
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. Beréikna/ te 3'sintdt. (Ledning: berdkna L(f)(3) for lampligt f.)
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1.2. Man far att L(u')(s) = sL(u)(s) — u(0) = —0,0004327L(u)(s), vilket ger L(u) =
u(0)/(s+0,0004327) och L(u)(0) = 2311,07 g-ar = 2,31107 kg-ar. Vidare blir u(t) = u(0)e 00004327t
vilket gbr att halveringstiden t,,, maste uppfylla 1/2 = e 70000432712 Ay detta foljer tip =
(log 2) /0, 0004327 = 1602 ar.

1.3. Laplacetransformen for h” maste uppfylla L(h")(s) = s2L(h) — sh(0) — h/(0) = —4L(h)(s), varav
L(h)(s) = W (0)/(s®> +4) och h(t) = 3K/ (0)sin2t. Speciellt giller £(h)(0) = A'(0)/4 = 2,5s-mm.
Det storsta utslaget blir %h/(O) = 0,005m = 5mm. Det intraffar férsta gangen vid tiden ¢t = /4 ~
0,7854s. Medelhastigheten under denna tid &r alltsa 5 - 4/7 =~ 6,366 mm/s, vilket verkar rimligt med
tanke pa initialhastigheten 10mm/s. Om h'(0) i stéllet 4r 20mm/s sa okar utslaget med en faktor

tva, liksom alla hastigheter. Déremot &ndras inte perioden.
1.4. Funktionen har inte nagon Laplacetransform.
1.5. (a) 4/83 —1/(s+1). (b) 4ls75 + 4573 + 571 = s75(s? + 452 +24). (c) 1/s —2/(s* +4). (d)
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1.6. (a) 1 —e". (b) 3te’. (c) 1(1—e 2" —2te™?). (d) 5:(2 + 5t — 2¢% + 5te®). (e) Om a # b sa &r

den inversa transformen . o
a

e —e€

a—>b :

om a = b sé ar den te. (f) e~ sin5t.

1.7. (a) H(t)—H(t—1). (b) 2 DH(t—-1)—e" T H(t—1). (c) (e 2 —e=3)/t. (d) (1+e 3 —2cost)/t.
(e)

+—2/3 £1/3
T(1/3) | T(4/3)

() /2T (3) - 1.

1.8. L(f)(s) = (es)"1(1 —e7°%) da s # 0; L(f-)(0) = 1. D& e gar mot noll, sa gar L(f.)(s) mot 1 for
alla s. Gransvirdet av f. ar det ideala elementet d, vars Laplacetransform &r 1 Gverallt.

1.9. Transformen blir 25~ 3e~*5.
1.10. Transformen blir 2~%(s + 3)(s + 2) 2.

1.11. Man far att L(f)’ = 1/(s + 1) — 1/s, varav L(f’) = log ! + C med noll som enda mdjliga
virde pa konstanten C. Dérfor blir L(f') = sL(f) = log =L och L(f)(s) = s~ log(1 + 1/s).

1.12. Satt f(t) = tsint. Man raknar ut att £(f)(3) = 0, 06.
1.13. Man ser att integralen ar L(f)(0), dir tf(t) = e 3% — e % Da blir L(f) = —L(tf) =

1/(s+6) — 1/(s + 3), varav L(f) = log% + C. Med det enda méjliga virdet C = 0 ger detta
L(f)(0) = log 2.



