UPPSALA UNIVERSITET KOMPENDIUM
Matematiska institutionen specialNV12005
Christer Kiselman

Specialkurs i matematik NV1, hosten 2005

Innehall:

Kardinaltal

Gaussiska primtal

Digital geometri

Omkrets och area i digitala bilder
Finansiell matematik
Intervallanalys

Grupper

Dimensioner

P NSO W=

Kursen bestar, kort uttryckt, av tre delar:

1. fordjupning i matematik;

2. introduktion till informationssckning;

3. studier av hur forskning gar till inom de matematiska vetenskaperna.

Vad galler den andra delen har Beurlingbiblioteket presenterats av bibliotekarier-
na Ingrid Lofgren och Caroline Myrberg (2005-10-28) och en introduktion till inform-
ationssOkning pa den varldsvida vdven har gjorts av bibliotekarie Caroline Myrberg
(2005-11-09 och 2005-11-16). Informationssokning &r for 6vrigt en integrerad del av
hela kursen, saval vad avser den forsta som den tredje delen.

Den tredje delen syftar till att ge kontakt med aktuell forskning inom de matem-
atiska vetenskaperna. Det handlar da om matematik, matematisk logik, matematisk
statistik, datoriserad bildbehandling, berakningsvetenskap, numerisk analys. Det finns
andra vetenskaper som anvander mycket matematik, till exempel reglerteknik. Dessa
kan ocksa tas med har.

Idén ar att kursdeltagarna forst skall ta reda pa vilken forskning som finns i Uppsala
inom de ndimnda omradena (detta kan ske genom att man letar pa den vérldsvida véven,
i arsredogorelser och genomfor litteratursokning i olika databaser eller genom personliga
besok), och sedan sdka upp en forskargrupp eller en enskild forskare for samtal och
intervjuer och eventuellt samarbete. Till forskarna raknas aven doktorander.

Dessa kontakter skall resultera i en skriftlig redogorelse och ett kort foredrag infor
kurskamraterna.

Den skriftliga redogorelsen bor atminstone omfatta foljande. Vi skiljer pa forsk-
ningsomradet, som ar en storre del av vetenskapen (exempelvis geometri, analys, al-
gebra, topologi, bildbehandling, datorgrafik, numerisk linear algebra, numerisk 16sning
av differentialekvationer, statistik, sannolikhetsteori, logik), och forskningsprojektet,
som ar den aktuella del av forskningsomradet som forskaren vill fornya.
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1. Forskningsomradet
1.1. Vetenskaplig beskrivning av forskningsomradet
1.2. Populdrvetenskaplig beskrivning av forskningsomradet
2. Forskningsprojektet
2.1. Vetenskaplig beskrivning av forskningsprojektet
2.2. Popularvetenskaplig beskrivning av forskningsprojektet
3. Forskningsomradets betydelse
3.1. Varfor dr forskningsomradet viktigt inomuvetenskapligt sett?
3.2. Varfor dr forskningsomradet viktigt sett i ett samhdlleligt perspektiv?
3.3. Vilka mal har forskningen inom detta omrade?
4. Forskningsprojektets betydelse
4.1. Varfor dar forskningsprojektet viktigt inomuvetenskapligt sett?
4.2. Varfor dar forskningsprojektet viktigt sett i ett samhdlleligt perspektiv?
4.83. Vilka mal har forskningsprojektet?
5. Mdnniskorna inom forskningen
5.1. Vilka arbetar pa detta projekt i Uppsala?
5.2. Vilka arbetar pa detta projekt i varlden i ovrigt?
6. Intervjuer med nagon eller nagra forskare

Deltagarna far fritt lagga till andra rubriker efter eget huvud, speciellt inom och
efter kapitel 6, men inte ta bort nagon av de ovan ndmnda.

Vad sa géller den forsta delen presenteras har litet material i anslutning till den.
Det handlar inte om en larobok utan om underlag for 6vningarna och uppgifterna.

1. Kardinaltal

Syftet med att infora kardinaltal ar att ge en god mening till de tre uttrycken lika
manga som, hogst lika manga som och minst lika manga som.

1.1. Avbildningar
Vad ar en avbildning? Vad betyder skrivsattet: f: X — Y7 Mangden av alla avbild-
ningar f: X — Y brukar betecknas Y.

Om A C X, sa definerar vi f(A) = {f(z);x € A} C Y, kallad bilden av A. Om
B C Y, sa definierar vi f~1(B) = {z € X; f(z) € B}, kallad urbilden av B, eller den
wmversa bilden av B.

Observera att im f = f(X), kallad bildmdngden eller virdemdangden, inte behover
vara lika med hela Y. Man kan ocksa definiera ker f = {(z1,z2) € X?; f(z1) = f(z2)},
kdarnan.

Man séger att en avbildning f: X — Y &r en injektion om f(x1) = f(z2) medfor
att z; = xo. (Ekvivalent: ker f = diagonalen i X2.) Man siger att f ar en surjektion
om imf = Y. Man sager att f ar en bijektion om f ar bade en injektion och en
surjektion. (Adjektiv: injektiv, surjektiv, bijektiv.) Vad betyder ett-ett-avbildning?
(Injektion eller bijektion?)

1.2. Definition av kardinaltal

Tva méangder X och Y sédges ha samma kardinaltal om det finns en bijektion f: X — Y.
Man skriver da X ~ Y och card X = cardY. Men vad ar card X7 Vi kan ténka oss
att card X ar mangden av alla mangder Y sadana att Y ~ X. Kanske leder detta till
svarigheter . ..
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Vi ser att relationen ~ mellan mangder ar reflexiv, symmetrisk och transitiv. Vad
betyder det? Relationen = mellan kardinaltal har likasa dessa tre egenskaper.

Man sager att X har kardinaltal hogst lika med kardinaltalet for Y om det finns en
injektion f: X — Y. Man skriver da X <Y och card X < cardY.

Det ar klart att om X ~ Y sa giller X <Y ochY < X. Man kan visa att relationen
< ar reflexiv och transitiv. Man onskar att den ocksa skulle vara asymmetrisk i den
meningen att X <Y och Y < X skulle medféra att X ~ Y. Oversatt till kardinaltal
betyder detta att © < y och y < x medfér att © = y. Det vore val naturligt! Ar det
sa? Ja, det ar Felix Bernsteins sats fran 1898, som vi skall diskutera snart.

1.3. Kardinaltalens aritmetik
Andliga och oéndliga kardinaltal. Upprikneliga och icke upprikneliga kardinaltal.
Galilei 1638. Cantors diagonalforfarande.

Aritmetik: om X och Y ar tva mangder och x = card X, y = cardY’, sa definerar
vi summan = + y som kardinaltalet hos X UY om X och Y éar disjunkta. (Hur gor
man annars?) Detta stimmer ju ndr méngderna &r &ndliga, och man gor alltsa den
observationen till en definition i det allmanna fallet.

Analogt definierar vi produkten xy som kardinaltalet hos X x Y. Aterigen stdmmer
det i fallet med andliga mangder.

For potenser observerar vi att y* ar antalet avbildningar av en andlig méangd X in
i en annan andlig méngd Y, atminstone om X é&r icke-tom. Vi gor darfor detta till en
definition och sager att y* ar kardinaliteten hos méngden av alla avbildningar X — Y
av en mangd X # ) med card X = z in i en mingd Y med cardY = y. Speciellt ar
card(@X) =0"=0om X # O, ty det finns inget satt att avbilda en icke-tom méangd
X in i den tomma mangden.

Man brukar definiera 4° = 1 om y # 0. Hur naturligt ar det? Det dr antalet sitt
att avbilda @ in i Y # . Kanske ar det snarare formeln y® = y**% = y®9° som varit
vagledande.

Det aterstar nu endast att definiera 0°, men vi avstar fran att gora det tills vi
behover veta vad det ar eller bor vara.

Déarmed har vi definierat summor, produkter och potenser av alla kardinaltal utom
0°. Sammanfattningsvis har vi alltsa, om z = card (X) och y = card (Y):

r+y=card(XUY), (X och Y disjunkta);
xy = card(X x Y);
y* = card (YY) (X och Y inte bada tomma).

1.4. Rakneregler for oandliga kardinaltal
Det minsta oéndliga kardinaltalet betecknas R, (uttalas alef-noll; N &r den forsta bok-
staven i det hebreiska alfabetet); det nést minsta betecknas Ny; det ddrnést minsta Ny
och sa vidare. Men finns det verkligen ett minsta oandligt kardinaltal? Kan det inte
vara sa att det finns tva odndliga kardinaltal som &r minimala, men inget av dem &r
mindre an det andra? Kanske, men om vi accepterar att alla mangder kan valordnas
(och det gor vi nu), sa blir tva kardinaltal alltid jamforbara, dvs. det rader alltid en av
relationerna =, <, > mellan dem.

Det minsta oandliga kardinaltalet N, ar lika med kardinaliteten hos de naturliga
talen N = {0,1,2,3,...}. A ena sidan finns det oéndligt manga naturliga tal, sa
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cardN > X;. A andra sidan kan det inte finnas nagot mindre ofindligt kardinaltal &n
cardN, ty det ar ju det minsta tal som &r storre an alla dndliga tal.

Man kan nu visa att Ryg+Rg = Ry och att X2 = Ry. Det dr ungefir samma pastaende
som att cardZ = cardN och att cardQ = cardN.

Man kan mer allmént visa att om z &ar ett oéndligt kardinaltal, sa géller x + z = x,
rr =% =x, 2" = x for alla heltal n € N \ {0}. Vidare att x +y =y och 2y = y om
x < y. Det verkar som om man aldrig skulle fa nagra nya oandliga kardinaltal genom
att utfora addition och multiplikation. Detta star i skarp kontrast till de naturliga
talen, som ju kan byggas upp genom successiv addition som 0, 0+1 =1, 14+ 1 = 2,
241=3,3+1=4, osv.

Men hur blir det med 2*? Vi har 2° =1 >0, 2! =2 > 1, 22 = 4 > 2 och allmant
2" > n for alla n € N.

Man kan nu visa att man har z < 2% men att det aldrig galler att 2* = z. Vi
sammanfattar detta genom att skriva x < 2% dar vi alltsa nu infor ett nytt tecken:
xr < y betyder att x < y men att inte y = x. I sjalva verket skall vi visa att man inte
har 2% < z.

Om X &r en mangd med kardinaltalet x, sa &r 2% kardinaliteten hos en méangd
YX dér Y har tva element, till exempel Y = {0,1}. Det #r alltsd mingden av alla
funktioner X — {0,1} med tva vérden. Den méngden har samma kardinalitet som
méangden av alla delmangder av X. Man kallar den sistnamnda for potensmdangden till
X och skriver den Z2(X). Att de tva mangderna {0, 1}* och £(X) ér lika méktiga ar
latt att se. Till A € Z(X) ordnar vi dess karaktdristiska funktion x4, som definieras
av att xa(p) = 1 om p € A och xa(p) = 0 om p ¢ A. Det &r litt att se att
avbildningen A +— x4 ar en bijektion. I foljande sats ar det bekvamt att anvénda sig
av potensmangden.

T

Sats. For varje kardinaltal x galler att x < 2%, dvs. potensmdangden till en godtycklig
mangd har alltid strikt storre kardinalitet an mdngden.

Beuvis. For det forsta ar det latt att visa att x < 2%. For varje mangd X kan vi
namligen definiera en avbildning f: X — Z2(X) genom att definiera f(p) = {p}. Det
ar klart att f dr en injektion: om {p} = {¢} sa maste p = ¢. (Om X é&r tom sa
dr card X = 0 medan Z(X) = {0}, sa att card Z(X) = 1. Det stdmmer med att
0 < 2° =1. Vi har ju till och med 0 < 2°.)

Antag nu att card Z(X) vore mindre eller lika med card X. Da funnes det en
injektion g: Z(X) — X. Vi skall under detta antagande hérleda en motségelse. Vi
kan ndmligen i sa fall definiera en konstig méngd B (en barberarméngd fér dem som
kénner till Bertrand Russells paradox) genom att vilja

B ={g(A); A € 2(X) och g(A) ¢ A}.

Vi fragar nu om b = ¢(B) tillhér B. Om sa ar fallet sa finns det ett A € Z(X)
sadant att g(B) = g(A) och g(A) ¢ A. Men eftersom ¢ ar en injektion sa medfor
g(B) = g(A) att B = A och vi drar slutsatsen att b = g(B) ¢ B; alltsa har vi visat att
be B = b¢ B. Om a andra sidan b inte tillhér B, sa géller ju enligt definitionen
av B att B innehaller b; vi har b ¢ B = b € B. Vi far alltsa en motségelse
be B <= b¢ B, som visar att det inte kan finnas nagon injektion g: Z(X) — X.
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1.5. Felix Bernsteins! sats
Sats. Om det for tva kardinaltal x och y gdller att x <y och y < x, sa gdller x = y.
<

Bewvis. Oversatt till méngder betyder detta att om X <Y och Y < X, sa skall vi visa
att X ~ Y. Viskall alltsa visa att om vi har tva injektioner f: X — Y ochg: Y — X,
sa finns det en bijektion h: X — Y.

Vi skall inte bara visa existensen av ett sadant h utan faktiskt konstruera avbild-
ningen genom att sy/snickra ihop bitar fran f och g. Vilka tygbitar/byggbitar finns
det? Jo, vi har juim f C Y och img C X och sedan deras bilder under g och f. Sedan
kan vi upprepa detta och ta bilderna under f och g och sa vidare. Det finns egentligen
inga andra bitar, sa om det 6verhuvudtaget gar att konstruera h fran f och g (och inte
bara ge ett abstrakt existensbevis), sa maste det ga med just dessa bitar.

Definiera forst Ag = X \ img, och dérefter By = f(Ag_1) och Ay = g(By), k €
N~ {0}. Om nu z € [J Ay, sa definierar vi h(z) = f(x). Om déremot x ¢ |J Ay, sa
definierar vi h(z) = g~ (z).

Vi har alltsa pusslat ihop restriktioner av de tva bijektionerna f: X — imf och
g ':img — Y for att fa en avbildning av hela X pa hela Y.

Ga igenom de olika fallen och visa att h ar injektiv och surjektiv.

1.6. Sierpinski—-Mazurkiewicz' paradox

Nar man vant sig vid oandliga kardinaltal, sa ar det inte sa konstigt att en uppréaknelig

familj av upprakneliga mangder har en uppraknelig union. Men det finns varre:
Betrakta méngden av komplexa tal

E = {ag + are’ + aze® + - + ae™;m € N,a; € N, a,, # 0}.

Definiera vidare A; som méngden av alla komplexa tal som har en representation
med ag = k. Da giller forstas att E = (J .y Ax. Vidare dr mangderna A, k € N,
disjunkta. Detta foljer av att e" ar ett transcendent tal, vilket vi accepterar har utan
bevis. Méngden Ag ar kongruent med varje méangd A; (genom translation). Men A,
ar ocksa kongruent med hela E (genom rotation).

Sa vi har funnit en mangd som kan slas sonder i upprakneligt manga disjunkta
delmangder, var och en lika maktig som hela mangden, men inte bara det: varje
sadan delmangd ar kongruent (isometrisk) med hela mangden. Detta kallas Sierpiriski®—
Mazurkiewicz™® paradox (1914). Men det ar forstas ingen paradox — om man vant sig
vid den. Det verkar svart att tilldela Aq ett matt annat an 0 och +oc.

1.7. Ovningar
Ga igenom alla fragorna ovan.

Vad betyder ett-ett-avbildning (one-to-one mapping, one-to-one correspondence)?
Sok pa den varldsvida vaven och i Beurlingbiblioteket och forsok gora statistik over
den faktiska betydelsen. Vilka motiveringar finns det for de olika valen?

Ga igenom beviset for att det finns lika manga rationella tal som hela tal (i kard-
inalitetsmening).

Felix Bernstein (1878—1956).
Wactaw Sierpiriski (1882—1969).
3Stefan Mazurkiewicz (1888—1945).
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Ga igenom beviset for att det finns flera reella tal &n rationella tal (i kardinalitets-
mening).

Visa att Ry + 8o = Ry och att N2 = N,. Visa, eller leta reda pa hur man gor for att
visa, att © + 2 = 2 och 2? = x for alla odndliga kardinaltal .

Fullborda beviset for Felix Bernsteins sats genom att kolla att den konstruerade
avbildningen verkligen blir bijektiv.

Visa allt som pastas ovan i Sierpinski-Mazurkiewicz’ paradox.

2. Gaussiska primtal

2.1. Beskrivning av uppgiften

Detta avsnitt kan anviandas pa olika satt. Ett forsta syfte &r helt enkelt att uppmérk-
samma att begreppet primtal inte ar nagot absolut utan beror pa vad man relaterar det
till. Man kan ténka sig en rent grafisk uppgift dar det galler att pricka in de gaussiska
primtalen pa ett papper for att askadliggéra hur de fordelar sig i nagra olika omraden.
Om man vill ga langre kan man rdkna ut tatheten inom nagra delar av det komplexa
planet. En annan mdojlighet ar att ga igenom teorin for de gaussiska primtalen; da kan
foljande rader tjana som ledning, och ett mal kan vara att i detalj visa allt som jag
antyder. Ett mer avancerat projekt slutligen ar att studera faktorisering i nagra andra
ringar Z [\/E] for heltal d; har kommer det bara att handla om d = —1.

2.2. Vanliga primtal och komplexa primtal
Talen 2, 3, 5, 7, 11, ... ar primtal, vilket betyder att man inte kan faktorisera dem
utan att en faktor maste vara 1 eller —1. Vi kan till exempel skriva

19=1-19=19-1=(=1)- (=19) = (=19) - (1)

men inte pa nagot annat satt med heltal, medan daremot 21 kan faktoriseras som 3 -7
eller (=7) - (—3). Man kan ocksa rdkna med komplexa tal z = x + iy dér = och y &r
vanliga heltal. Om vi betecknar de vanliga heltalen med Z, sa bildar alla tal av formen
z=ux+1iy med x,y € Z en méngd Z + iZ som ocksa betecknas Z[i] och kallas ringen
av gaussiska heltal*

[ Z[i] intraffar nu att nagra av vara gamla primtal kan faktoriseras pa ett nytt sitt.
Vi kan t.ex. skriva

0= (1+i)(1—1), 5=2+)2—4) och 101 =(10+)(10—1),

vilket visar att 2, 5 och 101, som &r primtal i Z, inte ar primtal i Z[i]. Begreppet
primtal beror alltsa pa i vilken ring man raknar. Daremot forblir det gamla primtalet
3 ett primtal ocksa i Z[i], ty det kan faktoriseras som

3=3-1=1-3=i(=3i) = (—i)(3)

och pa nagra andra satt med +1 eller +i som faktor, men inte utan att en av dessa
faktorer med absolutbelopp 1 upptriader. (Visa detta!) Nu kan ju alla gaussiska heltal
faktoriseras som

z=1-z=(=1)(=2) =i(—iz) = (=1)(iz),
4Dessa allménnare heltal ar uppkallade efter Carl Friedrich Gauf$, 1777—1855.
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sa faktorer +1, +7¢ bor vi betrakta som ovésentliga, precis som 41 for de vanliga
primtalen. Vi kan alltsa nu definiera z som ett gaussiskt primtal om varje faktorisering
z = ab med a,b € Z[i] maste ha endera |a| = 1 eller |b| = 1, dvs. en faktor maste vara
i*, k =0,1,2,3. Vi ser att dessa fyra element i Z[i] ir de enda som har invers i Z[i],
precis som +1 ar de enda heltal som har invers i Z.

Vi kan nu saga att ett tal i Z som inte ar ett primtal inte heller kan vara primtal
i Z[i], ty en faktorisering z = ab med a,b € Z géller ju ocksa i Z[i]. Och som vi sett
kan det intréffa att ett primtal i Z forblir primtal i den storre ringen Z[i] (exempelvis
talet 3) men ocksa att det blir sammansatt i Z[i] (exempelvis 5 = (2+1)(2 —4)). Och
dessutom finns det nya primtal i Z[i] som inte ligger i Z (exempelvis 1+ i; visa att det
ar ett gaussiskt primtal!).

2.3. Unik faktorisering av gaussiska heltal

Att varje gaussiskt primtal kan uttryckas som en produkt av primtal ar latt att se. Men
ar faktoriseringen unik, och hur bevisar man det i sa fall? (N&r man séger unik hér
bortser man fran variationer i ordningsfoljden och faktorer som har invers i Z[:], dvs.
i*, k =0,1,2,3. Vi kanske kan siiga att faktoriseringen #r viisentligen unik.) Svaret ar
att Euklides’ algoritm fungerar for dem lika val som for de vanliga heltalen Z.

Sats (divisionsalgoritmen for de vanliga heltalen). Om a,b € Z med b # 0 sa finns
heltal q (kvoten) och r (resten) sidana att a = gb+r och |r| < $[b] < [b].

Bevis. Det finns ett heltal ¢ som ligger sa nira a/b att |¢ — a/b] < 3. Da giller att

2
7| = la — qb| = |(a/b— q)b] = |a/b— q|[b] < 5b].

Sats (divisionsalgoritmen for de gaussiska heltalen). Om a,b € Z[i] med b # 0 sa finns
gaussiska heltal q (kvoten) och r (resten) sadana att a = gb+r och |r| < %|b\ < |b|.
Bevis. Det finns ett gaussiskt heltal ¢ som ligger sa néra a/b att |¢ — a/b| < \/Lﬁ Da
giller att |r| = |a — gb| = |a/b — ¢||b] < \%\b[

I bada fallen géller |r| < |b|, vilket récker i fortsdttningen. Huruvida den exakta
faktorn ar % eller \/LE ar inte viktigt.

Euklides’ algoritm blir nu likalydande i bada fallen. Foéljden av absolutbelopp av
de successiva resterna bildar en strikt avtagande foljd sa lange resten ar skild fran
noll. T det forsta fallet d&r absolutbeloppen av resterna heltal (|r| = 4r); i det andra
fallet ar kvadraten pa absolutbeloppen av resterna heltal (|r]? = (Rer)? + (Imr)?).
Slutsatsen blir densamma: efter andligt manga steg blir resten noll. Beviset for att
faktoriseringen av gaussiska heltal i primtal ar unik blir nu ordagrant detsamma som i
fallet med vanliga heltal.

2.4. Testa om ett gaussiskt heltal ar prima
Skriv ett datorprogram som underséker om ett givet tal z € Z[i] ar ett gaussiskt primtal
eller ¢j. Om du har ett program som kan dividera komplexa tal direkt sa ar det bara
att prova om z/c ligger i Z[i] for olika heltal ¢ € Z[i]. Det ricker att testa med alla ¢
som uppfyller 1 < |¢| < /]2, dvs. dndligt manga. Varfor?

Om programmet inte kan dividera komplexa tal sa far vi lata det underscka real-
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och imaginérdelarna for sig. Vi skriver kvoten z/c sa hér:

z w+iy  (a—ib)(z+iy) ax+ by +i(ay — bx)

c a+ib a? + b? B a? + b?
Tydligen ar
2z  ar+by z  ay—bx
RS 0 T e

och z/c &r ett gaussiskt heltal precis ndr bade Re(z/c) och Im(z/c) &r vanliga heltal.
Som sagt, det riacker att undersoka detta for ¢ = a + b med 1 < |c|? = a® + b* < |z|.
Det racker till och med att kontrollera sadana ¢ som ligger i den forsta kvadranten,
dvs. sadana som uppfyller a > 0 och b > 0. Varfor? Dessa anmarkningar kan spara
tid.

Gor ett program som trycker ut alla gaussiska primtal upp till en viss grans. Pricka
sedan in dem i ett diagram — eller lat datorn gora det. Under sokandet beh6ver man
bara undersoka en attondel av planet, t.ex. z = z 4+ iy med 0 < y < z, ty talen
+2z, £z, 441z, +iZ ar primtal samtidigt, och ett av dem ligger i oktanten 0 < y < =.
Vilka tal ar det som &r primtal i Z men upphor att vara det i Z[i]? Gar det att siga
nagot om hur de gaussiska primtalen fordelar sig i det komplexa talplanet? Kan du se
om de ligger tétare kring origo &n langt fran origo? (Troligen maste man ha ett ganska
stort diagram for att kunna se det.)

2.5. Samband mellan de olika typerna av primtal

Om z = x + iy ar ett gaussiskt heltal sa beskaffat att |z|> = 2? + y? &r ett primtal i
Z, sa ar z ett primtal i Z[i]. Visa det! Med detta kriterium kan vi till exempel se att
10 + 3i ar prima, ty dess absolutbelopp i kvadrat ar |10+ 3i|*> = 10? + 3% = 109 som &r
ett primtal i Z. Omvént kan vi fraga oss om |z|? ar ett primtal i Z om z &r ett primtal
i Z[i]. Svaret &r nej, ty 3 ar ett gaussiskt primtal medan |3|> = 9 inte ar prima. Men
om vi tar ett primtal z = x + 4y med imaginirdel y # 0, ar da |z|> = 22 4+ y? ett vanligt
primtal? Forsok visa det!

Vi kan dela in de vanliga positiva primtalen i tre klasser efter vilken rest de ger vid
division med fyra: 5, 13, 17, ..., som ger resten 1 vid division med fyra; 3, 7, 11, 19, ...,
som ger resten 3; och sa det aterstaende primtalet som ar 2, det enda jamna primtalet.
Det visar sig nu att inget primtal i den forsta klassen, alltsa de som har formen 4k + 1
for nagot heltal k, &r primtal i Z[i]. De kan alla faktoriseras som p = (a + ib)(a — ib).
Man kan namligen visa att ett sadant primtal p kan skrivas p = a? + b* for nagra tal a
och b; ett bevis for detta finns i till exempel LeVeque (1956, volym I, kapitel 7). Talen
a + ib och a — ib maste vara gaussiska primtal. (Vad &r ndmligen kvadraten pa deras
absolutbelopp?)

De positiva primtalen av typen p = 4k + 3 daremot ar primtal aven i den storre
ringen Z[i]. Forsok visa dettal Kanske kan foljande vara till hjalp: om p kunde
faktoriseras i Z[i|, p = (a +ib)(c + id), sa skulle

P = [l = ot ibPle - idP = (@ £ 1) + ).

Och om |a +ib| > 1 och |c +id| > 1 sa maste p = a® + b*. Vilka rester kan nu ett tal
av formen a? + b? ge vid division med 47?
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Talet 2, slutligen, som &r primtal i Z, &r, som vi redan sett, inte primtal i Z[i].

2.6. Fordelning av primtalen

Om fordelningen av de gaussiska primtalen kan vi sdga nagot intressant nar vi vet nagot
om fordelningen av de positiva primtalen. Det resultat som uttalar sig om denna kallas
primtalssatsen och bevisades ar 1896 av Jacques Hadamard (1865—1963) och Charles
de La Vallée-Poussin (1866—1962). Primtalssatsen sdger att antalet primtal p med
2 < p < x, betecknat 7(z), uppfyller en asymptotisk relation

X

m(@) ~ logx’

dar tecknet ~ betyder att kvoten mellan de béagge leden gar mot 1 da x — +o0, dvs.

(1+g(x))

m(x) =
(z) log =
dér g(z) — 0 da x — +oo. Lis nagot mer om primtalssatsen i nagon av de bocker som
namns i referenslistan.
Vi delar in 7 i tre delar, svarande mot resterna vid division med 4,

T =T+ T+,

dér m raknar primtalen av typ 4k + 1, 7, det enda jimna primtalet (alltsa mo(z) =1
om x > 2, my(x) = 0 annars), och 73 rdknar primtalen av typ 4k + 3.

Till primtalen av typ 4k+1 hor atta gaussiska primtal, namligen +a=+ib och +b+ia,
alla med absolutbelopp /p. Det blir verkligen atta olika tal, ty a # 0, b # 0 och a # b.
Antalet gaussiska primtal z med |z| < r som vi far fram genom att ta p = 4k + 1 blir
alltsa 8y (r?).

Till primtalet 2 hor de fyra gaussiska primtalen +1 + i. Antalet gaussiska primtal
z av denna typ ar alltsa 4my(r?).

Till primtalen p = 4k + 3 hor fyra gaussiska primtal z = ¢"p, m = 0,1, 2, 3. De har
alla samma absolutbelopp som p, varav foljer att de som uppfyller |z| < r &r 4ms(r)
till antalet.

Nér vi rdknar ihop alla gaussiska primtal z i cirkelskivan |z| < r blir deras antal
saledes

(1) = 871 (1?) + dmo(r?®) + 4ms(r).

Denna formel giller exakt, men for att fa reda pa hur antalet vaxer med r maste vi
veta nagot om hur stora 7 och w3 ar jamfort med varandra. Det dr nu kant att det ar
ungefar lika vanligt att ett primtal ar av typen 4k + 1 som av typen 4k + 3, dvs.

x x
() 2logx 0¢ () 2logx
Eftersom mo(z) ~ 1 sa far vi
r? r 2r? 2r 22

v(r)

~8——+4+4 = ~ .
210gr2+ + 2logr  logr +10g7’ log r
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Vi ser att de gaussiska primtal som ligger utanfor de tva axlarna och har absolutbelopp
> /2 (dvs. de som riknas av den forsta termen) overviiger.
Medeltatheten av de gaussiska primtalen i cirkelskivan |z| < r blir y(r) dividerat
med skivans area:
A0 2

mr2  wlogr’

Vi kan nu jamfoéra denna med medeltétheten i intervallet [—z,z] av de vanliga prim-
talen, som ar
27 (x) 1

2% logx
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3. Digital geometri

3.1. Inledning

Punkter, rita linjer och plan har méanniskan studerat i 6ver tva tusen ar, och vissa
kurvor, som ellipser och hyperblar, har varit foremal for var nyfikenhet néstan lika
lange. Allmannare kurvor, som lemniskator och kardioider, har studerats i flera hundra
ar. Studiet av sadana kurvor grundar sig pa att vi kan rita dem pa papper och fa idéer
fran handritade bilder. Men med datorerna har vi fatt ett nytt satt att rita. Pa en
datorskédrm ser vi bilder, och bilderna bestar av sma bildelement eller pixlar, som O0gat
satter ihop till geometriska objekt. En rét linje blir da inte det som Euklides avsag med
en rat linje, utan en andlig mangd av prickar pa skarmen, som 6gat anda uppfattar som
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ett sammanhéngande linjestycke. En kurva ar likasa en andlig méangd av bildelement.
(Se figur 3.1.)
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Figur 3.1. Tre pixelmangder. Vilka av dem representerar en stracka?

Finns det en geometri for dessa bilder pa datorskarmen? Svaret ér ja. Vi behover inte
noja oss med att uppfatta bilderna som mer eller mindre noggranna approximationer
av ideala rata linjer eller kurvor, utan kan behandla dessa andliga punktmangder med
samma exakthet som Euklides hade i sin geometri. Detta ar den digitala geometrin.
Den ar ung jamfort med Euklides’.

Azriel Rosenfeld gav ar 1974 en definition av begreppet digital rat linje. Erik Melin
fann ar 2003 en annan digitalisering av réta linjer, som respekterar Khalimskys topologi
(vi skall snart inféra denna). Vi kan ocksa tala om kurvor i det digitala planet. Vi
kan ta vilket begrepp som helst i den euklidiska geometrin och forsoka Gversétta det
till den digitala geometrin, och se om ett visst resultat i den euklidiska geometrin blir
sant 1 den digitala.

Speciellt skall vi i detta kapitel titta pa Jordans kurvsats. Denna sats handlar om
kurvor i det euklidiska planet och sdger att en sluten enkel kurva delar planet i tva
delar: en inre och en yttre komponent. Beviset ar svart. Om man nu har en kurva i
det digitala planet — den bestar alltsa av andligt manga punkter — kan den da dela in
planet i tva delar? Svaret &r ja. Det resultatet bevisades av Efim Khalimsky (E. D.
Halimskij) 1970.

Vi skall har beskriva nagra begrepp inom den digitala geometrin och illustrera dem
genom att diskutera Khalimskys digitala version av Jordans kurvsats. Men for att na
dit maste man omprova en del invanda forestallningar.

Det &ar nu for tiden latt att motivera den digitala geometrin med dess tillampningar
inom datorgrafik och bildanalys. Men det kan vara vart att notera att Khalimsky
inforde sin topologi redan 1969, synbarligen utan nagra sadan tillampningar i atanke.

3.2. Att rakna med kartesiska koordinater

Den klassiska geometrin handlar om punkter, rata linjer och plan, men ocksa om cirklar,
klot och andra figurer. Sadana geometriska objekt har studerats i tusentals ar, och vi ar
alla mer eller mindre bekanta med dem. Grekerna skapade i antiken en axiomatisk teori,
vilket innebér att man bevisade egenskaper utgaende fran ett antal grundlaggande
antaganden, axiom, som inte bevisades. Man kunde rakna ut areor och volymer, men
annars raknade man inte sa mycket.

En revolution i berékningsavseende kom med Cartesius (René Descartes, 1596—
1650). Han representerade en punkt i planet med ett par av tal (z1,z5) (talen kallas
kartesiska koordinater) och en linje i planet med méngden av alla par av tal (x, z5) som
uppfyller en ekvation a;x; +asxs+az = 0, dér inte bade a; och as ar noll. Ett plan i det
tredimensionella rummet representeras av méngden av alla tripplar av tal (z1, z9, 3)
som uppfyller en ekvation ajx; + asxs + asrs + a4 = 0, dar inte alla tre talen aq, as, as
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ar noll. Om man har tva rata linjer i planet med ekvationerna ayx; + asxs + az = 0
och byzy + bexy + bg = 0, sa skiar de varandra i en viss mangd, och denna ges av
alla l6sningar (z1,x2) till bada ekvationerna. Kanske finns det ingen 16sning (linjerna
ar skilda och parallella) eller odndligt manga losningar (linjerna sammanfaller) eller
sa finns det precis en 16sning (linjerna skér varandra i en punkt). Man kan alltsa
genom rakningar avgora vad som galler och uttrycka svaret med hjalp av de sex talen
ai, as, as, bl, bg och b3.

3.3. Att representera figurer i en dator

Nésta revolution i berakningsavseende kom med datorerna. Man kan nu lagra och
bearbeta storre informationsméngder an med papper och penna. Speciellt kan man
lagra information om geometriska figurer. Vi vet sedan Cartesius att tva tal racker for
att beskriva en punkt i planet, tre tal en punkt i rummet. Hur manga tal behovs det
for att beskriva en cirkel i planet? Jo, tre: centrum ges av tva koordinater och radien
av ett tal. Hur manga tal behdvs det for att beskriva en ellipsoid i det tredimensionella
rummet? Centrum ges av tre koordinater; for de tre halvaxlarna behovs ytterligare tre
tal. Sa behover man ange riktningen hos den storsta axeln; till detta behovs tva vinklar.
For att sedan bestamma riktningen hos den nast storsta axeln behovs ytterligare en
vinkel. Alltsa kan ellipsoiden beskrivas fullstandigt av nio tal. (Om man fran borjan
vet att nagra axlar ar lika, sa blir det farre.) Ett reellt tal kan behova oéndligt manga
decimaler for att beskrivas fullstindigt, sa vi maste ndja oss med att lagra andligt
manga av dem. Att lagra nio tal med en viss rimlig precision i en dator kraver inte
mycket minnesutrymme.

Men hur blir det om man vill beskriva en godtycklig médngd? Hur manga tal behovs
for det? Det finns sa fruktansvart manga méangder i planet att vi inser att vi maste
approximera pa nagot satt; vi kan ju bara lagra och behandla information som bestar
av dndligt manga tecken. Det innebéar att vi far dela in planet i sma bitar, och sa tala
om huruvida en viss bit ingar i mangden eller ej. Detta ar ju egentligen inte nagot
som har kommit med datorerna, ty ett fotografi i tidningen bestar av ett raster, vilket
man ser om man tittar pa det med en lupp. Rastret dr sa fint att man pa litet storre
avstand inte kan se det, och 6gat uppfattar bilden pa ett bra satt och stors inte av
rastret. Ocksa vara ogon har en begriansad kapacitet att ta in information, och det
utnyttjar man alltsa nar man trycker fotografier. Pa samma satt bestar en datorskérm
av andligt manga bildelement, och en rat linje &r i sjalva verket en andlig mangd av
punkter; 6gat fogar ihop punkterna till en linje om de ligger tillrackligt tatt.

Men hur blir det om vi vill lagra information for att beskriva en godtycklig mangd
i planet? Om vi som ett exempel tar en skidrm som har 1024 ganger 768 pixlar, dvs.
ar indelad i 1024 sma intervall pa lingden och 768 intervall pa hojden, sa innebar det
att det finns 1024 x 768 = 786 432 pixlar. Hur beskriver man nu en mangd? For varje
pixel maste man tala om huruvida den ingar i mangden eller ej. Om vi skriver en etta
nar pixeln ar med i méangden och en nolla nér den inte &r med, behover vi alltsa skriva
786 432 nollor eller ettor for att beskriva en godtycklig delmangd av skarmen. Och
det finns 2786432 ~ 10236740 olika mingder. (Detta tal kan jimforas med universums
massa, som nagra astronomer skattar till 10° kg, vilket dr 6 x 10 protonmassor eller
1083 elektronmassor. Man brukar ju tala om stora tal som astronomiska, men det Ar
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en metafor som inte bara har bleknat: den ar helt missvisande.?)

Om vi delar in hela planet i kvadratiska eller rektangulara pixlar sa kan vi numrera
dem med par av heltal. Vi later helt enkelt (x;,z5) vara koordinaterna for centrum
i en pixel i nagon lamplig skala, vald sa att x; och x5 blir heltal. Déarfor kan vi helt
enkelt tala om (21, x2) som en pixel, fast det egentligen ar pixelns adress.

3.4. Jordans kurvsats

En cirkel i planet delar in detta i tva delar: ett inre omrade, dar avstandet till centrum
ar mindre an radien, och ett yttre omrade, dar avstandet till centrum ar storre an
radien. Pa samma sitt ar vi vana vid att andra, mer oregelbundna kurvor, delar in
planet i ett inre omrade och ett yttre omrade. Vi kan alltsa deformera cirkeln utan att
denna egenskap att dela in planet i tva delar gar férlorad. Camille Jordan (1838—1922)
visade 1893 en sats med just denna innebord. Om man tar en kurva som ligger i ett
plan och som ér lik en cirkel i en speciell mening, sa bestar dess komplement av exakt
tva delar. Det ar som ett staket som stanger in faren och sténger ute vargen. Om
kurvan ser ut som en atta sa delas planet in i tre delar, sa sadana kurvor far inte
accepteras om vi skall fa den 6nskade uppdelningen av planet. (Se figur 3.2.)

!
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Figur 3.2. En kurva som inte ar sluten; en som inte ar enkel; en enkel och sluten kurva.

Jordans kurvsats géller alltsa for kurvor som ar tillrackligt lika cirklar. Detta begrepp
"tillrackligt lika” maste forstas preciseras, liksom vi bor forklara vad som menas med
att kurvans komplement bestar av tva bitar. For att gora det behdver vi topologi —
och det amnet, som kan beskrivas som studiet av 6ppna mangder, skall vi ta upp i
nasta avsnitt.

Beviset for Jordans kurvsats ér svart. For en cirkel ar det ju latt att avgora om
man ligger innanfor eller utanféor — man mater bara avstandet till centrum. Men tank
pa en kurva som Helge von Kochs snoflingekurva eller nagon annan, oregelbunden
fraktal. Om man ligger i nérheten av den sa ser man en mycket taggig kurva och det

5Den som tror att denna slutsats beror p& att universum har en ganska lag densitet ombedes
berikna massan hos ett fiktivt universum med radie lika med 14 x 10° ljusar ~ 1,3 x 10?m och
densitet lika med den hos en neutronstjérna, sig 101" kg/m3. Slutsatsen ir densamma.
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ar omojligt att avgora genom att bara titta pa punkter i narheten huruvida man ligger
utanfor eller inuti kurvan. Detsamma géller for en labyrint. (Se figur 3.3.)

Figur 8.3. Nar ar vi inne i kurvan?

3.5. Topologi
Jordans kurvsats galler inte bara for cirklar utan &dven for kurvor som liknar cirklar.
Vi behover forklara vad som menas med att en kurva ar tillrackligt lik en cirkel. Det
matematiska ordet ar homeomorf. Vi kraver alltsa att kurvan skall vara homeomorf
med en cirkel. Vad betyder nu det? Kalla kurvan for K och en cirkel for C'. Vi kraver
forst att det skall finnas en bijektion av C' pa K. Det betyder att det skall finns en
avbildning f fran C' in i K (detta skriver man kort f: C' — K) som dessutom &r sadan
att varje punkt i K &r en bildpunkt under f och tva olika punkter i C' avbildas pa
tva olika punkter pa K. Déarmed har vi uteslutit attan, ty for den kurvan géller att
tva olika punkter pa cirkeln avbildas pa samma punkt. Men vi har inte uteslutit en
kurva som ar ett linjestycke, ty den uppstar genom att man klipper upp cirkeln; vi har
en bijektion mellan cirkeln och linjestycket, till exempel genom att vi later g(p) vara
vinkeln som radien genom punkten p bildar med z-axeln, vald sa att 0 < g(p) < 27 (vi
anvénder alltsa poldra koordinater). Vi later sa f vara avbildningen f(p) = (g(p),0).
Da har vi en bijektion av cirkeln pa en striacka i planet. Och for en striacka galler
ju inte satsen: dess komplement bestar bara av en enda bit. Tydligen fordras det
ytterligare nagon egenskap hos avbildningen. Denna egenskap ar kontinuitet, som vi
nu skall forsoka forklara. Det vi skall krdva ar att f ar en bijektion och att bade f och
dess invers ar kontinuerliga. En sadan avbildning kallar man en homeomorfism.

Kontinuitet hos en avbildning f innebér att sma dndringar hos ursprungspunkten
(argumentet) ger upphov till blott sma dndringar hos bildpunkten. Nagra sprang far
inte forekomma. Alltsa: om punkten ¢ ligger nira punkten p sa skall bilden f(q) ligga
néra bilden f(p). Detta &r ett intuitivt talesétt, som maste goéras precist och hallbart,
dvs. sa att det tal olika generaliseringar.

For att definiera kontinuitet behdéver vi topologier. Topologi ar, kort uttryckt,
studiet av 6ppna mangder. Man sager att man definierat en topologi pa en mangd X
om man har angivit en familj av delméangder av X med vissa egenskaper. Mangderna



Specialkurs © matematik NV1, 200/ 15

som tillhor denna familj kallas oppna, men det ar blott ett namn — man skulle kunna
kalla dem glada eller gula eller gulliga. De 6ppna méangderna skall uppfylla tva axiom
(se nedan).

Pa den reella axeln R har vi en topologi: man sager att ett intervall ar oppet om
det ar av formen

la, b ={z € Rja < z < b}.

Observera att |a, a[, den tomma méngden ), &r ett 6ppet intervall. Och man séger att
en mangd ar oppen om den ar en union av oppna intervall. Det innebar att en mangd
av reella tal ar 6ppen om och endast om det for varje punkt b i méngden finns ett litet
intervall [a, ¢] med a < b < ¢ som ocksa ligger i méngden. Det &r inte svart att verifiera
att dessa Oppna mangder uppfyller de tva axiomen. Man kan hitta en oandlig familj
av 6ppna mangder vilkas snitt inte ar 6ppet.

I R", rummet av alla n-tipplar av reella tal, kan man definiera ett oppet klot som
en mangd av formen

B(e,r) ={x € R d(c,z) <r}.

Det ar mangden av alla punkter vilkas avstand till centrum c ar strikt mindre &n radien
r (vi later hér d(c, z) beteckna avstandet mellan ¢ och z; precis vilket avstand vi tar
spelar ingen roll). Sedan definierar vi en dppen mdngd som en mingd A sadan att den
for varje punkt ¢ € A innehaller hela klotet B(c,r) for nagon tillrackligt liten positiv
radie 7.

Man kan latt visa att om vi har en godtycklig familj av 6ppna méangder, sa ar
unionen av dem alla 6ppen: om ¢ € |JU; =V, sa ligger ¢ i U; for nagot index j, och
da finns det ett klot B(c,r) som é&r innehallet i U;, alltsa d&ven i V. Och om vi har en
dndlig familj av 6ppna méngder, sa ar dess snitt 6ppet: om ¢ € (| U; = W, sa finns det
klot B(c,r;) innehallna i U; for varje index j; darfor ligger klotet B(c,r) med radie r
lika med det minsta av talen r; i .

En funktion f: R"™ — R™ kallas kontinuerlig om det for varje 6ppen mangd B
i R™ giller att mangden A av alla punkter i R™ som avbildas in i B ar 6ppen. Vi
kan nu latt se att en sadan funktion inte kan gora nagra sprang. Om en funktion ar
kontinuerlig och avbildar en punkt a pa en punkt b = f(a), sa tar vi en 6ppen méangd
som innehaller b, till exempel ett klot B(b,s) med en liten radie. Da dr méngden av
alla punkter « som avbildas in i B(b, s) ppen, vilket betyder att den maste innehalla
nagot klot B(a,r). Bilden av B(a,r) ligger alltsa inne i B(b, s), sa f kan inte gora
nagot stort sprang i B(a, ) (inte storre dn 2s). Och eftersom s kan véljas hur litet som
helst, sa maste eventuella sprang hos f bli allt mindre och mindre i de klot B(a,r) som
vi far fram genom resonemanget. Darmed har vi visat att kontinuerliga funktioner inte
kan ha sprang i nagon punkt. Denna iakttagelse &r sa viktig att man har tagit den
som utgangspunkt for nya definitioner, namligen dar det inte finns nagot avstand.

I stéllet for att definiera begreppet 6ppen méngd med hjéilp av avstand som vi
nyss gjort tar vi nu i stallet en axiomatisk vag. De egenskaper som vi visade tar vi
som axiom. Lat alltsa X vara en godtycklig mangd, och lat oss ha en familj U av
delmangder av X som vi kallar 6ppna.

Axiom 1. Om A, j € J, ar oppna, ddr J dr en godtycklig indexmangd, sa dr unionen
UjeJ A; oppen.
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Detta innebar att om vi har méngder A; € U, sa tillhor méngden V' av alla punkter
som ligger i nagot A; ocksa U: V € U.

Axiom 2. Om A;, j € J, ar oppna, ddar J dar en dndlig indexmangd, sa ar snittet
Njes Aj Oppet.

Detta innebar att om vi har dndligt manga mangder A; € U, sa tillhér méngden W av
alla punkter som ligger i alla A; ocksaild: W e U.

Eftersom det ar tillatet att lata J vara tom, sa foljer av axiom 1 att den tomma
méngden ar Oppen, och av axiom 2 att hela rummet X &r 6ppet, ty (J ico Aj = O och
Njeo A5 = X. (Den som tycker att detta verkar konstigt kan helt enkelt ligga till som
ett axiom 3 att @ och X &r 6ppna.)

Om vi har en familj & av delméngder av X som uppfyller axiomen, sa sager vi att
vi har en topologi pa X, och att X med denna topologi ar ett topologiskt rum. (Nagot
avstand behover inte finnas.) Och om vi har tva topologiska rum X och Y och en
avbildning f av X in i Y, sa sdger vi att den ar kontinuerlig om det ar sa att urbilden
f~YB) = {z € X; f(x) € B} ar oppen for varje 6ppen méngd B i Y — definitionen
ar alltsa ordagrant densamma som i det fall da vi hade definierat 6ppna mangder med
hjalp av avstand.

I ett topologiskt rum kan vi nu definiera begreppet sammanhangande méangd. En
mangd A kallas sammanhangande om den inte kan delas upp i en viss mening, namligen
sa att om vi har tva 6ppna mangder U och V' sadana att U UV innehaller A och ANU
och ANV inte har nagon gemensam punkt, sa géller antingen A C U eller A C V. En
komponent ar en maximal sammanhangande mangd, dvs. en sammanhéngande mangd
som inte ar dkta delmingd av nagon sammanhéngande mangd. Vi har nu alla begrepp
som behdovs for att forsta Jordans kurvsats, bade den klassiska och den digitala.

Lat oss nu titta pa hur den klassiska satsen lyder exakt.

Sats (Jordans kurvsats). Antag att f: C — f(C) C R? dr en homeomorfism av en
cirkel C' in i R%. Dess bild K = f(C) delar planet R? i precis tva delar: R* \ K har

precis tva komponenter.

De tva orden homeomorfism och komponent har nu fatt sin forklaring. Med en Jor-
dankurva menar man just en homeomorf bild av en cirkel.

3.6. Khalimskys topologi

Efim Khalimsky hittade pa en topologi for de hela talen Z som defineras sa har: en
méangd A av hela tal kallas dppen om den for varje jamnt tal 2n € A ocksa innehaller
dess tva udda grannar 2n — 1 och 2n + 1. Méngden av alla jamna tal ar alltsa inte
oppen, men méangden av alla udda tal ar det. Vidare dr {1} en 6ppen méangd, medan
{0} inte &r 6ppen. Den minsta 6ppna méngd som innehaller {0} ar {—1,0, 1}. Man kan
latt verifiera att de 6ppna méngderna som vi definierat dem har uppfyller axiomen 1
och 2 i avsnitt 3.5. Det galler till och med nagot starkare &n axiom 2: snittet av en
oandlig familj av 6ppna méangder ar ocksa Gppet.

De jamna och udda talen spelar tydligen helt olika roller i Khalimskys topologi. Vad
innebar detta for kontinuiteten hos en avbildning f: Z — Z7 Om vi tar en godtycklig
oppen delméngd B av Z, sa skall tydligen méngden A av alla punkter n som avbildas
in i B vara 6ppen. Detta innebér att om ett jamnt tal 2n tillhor A, dvs. f(2n) € B, sa
skall &ven f(2n+1) € B. Om f(2n) ar udda, sa kan vi ta B = {f(2n)} — det ar ju en
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Figur 3.4. Khalimskylinjen.

oppen méangd. Och da maste f(2n £ 1) = f(2n), dvs. funktionen maste vara konstant
i méngden {2n — 1,2n,2n + 1}. Om daremot f(2n) ar ett jamnt tal, sa kan vi ta
B ={f(2n)—1, f(2n), f(2n) + 1} och da maste f(2n £ 1) avbildas in i den méngden,
vilket innebér att f(2n £ 1) kan avvika hogst en enhet fran f(2n). En kontinuerlig
funktion kan alltsa aldrig andra sig snabbare an ett steg for varje steg som argumentet
tar, vilket medfor att vi alltid har |f(z) — f(y)| < |x — y| for alla 2,y € Z, men med
den extra inskrankningen att den maste vara konstant i tre punkter 2n — 1,2n,2n + 1
om den rakar ta ett udda varde i en jamn punkt 2n. Man kan ocksa uttrycka det sa att
funktionen kan ta olika vérden i x och z+ 1, men bara om antingen bade x och f(x) &r
jdmna eller om bada &r udda. Detta innebér exempelvis att funktionen f(x) = = + 2
ar kontinuerlig, men inte funktionen f(z) =z + 1.

Vi bildar nu planet Z2, som bestar av alla par av heltal, och vi kan ge dven det en
topologi. En delmingd A av Z? kallas dppen om den for varje pixel (z1,72) € A ocksa
innehaller pixlarna (z; £ 1,29) om z; ar jamnt och (21,29 & 1) om z5 &r jamnt. Det
foljer av detta att om A ar 6ppen och (x1, z5) € A med bade x; och x5 jamna, sa maste
A innehalla dven de atta punkterna (z; £ 1,x9), (x1, 20 £ 1), (x; £ 1,29 £1). Darmed
har vi en topologi i planet Z2. Vi kallar dven den for Khalimskys topologi. Det finns
nu flera slag av pixlar (z1,z5): de déar bade z; och z5 ar jimna; de dir bada ar udda;
och de dar en av koordinaterna ar udda och den andra ar jamn.

Vi kan nu tala om en kontinuerlig avbildning f: Z — Z2, dar bade Z och Z? ges
Khalimskys topologi. Men vi behéver ocksa en motsvarighet till cirkeln som vi anvénde
i Jordans sats. En cirkel far man av Z genom att identifiera nagot jamnt tal m med
noll. Det betyder att man identifierar talet 7 + km med j for alla k € Z. Man sager
att man raknar modulo m. Vi ar ju vana att rakna klockslag modulo 12 eller 24. En
resa som startar klockan 22 och tar 9 timmar ar ju slut klockan 7; additionen lyder
2249 =7 (modulo 24). Lat oss med Z,, beteckna heltalen Z nér man réknar modulo
m. Dessa tal kan representeras av talen 0,1,2,...,m — 1. Om man lagger 1 till m — 1
sa far man 0, dvs. man har gatt urtavlan runt. (Att rdkna modulo ett udda tal ar inte
bra i detta sammanhang, eftersom de udda och jamna talen spelar olika roller, och om
man raknar modulo ett udda tal, sa kan distinktionen inte upprétthallas; m identiferas
ju med det jamna talet 0.) Lat oss séga att Z,, &r en Khalimskycirkel.

En digital Jordankurva ar en kontinuerlig avbildning av en Khalimskycirkel Z,, in i
Khalimskyplanet Z? sadan att dess invers existerar och #ar kontinuerlig. Vi har alltsa en
homeomorfism f: Z,, — f(Z,,) C Z*. Definitionen &r densamma som for de klassiska
Jordankurvorna. Kurvan bestar av m punkter i planet Z2.

Man kan visa att en Jordankurva kan svianga i en punkt endast om punktens bagge
koordinater ar jamna eller udda, och den kan svanga 45 eller 90 grader, aldrig 135
grader. Om kurvan svénger i en punkt (x1,22) med z; udda och x5 jamn, sa kan f
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Figur 3.5. Khalimskyplanet.

inte vara kontinuerlig. Om kurvan svinger 135 grader, sa dr f~! inte kontinuerlig. (Se
figur 3.6.)
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Figur 3.6. Nagra kurvor.

3.7. Jordans kurvsats i det digitala planet
Vi formulerar nu Khalimskys sats.

Sats (Khalimskys sats for digitala Jordankurvor). Antag att f: Z,, — f(Z,) C Z*
ar en homeomorfism av en Khalimskycirkel Z,, in i det digitala planet Z? forsett med
Khalimskys topologi. Dess bild K = f(Z,,) delar planet Z* i precis tvd delar: Z* ~ K
har precis tva komponenter.

Satsen ser precis likadan ut som den klassiska Jordans kurvsats i avsnitt 3.5; det ar
topologierna som ar olika.

Jordans klassiska sats dr som sagt svar att bevisa. Beviset for den digitala satsen
ar mycket lattare. Det beror pa att en digital Jordankurva bara kan innehalla dndligt
manga punkter och har en ldngd som &r av formen p+¢+v/2, dér p och ¢ ér icke-negativa
heltal. Om vi kortar av kurvan genom att ta en genvag, sa maste langden minska till
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ett annat tal p; + ¢1v2 (p1,qq icke-negativa heltal) och detta kan bara ske dndligt
manga ganger. Beviset bestar av att man visar att alla Jordankurvor utom de allra
kortaste verkligen kan kortas pa ett sadant sétt att den nya kortare kurvan ocksa &r
en Jordankurva. Efter andligt manga steg har man fatt en kurva som ar sa kort att
den inte kan kortas mera. (Se figur 3.7.) Men da &r den av en mycket enkel typ, sa
enkel och kort att man direkt kan verifiera att slutsatsen géller. Beviset ar alltsa ett
induktionsbevis som gar 6ver kurvans langd. Nagot liknande ar forstas inte mojligt i
det klassiska fallet.

Figur 3.7. De minsta Jordankurvorna.

Den digitala kurvsatsen visar att man med ett digitalt staket kan stanga in och stanga
ut lika val som med en vanlig kurva. Prickarna pa datorskarmen kan, trots att de bara
ar andligt manga, bilda ett staket med samma egenskaper som de klassiska Jordan-
kurvorna. Knepet éar att byta ut topologin. Da kan man i stallet behalla den invanda
formuleringen av satsen.
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3.9. Ovningar

3.1. Vilka av de tre pixelméngderna i figur 3.1 kan anses representera en stricka (ett
segment av en euklidisk rat linje)? Enligt vilka kriterier?

3.2. Ange ett nodvandigt och tillrackligt villkor pa heltalen a och b for att intervallet
la,b|NZ ={x € Z;a <z <b}

skall vara oppet for Khalimskys topologi.

3.3. Vilka av foljande delmingder av Z? ar ¢ppna for Khalimskytopologin? Ange for
varje mangd som inte ar Oppen den minsta 6ppna méangd som innehaller den givna
mangden.

(a) {x € Z% |z, |22] <1}
(b) {(1,1),(2,1), 3, V)};
() {3, D}

(d) {(1,0),(2,0), (3,0)};
(e) {(1,0)}.

3.4. Visa att Z dr sammanhéngande for Khalimskytopologin (definition i avsnitt 3.5).
Visa att Z ~\ {a} inte &r sammanhéngande om a € Z. Visa motsvarande egenskaper
for R, dvs. att R &r sammanhéngande medan R ~\ {a} inte &ar det.

3.5. Visa att funktionen f(x) = x+ 3, x € Z, inte ar kontinuerlig. Visa att funktionen
g(x) =z +4, v € Z, ar kontinuerlig.

3.0. Definiera tva funktioner f,g: Z — Z genom att sitta f(x) = 0 da z < 0 och
fz)=1daxz >1,0ch g(r) =0daz <1ochg(x)=1daz > 2 Visaatt f men inte
g ar kontinuerlig.

3.7. Definiera en avbildning f: Z — Z? genom att sitta f(z) = (z,z+1), x € Z. Visa
att f inte ar kontinuerlig. Visa att f~! som avbildning fran im f till Z ar kontinuerlig.
(Tag forst reda pa vad detta pastaende maste betyda. Vilka dr de éppna méngderna i
im f7)

3.8. Vilka av de fyra kurvorna i figur 3.6 ar digitala Jordankurvor (definition i avsnitt
3.6)7

3.9. Lat f,g: Z — Z vara tva kontinuerliga funktioner och antag att f(x) < g(x) for
alla z € Z. Visa att f(z +2) < g(x) for alla z € Z.

3.10. Betrakta avbildningar f: X — Y dar X =Y = {0,1,2}. (a) Hur manga
sadana avbildningar finns det? (b) Hur manga av dessa &r bijektioner? (c¢) Hur manga
avbildningar som uppfyller |f(z) — f(2')| < |z — 2'| for alla z,2" € X finns det? (d)
Hur manga kontinuerliga avbildningar finns det? Samma fragor om X = {0,1,2} och
Y ={1,2,3}. Samma fragor om X =Y ={0,1,2,3}.
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4. Omkrets och area i digitala bilder

Gastforelasning 2005-11-01 av docent Ingela Nystrom: Hur kan man mdta omkrets och
area 1 digitala bilder?

5. Finansiell matematik

Gastforelasning 2005-11-14 av docent Johan Tysk: Brownsk rorelse och finansiell matem-
atik.

6. Intervallanalys
Gastforelasning 2005-11-17 av docent Warwick Tucker: Intervallanalys.

7. Grupper

7.1. Cykliska grupper

Ar det sant att 23 + 8 = 7? Eller att 11 + 8 = 72 Om man lagger sig klockan 23 och
sover 8 timmar sa vaknar man klockan 7. Eller om man startar en resa klockan 11 och
reser i 8 timmar, sa kommer man fram klockan 7. Vi kan alla rdkna med klockslagen:
matematiskt kallas det att rakna modulo 24 respektive modulo 12. Man skriver detta
sa: 23+ 8 =7 (mod 24) och 11+ 8 =7 (mod 12) (utléses ”elva plus atta &r kongruent
med sju modulo tolv”). Det &r en gammal tradition att skriva denna ekvivalensrelation
med hjalp av tecknet =. Utrycket modulo 2 betyder att likhet géller efter addition
av nagon multipel av 24.

Man har en méngd Zs, som bestar av talen {0,1,2,3,...,23} och dir man sedan
identifierar 24 med 0, 25 med 1 och sa vidare. Pa samma satt har vi till exempel Zy,
som &r heltalen modulo 4, och bestar av {0, 1,2, 3}, dir man sedan identifierar 3+1 = 4
med 0, 5 med 1 osv. Att rdkna modulo 12 ar alltsa det man gor nir man lar sig att
lasa av en klocka (med visare; en digital klocka gar direkt pa siffrorna och &r darfor
inte lika instruktiv i detta sammanhang).

Vi kan latt gora en additionstabell for Z,:

Z,/0 1 2 3
010 1 2 3
111 2 3 0
212 3 0 1
313 0 1 2

Vi kan notera att 0 ar ett neutralt element: = + 0 = z for alla x € Z,4. Vidare finns till
varje x ett element y sa att x +y = 0, dvs. y ar en invers till . Att det &r sa kan man
ldasa av fran additionstabellen. Slutligen ar det sa att x 4+ y = y + x; det kan likaledes
lasas av fran tabellen (spegla den i diagonalen).

Pa liknande sétt kan man gora tabeller for Z,,, m = 1,2,3,4,5,..., i varje fall om
m inte ar alltfor stort. For de minsta talen, m = 1,2, 3, blir det:

Z; |0 1 2
(Z, |0 2281 00 1 2
1010 A 11 20
22 0 1
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Vi kallar dessa Z,, for cykliska grupper — definition senare.

7.2. Symmetriska grupper

Vi tittar nu pa ett annat exempel, méngden av alla bijektioner av méangden {1,2,3}
av tre element. Dessa bijektioner kan sammanséattas: om f och g ar tva bijektioner
(permutationer) sa ar deras sammanséttning g o f (f f6ljd av g) ocksa en bijektion.
Den definieras av att (g o f)(5) = g(f(j)) for 5 = 1,2,3. Vi skriver nu bara gf for
g o f och uppfattar operationen som en multiplikation. Ar den associativ, dvs. galler
hgf) = (hg)f? Ja, ty bade (ho(go f))(j)) och ((hog)o f)(j) blir h(g(f(j))) om man

anvander definitionen av sammansattningen.

Vi kan nu definiera a som permutationen 1 +— 2,2 — 1,3 +— 3, alltsa den som
kastar om 1 och 2 men ldmnar 3 fix. Vidare kan vi definiera b som permutationen
1— 1,2+ 3,3 — 2, alltsa den som kastar om 2 och 3 men lamnar 1 fix. Vad blir
nu ab? Jo, den blir 1 — 1 — 2,2 +— 3+ 3,3 — 2 — 1. Vidare blir ba avbildningen
1— 2321~ 1,3+ 3+ 2. Viser att ab # ba, ty vi har ju till exempel att
(ab)(1) = 2 medan (ba)(1) = 3. Vi har nu ett nytt fenomen: sammanséttningen ar inte
kommutativ. Vi vet att det finns 3! = 6 olika permutationer, sa denna méngd, som
kallas S3, har sex element. Det finns tydligen ett neutralt element, den permutation
som inte fordndrar nagot alls, lat oss kalla den e, alltsa e(k) = k for k = 1,2,3. Vi
vet alltsa att ex = we for alla permutationer . Vi kan nu gora en tabell, som vi
denna gang kallar for multiplikationstabell, for S3. Vi har redan hittat fem element,
namligen e, a, b, ab och ba, och vi har sett att de alla ar olika. Det maste alltsa finnas
ett sjatte element. Vi kan ju bilda aba till exempel, och vi ser att det ar avbildningen
1+ 3,2 2,3 +— 1 som ar skild fran de fem andra. Vidare ser vi att aa = e och
bb = e. Sa vi kan borja att fylla i tabellen sa har:

S3 e a b ab ba aba
e e a b ab ba aba
a a e ab b aba ba
b b ba e a

ab ab aba a

ba ba b

aba | aba e

Man ser att den forsta och andra raden ar lika. Det beror forstas pa att ex = x for alla
element z. Vidare ar den forsta och andra kolonnen lika eftersom ze = x for alla x.
(Nar man blir mera van kan man alltsa stryka den forsta raden och den férsta kolonnen
och bara behalla matrisen med de 6 x 6 produkterna.)

Vi forsoker nu fylla i tabellen mera. Vi ser till exempel att (ab)(ba) = a(bb)a =
aea = aa = e; pa samma sétt (ba)(ab) = b(aa)b = bb = e. Med nagra andra liknande
latta rdkningar far vi tabellen:
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S3 e a b ab ba aba
e e a b ab ba aba
a a e ab b aba ba
b b ba e a

ab ab aba a e

ba ba b e

aba | aba  ab a e

Vi ser nu att det fattas tva element i vissa rader och kolonner. Exempelvis fattas ba
och aba i kolonnen for b. Ar alltsa (ba)b lika med ba eller aba? Om (ba)b vore lika med
ba, sa skulle (ab)(ba)b vara lika med (ab)(ba) = a(bb)a = aea = aa = e men ocksa lika
med (ab)((ba)b) = a(bb)(ab) = aeab = aab = eb = b, vilket ju inte ar sant. Den andra
mojligheten, alltsa att (ba)b = aba ar alltsa den enda méjliga. Vi har dérmed ocksa
raknat ut b(ab) och kan fylla i tva platser till:

S e a b ab ba aba
e e b ab ba aba
a a e ab b aba ba
b b ba e aba a

ab ab aba a e

ba ba b aba e

aba | aba  ab a e

Nu ser vi att det till exempel i raden for b fattas bara ett enda element, som maste vara
ab, eftersom det ar det enda som inte star i denna rad. Det som nu fattas i den sista
kolonnen maste vara b. Sa kan man nu fortsiatta. Vi anvander oss alltsa av egenskapen
att varje rad och varje kolonn maste innehalla alla element i S3. Genom att resonera
sa kan vi nu fylla i hela tabellen, multiplikationstabellen for Ss:

S3 e a b ab ba aba
e e b ab ba aba
a a e ab b aba ba
b b ba e aba a ab

ab ab aba a ba e b

ba ba b aba e ab

aba | aba ab  ba a b e

Naturligtvis kan man rakna ut alla permutationer explicit, men vi har varit litet lata
och réknat sa litet som mojligt.

Man kallar S5 for en grupp, den symmetriska gruppen av permutationer av tre
elementS och vi har sett att den dr icke-kommutativ. Nar dr zy # yx? Vi ser att vi
alltid maste ha xy = yr om x = e eller y = e eller x = y. Sadan par kommuterar alltid.
Det aterstar da tio tva-méngder som inte kommuterar automatiskt, ndmligen {a, b},

6Det kan forefalla konstigt att kalla denna grupp for symmetrisk eftersom den inte &r sarskilt sym-
metrisk. Forklaringen ligger i att permutationen lamnar de symmetriska polynomen av tre variabler
invarianta. Den hor alltsa ihop med dessa polynom.
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{a,ab}, {a,ba}, {a,aba}, {b,ab}, {b,ba}, {b,aba}, {ab,ba}, {ab,aba}, {ba,aba}. Av
dessa tio tva-méngder kommuterar endast en, (ab)(ba) = (ba)(ab) = e. Sa statistiken
sdger att av de tio oordnade par som inte kommuterar automatiskt, sa kommuterar
endast ett, dvs. graden av icke-kommutativitet ar 90%.

Man kan pa samma sitt studera den symmetriska gruppen av permutationer av n
element. Exempelvis har S 24 element. Man ser att tabellen for S dr densamma som
for Z, och den for Sy ar densamma som for Zs. Man behover bara byta ut addition
mot sammansattning. Vi sager att S, ar isomorf med Z,, for n = 1,2. Dessa grupper
ar kommutativa; alla andra S,, fran och med S5 ar icke-kommutativa.

7.3. Definition av en grupp
Vi har sett nagra exempel pa grupper. Det ar dags att definiera dem explicit.

Definition. En grupp dar en icke-tom mangd G med en operation G x G — G som
dr associativ (dvs. x(yz) = (xy)z for alla x,y,z € G); som har ett neutralt element e
(dvs. ex = xe = x for alla x € G); och ddr varje element har en invers (dvs. for alla
x € G finns ett y € G sadant att xy = yr = e).

(Man kan visa att det ricker att krdva att ex = x och att det finns en vénsterinvers
y till = (dvs. yr = e). Att ze = x och att zy = e foljer da.)

En grupp kan vara kommutativ (synonym: abelsk), ndmligen om xy = yz for alla x
och y, eller icke-kommutativ (synonym: icke-abelsk) om det finns z och y med zy # yx.

En grupp kallas cyklisk om det finns ett element a sadant att mangden av alla ele-
ment ...,a ‘e tata,a ta e a a7t a7t e, a, aa, aaa, aaaa, . . . ar lika med hela
gruppen. Man sager att a genererar gruppen. Grupperna Z och Z,, ar cykliska.

De minsta grupperna ar Z; = {0}, Zo = {0,1}, dar 1 + 1 = 0, Z3 = {0,1,2}.
Dessa ar de enda med hogst tre element. Det finns tva grupper med fyra element,
namligen Z4, som vi redan studerat, och en grupp V4 som studeras i en ovning. Det
finns endast en grupp med fem element, Zs. Det finns tva med sex element, Zg och Ss;
den sistnamnda ar den minsta icke-abelska gruppen. Antalet element i en grupp kallas
med en klassisk term for gruppens ordning. Det finns endast en grupp av ordning sju
(Z7); men fem av ordning atta, varav tre abelska och tva icke-abelska. Av ordning 48
finns det flera, namligen 52 grupper, varav 5 abelska och 47 icke-abelska. Av ordning
64 finns det 267 grupper, varav 11 abelska och 256 icke-abelska.

7.4. Gruppelement som ord

Vi kan uppfatta S3 som méangden av alla ord som kan skrivas med tva bokstaver a och
b, alltsa alla ord a, b, ab, ba, aba, baaaab, aaabbabababa och sa vidare. Vi maste ocksa
tillata det tomma ordet. Det ar inte sa lampligt att skriva det tomma ordet som ett
tomrum, ty tomrummet behovs for ett annat syfte: det ar redan upptaget som en
viktig beteckning for ordmellanrum. Alltsa hittar vi pa nagon annan beteckning for
det, till exempel e.

I gruppen finns dessutom forenklingsregler, till exempel att aa = e och bb = e.
Genom att anvinda dessa regler kan man férenkla varje ord som innehaller upprep-
ningar. Exempelvis kan abaabbbababababababbbb forenklas till bababababa. Vi behover
alltsa endast studera ord som innehaller a och b alternerande. Men det racker inte. Vi
har ocksa en regel bab = aba, som vi kan avlasa fran multiplikationstabellen. Man ser
nu latt att varje ord med mer &n tre bokstaver kan forenklas till ett ord med hogst
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tre bokstaver. Exempelvis blir abab = a(bab) = a(aba) = ba och baba = (bab)a =
(aba)a = ab. Vi ser att alla ord bildade av a och b kan forenklas till ett av de sex orden
e,a,b,ab, ba, aba.

Detta betyder att vi kan betrakta gruppen Ss som ett sprak dar varje ord bildas
av tva bokstaver a, b och déar vi har en synonymordbok med tre regler: aa = e, bb = e,
bab = aba.

Pa samma satt kan varje grupp uppfattas som ett skriftsprak med ett antal bok-
staver tillsammans med en synonymordbok med ett antal regler som talar om vilka ord
som betyder samma sak. For S3 ser vi att det racker med tva bokstéaver och tre regler.

Ibland &ar detta synsatt inte sa fruktbart, till exempel for Z. Dar bestar alfabetet
av alla heltal och synonymordboken av alla regler ab = ¢ med a + b = ¢. Déarmed
kan varje ord forenklas till ett ord som bestar av hogst en bokstav. Det blir manga
bokstaver, manga ord och manga regler, men varje ord ar mycket kort.

Lat oss titta igen pa Ss och forst gora en multiplikationstabell for orden e, a, b, ab,
ba, aba, bab utan att anvanda synonymordboken:

S e a b ab ba aba bab
e e a b ab ba aba bab
a aa ab aab aba aaba abab

a
b b ba bb bab bba baba bbab
ab ab aba abb abab  abba  ababa  abbab
ba ba baa bab  baab baba  baaba  babab

aba | aba abaa abab abaab ababa abaaba ababab

bab | bab baba babb babab babba bababa babbab

Lat oss sedan forenkla denna genom att anvianda reglerna aa = e och bb = e. Da blir
det:

S e a b ab ba aba bab
e e b ab ba aba bab
a e ab b aba ba abab

b b ba e bab a baba ab
ab ab  aba a abab e ababa b
ba ba b  bab e baba a  babab
aba | aba ab abab a ababa e ababab
bab | bab baba ba babab b bababa e

Till slut infor vi regeln bab = aba och kan forenkla ytterligare:

S e a b ab ba aba aba
e e b ab ba aba aba
a a e ab b aba ba ba
b b ba e aba a ab ab

ab ab aba a ba e b b

ba ba b aba e ab a a

aba | aba ab ba a b e e
aba | aba ab  ba a b e e
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Vi ser nu att den sista raden och den sista kolonnen ar overflodiga. Om vi tar bort
dessa, sa far vi den tidigare tabellen for gruppen.

Det vi sagt har om ord och forenklingar av ord galler ocksa halvgrupper. FEn
halvgrupp ar en generalisering av begreppet grupp, dar man inte kraver att det skall
finnas inverser. Den formella definitionen lyder som foljer.

Definition. FEn halvgrupp ar en icke-tom mangd G med en operation G x G — G
som dr associativ (dvs. x(yz) = (xy)z for alla z,y,z € G).

Eventuellt kan det finnas ett neutralt element, och vissa element kan ha inverser.
Vi skall nu titta pa en halvgrupp som ocksa kan betraktas som en uppsattning ord,
men med svarare synonymregler.

7.5. Conways trassel

Vi tittar pa en halvgrupp som bestar av alla ord som kan skrivas med tva bokstaver S
och V' och med vissa, nu mer komplicerade, forenklingsregler. Vi skall definiera S och
V' som operationer pa tilltrasslingar av tva rep. Utgangslaget ér ett par av rep som
inte alls ar tilltrasslat (se figur 7.1).

v/
T

Figur 7.1. Ett icke tilltrasslat rep-par.

Tva ord skall betraktas som synonyma om deras resultat pa ett icke-tilltrasslat
rep-par ar desamma.

Operationen S (snurra!) skall vara att rotera ett trassel 90° i negativ led (se figur
7.2).

T P——S/—?

Figur 7.2. Operationen S (snurral).

Operationen V' (vrid!) skall vara att de bada &ndarna till htger byter plats, sa att
den hitersta passerar ver den bortersta (se figur 7.3).

Halvgruppen bestar alltsa av alla operationer som kan skrivas med hjalp av S och
V, till exempel VSV SVVVVSVSVVSVVSSVVSS, plus det tomma ordet e. Att det
ar en halvgrupp ar klart: det enda vi behover kontrollera ar associativiteten, som ju
ar automatisk for sammanséattningar av avbildningar. Finns det ocksa inverser? Man
ser latt att SS = e, ty om vi utfor tva snurrningar betraktar vi trasslet som uppstar
som lika med det vi startade med. Att T-et i figur 7.2 kommer upp och ned bryr vi
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v
T — TN

/ \

Figur 7.3. Operationen V' (vrid!).

oss alltsa inte om. Tva S efter varandra kan alltsa strykas; med andra ord har S en
invers, S~! = 5. Men man far oandligt manga ord V., VV VVV , VVVV .. .., ty dessa
vridningar gor att repen blir mer och mer tvinnade om varandra. Anda har, som Jens
Lindstrom papekat, V' en invers, namligen SV SV S. Man kontrollerar helt enkelt att
V(SVSVS) = e och att (SVSVS)V = e. Detta medfor att halvgruppen ér en grupp,
ty om vi har ett godtyckligt element 125 - - - z,,,, dar varje x; ar antingen S eller V', sa
har det en invers, namligen x! - -z, 'o] !, dér xj_l =S om x; =S och :1:]-_1 =SVSVS
omz; = V.

Vilka regler utom SS = e och SVSVSV =VSVSVS = e finns det? Lat oss titta
pa ordet V.SV. Om vi successivt utfor operationerna V', S, V verkande pa ett icke
tilltrasslat rep-par sa far vi trasslet i figur 7.4, dvs. vi atergar till det icke tilltrasslade
paret. (Detta innebdr dock inte att V' &r en invers till SV, ty vi har bara visat att
VSV verkande pa ett icke tilltrasslat rep-par ger ett icke-tilltrasslat rep-par. Det finns
andra trassel som inte aterfors till samma av V. SV.)

~ SV ~

Figur 7.4. Operationerna V', SV, VSV verkande pa ett rep-par.

Vi gér nu samma sak med ordet VV.SVSVV (se figur 7.5).

Vi skall ocksa skapa en halvgrupp av operationer pa de rationella talen Q med ett
extra element, som vi kallar odandligheten och skriver co. Vi definierar tva operationer
s och v genom

s(x) = —1/x, v(x)=x+1, r € QU {oo}.

Speciellt satter vi s(0) = —1/0 = o0, s(00) = —1/00 = 0 och v(c0) = 00 + 1 = 0.
Da far vi en halvgrupp av rationella funktioner genom upprepade sammansittning
av dessa tva funktioner. En sadan funktion kan till exempel vara vsv; den &r alltsa
(vsv)(z) = (=1/(x + 1))+ 1 ==z/(x 4+ 1). Vi observerar att den tar virdet 0 i origo:
(vsv)(0) = 0. (Men den &r inte identiskt noll; jaAmfor figur 7.4.) Att denna halvgrupp
ar en grupp foljer som for den forra med trasslet: man réaknar ut att ss = e och att
vsvsvs = svsvsv = e, dar e nu ar den identiska funktionen, den som definieras av att
e(r) = z for alla x € QU {oo}. Det innebér att s och v har inverserna s~' = s och

v~! = svsvs, och darmed har alla element invers.
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e > .

\\/’ ' N
"\ ~./ N\

J .//\ A

Figur 7.5. Operationerna V, VV, SVV VSVV,6 SVSVV, VSVSVV, VVSVSVV.

Man ser att den sista tilltrasslingen kan 16sas upp. Motsvarande foljd av

rationella tal blir0 — 1 — 2 — —% — % — —2+— —1+—0.

/

Nu galler en sats om detta, som talar om hur synonymordboken ser ut nar det galler
verkan pa ett icke tilltrasslat rep-par.

Sats 7.1. (John H. Conway). En sammansdittning av operationerna S och V' pa ett
icke tilltrasslat par av rep ger ett icke tilltrasslat par om och endast om motsvarande
sammansdattning av funktionerna s och v ar noll i origo.

Denna sats formulerades av Conway (1970) utan bevis. Ett bevis som forutsétter
avancerade kunskaper i knutteori publicerades av Burde & Zieschang (1986). Ett
nagorlunda elementért bevis publicerades av Goldman & Kauffman (1997).

Sats 7.2. Givet ett godtyckligt element x € QU {00} sa finns det en dandlig samman-
sattning f av funktionerna s och v sadan att f(0) = x.

Alla rationella tal, liksom oo, kan alltsa nas fran 0 med hjélp av funktionerna s och v.
Det innebar att alla rationella tal och oo kan forekomma som varden for ett trassel.
I den andra riktingen kan man visa:

Sats 7.3. Givet ett godtyckligt element x € QU {00} sa finns det en dndlig samman-
sattning g av funktionerna s och v sadan att g(z) = 0.

I betraktande av sats 7.1 innebar detta resultat att varje trassel som bildats med
operatorerna S och V' kan losas upp av en sammansattning av samma operatorer.

7.6. Litteraturhanvisningar
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1986 Knots. Berlin: de Gruyter.
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1970 An enumeration of knots and links, and some of their algebraic properties. I:
Computational Problems in Abstract Algebra (D. Welsh, red.).
Goldman, Jay R.; Kauffman, Louis H.
1997 Rational tangles. Advances in Applied Mathematics 18, 300—332.

7.7. (")vningar

7.1. Los ekvationerna 22 = e och y® = e i Ss.
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7.2. Lat Vj vara mangden {e,a,b,c} med reglerna ea = a, e¢b = b, ec = ¢, a*> = b* =
¢ = e. Visa att det finns ett och endast ett sitt att komplettera dessa regler sa att
V, blir en grupp. Ar den kommutativ? Visa att den inte dr isomorf med Z;. (Ledning:
Hur manga l6sningar finns det till ekvationen z? = e?) Det finns siledes minst tva

grupper med fyra element (i sjdlva verket exakt tva).

7.3. Hur manga grupper av ordning sex finns det? Vi har sett att det finns minst tva,
Zg och S3. Visa att det inte finns flera genom att visa att det inte finns nagra andra
multiplikationstabeller. (Ledning: Dela upp i fall efter antalet 16sningar till ekvationen
™ =e for m=2,3,6.)

7.4. Bevisa sats 7.3. Forsok att uppskatta hur manga steg (avbildningar s och v) som
behovs for att ga fran z till 0.

7.5. Bevisa sats 7.2. Forsok att uppskatta hur manga steg (avbildningar s och v) som
behovs for att ga fran 0 till x.

7.6. Gor praktiska évningar som visar att V.SV, VVSVSVV och VVVSVSVVSVV
aterger det icke tilltrasslade paret.

7.7. Gor annu mer 6vningar genom att starta fran noll och sa tillampa s och v pa de
rationella tal som uppstar samtidigt som S och V' tillampas pa rep-paret. Genom att
rakna pa de tal som uppstar och forsoka komma tillbaka till noll kan man trassla ut
ett svart tilltrasslat rep-par. I sjdlva verket kan man lara sig en algoritm for att 16sa
upp trassel.

8. Dimensioner

8.1. Tva betydelser hos ordet

Ett strutsagg har "rejéla dimensioner”, star det i tidningen. Ett bord kan ha dimension-
erna 140 ganger 93 centimeter. Har anvands ordet dimensioner i betydelsen ‘storlek’,
och kan ibland ersattas med diameter eller lingd eller bredd, termer som alla &r mer
preciserade an storlek.

Men det finns en annan, mer vetenskaplig, betydelse av ordet. Man talar om tiden
som den fjarde dimensionen. Da ridknar man med tre rumsdimensioner, som lingd,
bredd och héjd, och later tiden vara den fjarde. Ett tredimensionellt féremal har alltsa
tre dimensioner, och detta oberoende av hur stort eller litet det &ar, dvs. oberoende av
dess dimensioner i den forsta, vardagliga betydelsen. Man kan definiera termen som
antalet oberoende riktningar i vilka man kan rora sig.

I ett vanligt tredimensionellt féremal kan man rora sig i tre riktningar, till exempel
framat, at sidan och uppat, medan man i ett plan kan rora sig i endast tva, till ex-
empel at norr (eller soder) och at Gster (eller vister). Att man ocksa kan rora sig at
nordvast raknas da inte, ty en sadan rorelse kan astadkommas genom att man gar at
norr och sedan at vaster. Man sager att riktningarna norr och Gster ar oberoende,
medan riktningen nordvéast beror av de tva redan namnda och kan byggas upp fran
dessa. Det finns alltsa endast tva oberoende riktningar i planet. (Valet av norr och
oster ar naturligtvis godtyckligt; man kan lika girna ta nordvast och sydvist som
grundriktningar och fran dem bygga upp en rorelse norrut som en rorelse at nordvast
foljd av en rorelse at nordost. Resultatet, att det endast finns tva oberoende riktningar,
ar detsamma.)
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En linje har dimensionen ett och en punkt har dimensionen noll.

8.2. Hur kanner man igen dimensionen?

Det finns ett satt att kédnna igen dimensionen. Om vi forminskar en rektangel till en
tredjedel av den ursprungliga storleken, sa far vi rum med nio sadana mindre rektanglar
inne i den forsta. Om vi forminskar till en fjardedel eller en femtedel av den ursprungliga
storleken, sa far vi rum med 16 respektive 25 sma rektanglar. Se figur 8.1. Allmént
kan en rektangel delas in i N = k? stycken mindre, likformiga rektanglar, som da
vardera har skalan 1/k, dar k kan vara 1,2,3,4,5,... . Exponenten 2 i denna formel
dr dimensionen. Vi kan dela in en triangel pa samma sitt (figur 8.2).

Figur 8.1. Rektanglar som delas upp.

T 7

Figur 8.2. Trianglar som delas upp.

Om vi nu i stéllet delar in en kub i mindre kuber, alla med skalan 1/4, sa far det
rum 64 = 43 sadana mindre kuber i den stora; allminnare, om smakubernas sidor &r
1/k av den storas, sa ar antalet N = k3 dér aterigen exponenten #ar dimensionen.
(Figur 8.3.) For en linje blir forstas antalet N = k = k'; dimensionen ar 1. For en
punkt far vi bara en enda punkt efter uppdelningen, sa N = 1 = k°.

Vi ser av dessa observationer att dimensionen hos ett geometriskt objekt, atminst-
one i de exempel vi namnt, ar den exponent d som gor att antalet smadelar, NV, kan
anges som N = k¢ nir vi delar objektet i smadelar, vardera i skalan 1/k.

8.3. Hogre dimensioner

Man kan nu tanka sig ett objekt i fyra dimensioner som ar analogt med en kub. En
kub med sidan 2 och centrum i origo beskrivs av mangden av alla tripplar av tal
(21,22, x3) som uppfyller —1 < z; < 1, j = 1,2,3. Nu kan vi i stéllet ta méngden
av alla kvadrupler av tal (1,22, s, 24) med samma begriansningar, —1 < z; < 1,
Jj =1,2,3,4; eller kvintupler av tal (1, x2, x3, ¥4, 25) med —1 < z; < 1,5 =1,2,3,4,5.
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Figur 8.3. Kub som delas upp.

En sadan méngd (i vilken dimension som helst) kan vi kalla for en generaliserad kub,
eller kanske helt djarvt for en kub, eftersom beskrivningen som mangd liknar den for

den ursprungliga, tredimensionella kuben. (Det finns emellertid ett speciellt namn for

den fyrdimensionella kuben: tesserakt. Det kommer av grekiskans tésseres 'fyra’ och

aktis strale’.)

Néar man delar upp en sadan generaliserad kub i smakuber, sig att de har skalan

1/4, sa far man N = 4* = 256 respektive N = 4° = 1024 bitar. Antalet vixer snabbt

med dimensionen. En femdimensionell kub med sidan 2m har volymen 2°m® = 32m°

och delas upp i 1024 smakuber med sidan 50 cm och volymen 0, 5°m® = 0,03125m® =
3125dm®. (SI-enheten for lingd ar meter, forkortad m; fran den hérleder man enheten
for area, kvadratmeter, m?; for volym, kubikmeter, m?; och sa forstas enheten m? i den

d-dimensionella rymden.)

/]

4 -

.

P

Figur 8.4. Parallellprojektioner av kuber i tre och fyra dimensioner.

En fyrdimensionell kub kan inte aterges troget i tva eller tre dimensioner, men man
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kan rita en projektion av den pa papper. I figur 8.4 har man gjort en parallellprojektion
av en tredimensionell och en fyrdimensionell kub; i figur 8.5 har man i stallet gjort
en centralprojektion till tva dimensioner av den tredimensionella kuben, medan den
fyrdimensionella forst projicerats ned till tre dimensioner med en centralprojektion och
sa till tva dimensioner med en parallellprojektion.

Figur 8.5. Centralprojektion av en tredimensionell kub och centralprojektion
foljd av en parallellprojektion av en fyrdimensionell kub.

Med hjélp av Pythagoras’ sats kan vi berdkna avstandet fran centrum av en fyr-
dimensionell kub till ett av hornen (det &r alltsa halva diagonalen). Fran centrum
dr det 1 meter till mittpunkten av en (tredimensionell) sida. Sedan &r det 1 meter i
en vinkelrédt riktning till mittpunkten av en tvadimensionell sida. Dérifran gar vi till
mittpunkten av en (endimensionell) kant, och till slut till ett (nolldimensionellt) hérn.
Varje gang gar vi en meter, men eftersom alla riktningar ar vinkelrdta mot varandra,
sa skall de summeras pythagoreiskt, dvs. man skall summera langdernas kvadrater och
sedan dra roten ur summan. Det totala avstandet blir alltsa

V24124124 12=V4=2m.

Om man sitter inne i en fyrdimensionell kub med sidlangden 2 m sa har man alltsa 2m
till vart och ett av de sexton hornen; jamfor med en tredimensionell kub, dar de atta
hornen ligger v/3 &~ 1,732 m fran centrum.

Man kan gora en idéskiss av en fyrdimensionell kub genom att lagga in alla 16 hornen
i tva dimensioner. Avstandet fran centrum till hornen blir korrekt, men avstandet
mellan hornen blir forminskat eftersom man maste boja sidorna for att fa plats. Se
figur 8.6.

Det omskrivna klotet till en fyrdimensionell kub har radien lika med avstandet fran
centrum till ett horn, alltsa 2 meter. Kuben har ocksa ett inskrivet klot, och dess
radie ar lika med avstandet till mittpunkten pa en tredimensionell sida, 1 meter. Det
omskrivna klotet har alltsa dubbelt sa stor radie som det inskrivna, och darmed 2* = 16
ganger sa stor volym.

Med samma metod kan man rikna ut avstandet fran centrum till ett hérn i en
hundradimensionell kub. Om man sitter inne i en sadan har man 100 = 10 me-
ter till hornen. Den hundradimensionella kubens omskrivna klot har radien 10 meter.
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Figur 8.6. Kuber i tva, tre och fyra dimensioner med
ritt avstand mellan centrum och hornen.

Det inskrivna klotet har radien 1 meter som férut; det ar avstandet fran centrum till
mittpunkten pa en 99-dimensionell sida. Det omskrivna klotet har alltsa 10 ganger
storre radie och diarmed 10'%° ganger storre volym (1019 &r tiotusen sextillioner decil-
lioner, ett tal som ocksa kallas en googol, vél att skilja fran Google). Det inskrivna klot-
ets volym ar 7°° /50! och det omskrivnas saledes 10190750 /50! (se avsnitt 8.5 om berikn-
ing av klotens volym i alla dimensioner). Kubens volym, 2'%° m!% ligger diremellan.

Det finns 2'% hérn i denna kub. Om man sitter en stjirna i varje horn far man
alltsd en stjirnhimmel med 2'%° ~ 1,27 kvintillioner stjarnor. Det gnistrar verkligen
om en sadan stjarnhimmel. Men adnda sitter stjarnorna inte sarskilt tatt: det ar hela
11,5 grader mellan tva narbelagna hérn. Om vinkeln mellan tva niarbelagna horn sedda
fran centrum kallas v, sa ar sinus for halva v lika med 1 genom avstandet till hornet,
som vi beriknat till v/100 = 10. Alltsa sin(v/2) = 0,1, vilket ger v ~ 11,5°. En annan
forklaring till denna gleshet ar att arean hos detta 99-dimensionella himlavalv med
radie 10m ar 27°°10% /49! & 23,7 decillioner m?, sa att varje stjarna far hela

2 501099
ﬁ ~ 1,868 kvintillioner m?”

till sitt forfogande.

8.4. Dimensioner mellan heltalen

Vi har sett att dimensionen i vara exempel ar exponenten d i formeln N = k¢, dir
N &r antalet bitar och 1/k skalan. Om vi tar logaritmen av bada leden sa far vi
log N = dlogk, dvs. dimensionen blir d = log N/logk = —log N/logs, dédr N &r
antalet bitar och dar s = 1/k &r skalan hos dessa bitar. (Hér kan vi ta logaritmen med
vilken bas som helst.) T vara exempel var d ett heltal.

Nu kan vi emellertid konstruera objekt som har andra dimensioner an dem vi redan
sett. Titta till exempel pa Helge von Kochs snoflingekurva.” Den konstrueras sa att
man delar en sticka i tre lika delar och ersétter den mellersta delen med tva, som man
reser upp som ett talt mellan de tva 6vriga. Sedan upprepas proceduren ett oandligt
antal ganger. I varje konstruktionssteg far man alltsa fyra bitar, vardera i skalan 1/3.
(Figur 8.7.)

Hos snoflingekurvan har man alltsa N = 4 och k£ = 3. Enligt var formel N =
k? skulle dimensionen da vara det tal d som gor att 4 = 3%. Man finner att d =

"Uppkallad efter Helge von Koch (1870—1924).
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N\ 2

Figur 8.7. De forsta stegen i konstruktionen av Helge von Kochs snoéflingekurva.

log4/log3 ~ 1,26186. Skulle dimensionen alltsa vara detta tal? Ja, det passar bra
med alla 6vriga egenskaper hos dimensionsbegreppet. Snoflingekurvan ar verkligen en
kurva i den meningen att den ar en kontinuerlig bild av ett intervall. Men den har inte
dimensionen 1, som en snall kurva skall ha.

Snoflingekurvan ar en sa kallad fraktal, och var kanske den andra fraktalen som
studerades. Den forsta var formodligen Cantorméingden.® Denna uppstar nir man tar
bort den mellersta tredjedelen av ett intervall, sdg [0, 1]. Da aterstar en union av tva
slutna intervall, [O, %} U [%, 1}. Sa tar man bort den mellersta tredjedelen av vart och
ett av dessa tva intervall, varfor det aterstar en union av fyra intervall, vardera med
langden 1/9:

0. 5] Vs vE SV s

Sa fortsatter man i all odndlighet. Vi far alltsa i varje steg blott tva bitar i skalan
1/3, inte fyra som i von Kochs kurva (figur 8.8). Det innebir att 2 = 3% varav
d = log2/log3 ~ 0,6309. Cantorméngdens dimension &r alltsd mindre &n 1 (den
har ju uppstatt genom att man tagit bort delar av ett intervall, som har dimensionen
1), medan von Kochs kurva har dimension storre én 1, faktiskt precis dubbel sa stor
dimension som Cantorméangden (snoflingekurvan har uppstatt genom att man ersitter
den mellersta tredjedelen med tva stréckor i stéllet for att ta bort den).

Figur 8.8. De forsta stegen i konstruktionen av Cantorméngden.

8.5. Formler for volymer och areor
Det slutna n-dimensionella klotet med centrum ¢ och radie r definieras som méangden

Bc(e,r) ={z e R" ||z — |2 < r};

8Uppkallad efter Georg Cantor (1845—1918).
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det éppna n-dimensionella klotet B-(c,r) pa liknande sitt men med strikt olikhet. Héar
ar ||z||2 den euklidiska normen for vektorn :

2 =

n
Zx]z, r=(z1,...,2,) € R™
1

Dess volym &ar proportionell mot 7", alltsa lika med V,r", dar V, &r volymen hos
enhetsklotet B<(0, 1).
Sfiaren med centrum i ¢ och radie r ar méangden

S(c,r)={z e R"||lx — |2 =1}

=1 och alltsa lika med A,_ ;7" !, dir A,_; ar en-

Dess area ar proportionell mot r
hetssfarens area.

For att bestdmma V,, och A, kan man stalla upp tva rekursionsformler.

Den ena &r att derivatan av klotets volym med avseende pa radien, (d/dr)(V,r") =
nV,r"~! ar lika med sfarens area A,_;7"~!. Alltsa ar nV, = A,_;.

Den andra ar att 27V, = A,,.1. Lat oss forst se hur man kan visa att 271, = A,. Vi
ldgger in det ett-dimensionella klotet [—1,1] i R3. Till varje punkt x = (x1,0,0) med
|z1| < 1 hor en cirkel {y;y; = z1,y? +vy3 = 1 — 2?2} med centrum i z och radie \/1 — 2.
Till varje litet intervall med langden h kring xy hor en sfarisk zon med hojden h och
arean 2mhy/1 — 22/1/1 — 23 = 2rh: zonen far mindre radie niir |z;| blir storre, men i
gengald blir den snedare, sa att dess area inte beror av x;. Det gor att integralen med
avseende pa 1 fran —1 till 1 blir lika med V; medan arean Ay av den tvadimensionella
sfaren blir 27V].

Den allménna formeln 27V,, = A,,.1 visas pa liknande satt.

Med de tva rekursionsformlerna nV,, = A,_; och 27V,, = A, .1 kan man stega sig
uppat. Man borjar med Vy = 1 och Ay = 2 och far sa successivt V3 = Ag/1 =2, A} =
2V = 2m; Vo = Ay /2 =, Ay = 27V} = dm; Vs = Ay/3 = 4m/3, Az = 2V = 272,
0SV.

Man kan forstas ocksa ga upp tva steg:

1 2
n42 " T 42

Vn+2 = Vna

vilket gor att man behover tva startvarden, till exempel Vy = 1 och V; = 2. Likasa far

vi
2

n+1

An+2 = 27TVn+1 =

s

med startvarden Ay = 2, A, = 2.

Vi noterar den vackra formeln V5,, = 7™ /m!, m € N, for enhetsklotets volym i
R?" =~ C™, som for 6vrigt dven géller da m ar ett halvtal om man definierar fakulteten
lampligt. Den leder till den mérkliga (men ofysikaliskal) formeln ) ° Vs, = €™ for
summan av alla jamn-dimensionella klots volymer.

8.6. Ovningar

8.1. Gaigenom de resonemang som leder till dimensionen hos von Kochs snoflingekurva
och Cantormangden.
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8.2. Leta reda pa andra fraktaler i litteraturen, till exempel Sierpinskis triangel, och
bestdm deras dimensioner.

8.3. Visa formeln Ay = 27V} noga, och darefter den allménnare formeln A, = 27V/,.

8.4. Diskutera hur man kan definiera fakultetsfunktionen for halvtal. Hur blir det med
relationen x! = z(x — 1)!, som ju géller da = &r ett positivt heltal?

8.5. Diskutera hur kvoten mellan kubens volym och dess omskrivna klots volym andras
nar dimensionen vaxer mot oandligheten.



