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Skrivtid: 9:00-14:00. Tillatna hjélpmedel: Skrivdon, Beta (eller kopia eller formelsamling).
Varje korrekt 16st uppgift ger 8 poéng. For betygen 3, 4, 5 kravs minst 18, 25 respektive 32
poang.

Jag avser att komma till skrivsalen omkring klockan 10:00 for att héra om det finns fragor.

Lés igenom hela texten till dess och kolla att du forstar alla formuleringar. Fordelen med detta
ar ocksa att du kan lata ditt undermedvetna arbeta med ett problem medan du léser att annat.

1. Differentialekvationen u” + (14 a)u’ +au = 0 med begynnelsevirdena u(0) = 1, u/(0) = —1

3.

16ses av funktionen u(t) = e, siledes av en snabbt avtagande funktion. Detta giller for
alla reella viarden pa a. Man kan nu undra om detta innebér att ekvationen ar stabil for
alla a.

(a) Vad menas med att differentialekvationen &r stabil? Ge definitionen av stabilitet.

(b) Ge ett nodvéndigt och tillrdckligt villkor, tillimpbart pa den karaktéristiska ekvationens
rotter, for att differentialekvationen skall vara stabil.

(c¢) Undersok for vilka reella a differentialekvationen &r stabil.

Leonardo Fibonacci (cirka 1174 — cirka 1250) upptéackte den underbara Fibonacciféljden
f = (f(0), f(1), f(2),...), som definieras av att f(0) = f(1) = 1 samt att f(n +2) =
f(n)+ f(n+1) for alla n > 0. Den forekommer i manga sammanhang. Till exempel har
en prastkrage (Leucanthemum vulgare, lekanto) ofta f(8), f(9) eller f(10) kronblad. Att
forklara detta markliga faktum ingar inte i kursen, dédremot féljande uppgifter.

(a) Berdkna z-transformen F(z) = Z f(n)z™" av f.
n=0

(b) Ange en explicit formel for f: f(n) = Aa™ + BB", n € N.
(c) Har kvoten f(n —1)/f(n) ett gransvéirde? I sa fall vilket?

Funktionen f: R — R definieras av att den ar periodisk med perioden 27 och att den for
—m <t <mgesav f(t) =cosht=1(e' +e7t).

(a) Ar funktionen kontinuerlig pa hela reella axeln?
(b) Berdkna Fourierserien for f.

(c¢) Konvergerar Fourierserien? Mot vad?
[e.9]

1
(d) Anvénd denna Fourierserie for att berikna summan o = Z

nZ+1

n=0



4. En signal f definieras av att

cos(2mant) 4 15 cos(2mant), 0<t <1,

1) :{ 0 annars.

Har &r ¢ tiden maéatt i sekunder och ay = 320 Hz, ais = 900 Hz.

(a) Rita upp amplitudspektrum for signalen f, dvs. | f (w)| som funktion av w. Det har fyra
toppar. Berikna deras hojder approximativt. Vilken topp ar hogst? (Topparna till de fyra
rena exponentialsvingningar som bygger upp signalen kan beréknas exakt, sa det géller att
visa att de Ovriga tre termerna inte stor alltfor mycket dér en term har sitt maximum.)

(b) Man vet att vokalen [i] kénnetecknas av att dess andra formant ligger omkring tre
oktaver hogre an dess forsta formant, medan hos [a] den andra formanten ligger blott en
halv oktav hogre dn den forsta. Hos [u], slutligen, &r den andra formanten betydligt svagare
an den forsta och har en frekvens som ar en och en halv oktav hogre dan den forstas. Vilka
av dessa tre vokaler syntetiseras bést av signalen f7

5. Vérmeledningen i en viss del av jorden antas vara styrd av ekvationen u(z,t) = ku,.(z, 1),
dér z dr djupet under markytan métt i meter, ¢ tiden métt i dygn fran 2000 01 01, klockan
00:00, och dér u(z,t) &r temperaturen matt i °C pa djupet z vid tiden t. (Saledes inga
radioaktiva kéllor av betydelse inom ekvationens giltighetsomrade.) Vidare ar k en positiv
konstant méatt i kvadratmeter per dygn, vars virde beror pa jordartens egenskaper.

(a) Visa att det for varje icke-negativt tal « finns icke-negativa tal 5 och v sadana att
u(z,t) = e 7" cos(at — [Bz) 16ser ekvationen for z > 0, t > 0. Ange vardet hos 3 och ~ for
varje o = 0.

(b) Vi studerar nu temperaturens dagliga och arliga variation, och antar att den vid jord-
ytan, saledes vid z = 0, ges av en formel

T(0,t) = $ Ao + A cos(aq (t — by)) + As cos(az(t — b)), t >0,

dér %Ao ar medeltemperaturen, A; den dagliga amplituden och Ay den arliga amplituden.
Vidare &r ay = 27 och ag = 27/365 de vinkelfrekvenser som hor till den dagliga respektive
arliga variationen, medan tidpunkterna b; anger nar under dygnet respektive aret det ar
varmast. Vad blir nu (med ledning av (a)) temperaturen 7'(z,t) pa djupet z vid tiden ¢?



Svar till tentamen i Fouriermetoder (3 podng) 2000 10 19

1. (a) Ekvationen P(D)u = 0 kallas stabil om impulssvaret, dvs. 1osningen till P(D)u = 0,
dér § betecknar enhetsimpulsen (Diracmattet), gar mot noll da tiden gar mot +oo for alla
begynnelsevirden (valet u(0) = 1, 4/(0) = —1 &r speciellt och det ricker inte for stabilitet).
(Jfr. Sollervall & Styf [1999:24].)

(b) Ett nédvandigt och tillréckligt villkor &r att alla polerna till 6verforingsfunktionen 1/P(s)
har negativ realdel. Dessa poler dr desamma som nollstallena till polynomet P, eller med andra
ord rétterna till den karaktéristiska ekvationen P(s) = 0.

(¢) Man finner att rétterna till den karaktiristiska ekvationen s>+ (1+a)s+a =0 ér s = —a
och s = —1. Ekvationen &r alltsa stabil om och endast om a &r positiv.

2. (a) Vi far
2F(2) = 22 f(0) = 2f(1) = 2F () + 2f(0) = F(2) = 0,
varav
22 Az n Bz
z—03
dir a = $(1 4+ +/5) och 3 = 3(1 — v/5). Man riikknar ut att A = «/v5, B = —3/v5.
(b) Man finner fran en tabell att

F = =
(2) 22—2—-1 z-—«

(an-i-l _ ﬁn-i-l) ’ n e N.

f(n) =

Sl

(c) Vi far
fln=1) _ a"=p* _ 1-(B/a)"

fln) — antl— gl — B(B/a)

Eftersom |3/a| < 1 gar denna kvot mot 1/a = 3(v5 — 1) = —3. Detta tal kallas det gyllene
snittet och en rektangel vars sidor star i detta forhallande anses sedan lange vara speciellt vacker.

3. (a) Ja.
(b)

o
ag (="
5 +aoz w1 cosnt,
n=1
dér ag = (e —e ") /m = 2(sinh ) /7.
(c) Serien konvergerar for alla ¢t och dessutom just mot f(¢).
(d) Man finner genom att sétta in ¢ = 7 och anvénda (c) att

1 mcoshm

7=573 sinh 7’
4. (a) Topparna intraffar vid de fyra frekvenserna +ay, +as. Héjderna blir ungefar 0,5 vid
+a; och 0,15 vid tay (hélften av signalens varaktighet ganger amplituden). De toppar som
hor till £ ar klart hogst. Men varje topp stors av smavagor fran de andra topparna, och
om topparna ligger alltfor néra blir dessa storningar stora. Vi bor alltsa for varje frekvens +o;
kolla att storningarna fran de andra frekvenserna ar sma jamfort med den aktuella toppen. Vid
frekvensen a; = 320 Hz har den term som hor till den frekvensen sitt maximum, vilket dr exakt
0,5, medan den term som hor till ap dér inte har storre absolutbelopp &n 0,3/27|a; — as| =
0,3/11607 ~ 0,00008 < 0,5. Den term som hor till —ay stor inte heller sa mycket vid aq: dess



varde vid «y ar hogst 1/27|a; — (—aq)| = 1/12807 ~ 0,00025 < 0,5. Pa liknande sétt ser man
for var och en av de fyra frekvenserna +a; att den term som har sitt maximum dar &r mycket
storre é&n de tre andra termer som inte har maximum dar.

(b) For [i] ar kvoten mellan den andra och forsta frekvensen tre oktaver (8 ganger); for [al
ar den en halv oktav (1,4 ganger); for [u] &r den 1,5 oktav (2,8 ganger); for signalen f &r kvoten
ag/a; =900/320 ~ 2,8. Av de tre vokalerna dr det tydligen [u] som liknar f mest.

5. (a) For att funktionen e 7* cos(at— (3z) skall vara en 16sning &r det noédvéandigt och tillrackligt
att v2 = 3% (saledes att v = £03) och att a = 2kf3~. Eftersom vi antagit att konstanten o &r
positiv eller noll, sa maste 8 och v ha samma tecken, och de kan da véaljas icke-negativa med
B=~=+a/f2k.

(b) Man ser att respektive svingning forsvagas med faktorn e 5% pa djupet z samtidigt som
det blir en fordréjning i argumentet for cosinus med 3;z; saledes blir

2
T(Z, t) = %AO + ZAjeiﬂjz COS (Oéj(t - b]) - ,sz), dar Bj = 1/0@'/2]{5.
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