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Skrivtid: 8:00-13:00. Tillatna hjalpmedel: (1) skrivdon; (2) Beta (eller kopia eller formelsaml-
ing); (3) rdknare. Varje korrekt 16st uppgift ger 8 podng. For betygen 3, 4, 5 krivs minst 18,
25 respektive 32 poang.

Jag avser att komma till skrivsalen omkring klockan 09:00 for att héra om det finns fragor.

Léas gérna igenom hela texten till dess och kolla att du forstar alla formuleringar.

1.

(a) Vad menas med faltningsprodukten av tva funktioner f och g som &r definierade pa
reella axeln?” Ange definitionen. Ange nagot lampligt villkor pa f och g som gor att
faltningsprodukten (f * g)(t) sékert existerar for alla ¢t € R.

(b) Ange hur definitionen ser ut om man antar att f och g ar noll pa den negativa halvaxeln.
Ange ett lampligt villkor (svagare &n i (a)) pa funktionerna for att faltningen skall existera
i detta fall.

(b) Vi antar att en funktion f: R — R &r definierad pa hela reella axeln och att den é&r
noll fér negativa viarden hos argumentet. Vidare antar vi att f har en Laplacetransform
och uppfyller ekvationen

t
ft)+ /0 f(z)e'"dx = sint, t > 0.

Los ekvationen med hjilp av Laplacetransformationen.

Tillstandet hos en viss storhet u ett visst ar beror av tillstandet under de tva nidrmast
foregaende aren, sa att u(n+2) dr en funktion av u(n+1) och u(n). Vi antar att sambandet
ges av en ekvation, nagot oegentligt kallad differensekvation,

u(n +2) — (a+ (2a) Huln+ 1) + tu(n) =, n €N,
dar u = (u(n))pen ar den okénda foljden av vérden, a en reell parameter, och ¢ betecknar
enhetsimpulsen, som definieras av att 6(0) =1, §(n) =0dan > 1.

(a) Vad menas med att differensekvationen ar stabil? Ge definitionen av stabilitet.

(b) Ange ett nédviandigt och tillrackligt villkor, tillimpbart pa den karaktéaristiska ekvat-
ionens rotter, for att differensekvationen skall vara stabil.

(c¢) Undersok med hjilp av villkoret i (b) for vilka reella vérden pa parametern a som
differensekvationen ar stabil.

(d) Vi lagger nu till begynnelsevillkoren u(0) = u(1) = 0 till ekvationen och fastlagger
viirdet hos parametern a till 1/v/2. Berdikna under dessa forutsdttningar z-transformen
U(z) = > pen u(n)z™" av u. Ange dérefter u(n), n € N.



3. Berékna Fouriertransformen av funktionen f(t) = e3¢ e R.

4. En signal f, definierad for alla tider ¢t € R, har Fouriertransformen f , aven kallad spektrum
for f. Vi delar nu upp signalen i ett antal delsignaler f;, j € Z, genom att satta f;
lika med f i ett intervall [je, (j + 1)e[, j € Z, och lika med noll utanfér detta intervall.
Hér &r e ett positivt tal (en kort tid). Saledes blir f = 3 ;.7 f;. Samlingen av alla

spektra ( fj)jez kallas for signalens spektrogram och innehaller viktig information. Vi kan
askadliggora spektrogrammet genom att tdnka oss en funktion av tva variabler, namligen
7, som anger tiden, fast diskret, och w, som anger frekvensen, argumentet for varje funktion
fj. Denna funktion skall ju strangt taget aterges i ett tredimensionellt diagram, men vi kan
forenkla presentationen genom att i ett tvadimensionellt diagram svarta de punkter (j,w)
dar | fj(w)| dverskrider en viss niva. Eftersom f antas reell i tillimpningarna ar det onddigt
att anvinda negativa frekvenser: vi markerar endast punkter (j,w) med w > 0. Vidare gor
vi konventionen att den diskreta tiden j avsétts horisontellt och frekvensen w vertikalt i
det tvadimensionella diagrammet (man kan givetvis gora tvartom, men vi fastldgger denna
konvention for att kunna tala om horisontella streck och vertikala streck i fortsattningen).

Vi studerar nu foljande tonsignaler:

A. En ren sinussvingning.

B. En skarp knall.

C. En ton med tva évertoner, dvs. en sinussvangning och tva andra sinussvangningar med
hogre frekvens.

D. Ett vasande, som det svenska s-ljudet eller sje-ljudet, eller en knolsvans vasande, som
pagar under tva sekunder.

Var kraftfulla dator analyserar tonerna och levererar tydliga spektrogram. Pa grund av
bradska eller slarv eller badadera blir dock ordningsféljden nagot omkastad och ett spek-
trogram av en femte signal har kommit med:

a. En rektangel.

(. Ett vertikalt streck.

v. Tre horisontella streck.

0. Tva horisontella streck efter varandra, varav det andra ligger nagot lagre &n det forsta.
€. Ett horisontellt streck.

Ange for var och en av signalerna A, B, C, D vilket av spektrogrammen «, 3, 7, 4, € som
ar det ratta.

5. En gitarrstrangs svingningar styrs av vagekvationen uy = c?ug,. Strangen sitter fast i
andpunkterna, som har koordinaterna x = 0 och x = 80 cm. Man haller fast striangen i ett
visst ldge vid tiden ¢ = 0, sa att u(x,0) = f(x), 0 < = < 80, dér f &r en given funktion,
medan us(z,0) = 0 for dessa z. Sa slapps den. Grundfrekvensen visar sig vara 247 Hz;
overtonen en oktav hogre har alltsé frekvensen 2 - 247 = 494 Hz. Som bekant fran kursen
ges stringens sviangningar da av en serie

V
k=)

o
TNE
t) = by, sin — 2m - 247nt 0<z<80, t
u(x,t) ; n Si0 o0 cos(2m nt), x
dér laget vid tiden noll ges av funktionen f med sinusserien

u(x,O):f(x):ansin%, 0 <z < 80.
1



Tonen med frekvensen 247n Hz har alltsa amplituden |b,| och den relativa styrkan hos
overtonen vid 494 Hz jamfort med grundtonen vid 247Hz &r |be|/|b1|. Denna kvot kan
avlyssnas (den paverkar tonens musikaliska kvalitet), och den beror pa hur man drar
strangen fran jamviktsliget. Antag nu att man drar stringen at sidan 0,4 centimeter
pa mitten (dvs. vid z = 40 cm), sa att dess lage vid tiden noll &r

X

— 0 <z <40,
100’ v
f(z) =
80 — x
40 < x < .
o 40 <z <80

Visa att b = 0 medan by > 0, dvs. att kvoten ar noll och det inte blir ndgon 6verton med
frekvensen 494 Hz.



Svar till tentamen i Fouriermetoder (3 podng) 2001 01 10

1. (a) Definitionen finns hos Sollervall & Styf, sidan 29. Vi kan till exempel anta att f och g &r
kontinuerliga och att de avtar tillrackligt snabbt i odndligheten, till exempel sa att |f(t)|, |g(t)| <
C(1+ |t])*, dar C och a ar konstanter och a < —1.

(b) Om f(t) =g(t) =0dat < 0sablir (f*g)(t) =0dat<0och

(f*g)(t /f g(t —x)d t>0.

Har existerar faltningen till exempel for alla kontinuerliga f och g, hur snabbt de &n véxer.
(c) Vi ser att integralen #r faltningsprodukten mellan f och exponentialfunktionen e’, av-
skuren sa att den blir noll for negativa varden pa argumentet. Laplacetransformeras bada leden

sa far vi

1 1
Lf+Lf —— =——
frLt s—1 s2+1
varav 1 +1 1
Lf= == -1,

s(s?+1) s$2+1 s
och man ser i en tabell att f(¢) = cost +sint — 1 for ¢ > 0, noll f6r ¢ < 0.

2. (a) Ekvationen P(D)u = 0 kallas stabil om impulssvaret, dvs. l6sningen till P(D)u = §, dar
d betecknar enhetsimpulsen, gar mot noll da tiden gar mot +oo for alla begynnelsevarden u(0)
och u(1) (for ekvationer av ordning m blir det forstas: for alla begynnelsevarden u(0), u(1),...,
u(m —1)). (Jfr. Sollervall & Styf [1999:43].)

(b) Ett ként nédvandigt och tillrackligt villkor for stabilitet &r att alla nollstéllena till poly-
nomet P skall ha absolutbelopp mindre &n 1. (Jfr. Sollervall & Styf [1999:44], dar det dock
endast star att villkoret &r tillrackligt.)

(¢) Vi ser att nollstéllena ér a och (2a)”'. Bada dessa tal skall alltsa ha absolutbelopp
mindre &n 1, vilket innebér att 3 < |a| < 1.

(d) D& a = 1/v/2 &r ekvationen stabil enligt undersSkningen i (c) och vi far

1
(2= 1/v2)*

varav man kan avlisa i en tabell att u(0) = 0 och u(n) = (n — 1)2'="/2 for n > 1.

U(z) =

3. Man far

S 0
f(W) = / 6_3|t_4|_iwtdt = / 6_3S_iw(8+4)ds +/ €3S—iw(5+4)d8
R 0 o

, 1 1 e 4w

—4iw

_ = R.
‘ (3+iw+3iw> 9+ w?’ we

4. Vi vet fran kursen att en ren sinussvingning ger ett horisontellt streck (en enda frekvens
under en langre tid); dess 6vertoner horisontella streck som ligger 6ver det forsta; en skarp knall
ett vertikalt streck (alla frekvenser i ett stort intervall forekommer, men under en mycket kort
tid); samt att ett visande ljud innehaller manga frekvenser, men nu under en langre tid. Dérfor
har signalen A spektrogrammet €, B spektrogrammet 3, C spektrogrammet ~ och slutligen D
spektrogrammet o.



Spektrogrammet 6 kommer fran en gékhane (Cuculus canorus), som med sitt klangfulla rop
d@-o eller ho-ho (som sjunker ungefér en ters) har smugglats in av Lars Garding (se hans bok
Faglars sang och liten, sidan 43). Att identifiera goken ingar inte i denna kurs; ddremot att
veta att § inte kan vara spektrogrammet av nagon av signalerna A, B, C, D.

5. Vi utvidgar f till en udda funktion med perioden 160cm. Tydligen ar T = 160 och 2 =
27 /T = 7/80. Man vet att koefficienterna b, ges av formlerna

4 (T2 1
by, = — f(z) sin(nQz)dx

80
T Jy = ), f@)sin(ma/so)dr,  n=123,..

(Sollervall & Styf sidan 64; Beta sidan 306). Man ser latt att by ar positiv (integranden &r
positiv for 0 < x < 80), medan by = 0 (udda symmetri kring = = 40). Kvoten blir alltsa noll.



