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1. Los faltningsekvationen

t
f(t)+/0 f(t—xz)cosxdr =1, t>0,

till exempel medelst Laplacetransformationen.

2. Tillstandet hos en viss storhet u ett visst ar beror av tillstandet under de tva ndrmast
foregaende aren, sa att vardet i ar, u(n + 2), ar en funktion av u(n + 1) och u(n), virdena
i fjol och forfjol. Vi antar att sambandet ges av en ekvation, nagot oegentligt kallad differ-
ensekvation,

u(n +2) — (‘; + i) un+1) + lu(n) =d(n), neN,

dar u = (u(n))pen ar den okénda foljden av vérden, a en reell parameter, och d betecknar
enhetsimpulsen, som definieras av att 6(0) =1, §(n) =0dan > 1.

(a) Vad menas med att differensekvationen &r stabil? Ge definitionen av stabilitet.

(b) Ange ett nédviandigt och tillrackligt villkor, tillimpbart pa den karaktéaristiska ekvat-
ionens rotter, for att differensekvationen skall vara stabil.

(c) Undersok med hjalp av villkoret i (b) for vilka reella vérden pa parametern a som
differensekvationen ar stabil.

(d) Vi lagger nu till begynnelsevillkoren u(0) = u(1) = 0 till ekvationen och fastlagger
viirdet hos parametern a till v/2. Beriikna under dessa forutsittningar z-transformen U(z) =
Y nen w(n)z7" av u. Ange dérefter u(n) for alla n € N.

o
3. Enton f(t) = Z an cos 2mnt ar sammansatt av fyra cosinussvingningar:
1

f(t) = ay40 cos 8807t 4 aggp cos 1 7607t + a12 gop cos 24 0007t + a14 gog cos 28 0007, t € R.

Har ar frekvenserna 440 Hz och 880 Hz 6nskvirda, medan de hogre frekvenserna 12000 Hz
och 14000 Hz &r storningar som man onskar filtrera bort medelst ett frekvensfilter g. Det
innebéar att den filtrerade tonen f ges av en faltningsprodukt

1
Ft) = (% g)(t) = /O f(t—2)g(x)dz, teR,



dar g ar en funktion pa R med period 1 och Fourierkoefficienter d,,. Vi véljer

1

n = s
1 + n2/8802

n € 7.
Visa att filtret ¢ har de dnskade egenskaperna genom att den filtrerade tonen f har cosinus-
koefficienter a,, som uppfyller a, > %an for frekvenserna n = 440, 880, medan |a,| <

0,006a,, for frekvenserna n = 12000, 14000. Ledning: Det far anses ként fran kursen (och
ar for ovrigt latt att visa) att den filtrerade tonen har Fourierkoefficienterna é, = ¢, d,.

. En elektrisk signal bestar av en likstromskomponent, en vaxelstromskomponent med den

vanliga frekvensen 50 Hz och en véaxelstromskomponent med frekvensen 150 Hz:
f(t) = A+ sin 1007t + B cos 3007, teR.

Effekten hos signalen ges som bekant av integralen

1
/ f()%t,
0

och kan med hjalp av Parsevals formel delas upp efter frekvenserna. Bestdm de reella
koefficenterna A och B sa att de tre komponenterna far lika stor effekt.

. Vi stéller oss fragan huruvida det gar att fa veta nagot om temperaturen pa Gronland
i forntiden genom att méta temperaturen inne i isen nu. Att 16sa detta problem ingar
inte i kursen, men man kan bilda sig en uppfattning om rimligheten genom att studera
hur en vagrorelse f(t) = Ag + Ajcosat vid ytan fortplantas ned genom isen. Har &r
t tiden métt i ar; ¢ = 0 ar nutid och vi ar intresserade av tiden ~10% < ¢+ € 0. Vi
dare ar Ag medeltemperaturen och A; amplituden for temperatursvangningen med vinkel-
frekvensen . Om sviingningens period &r T' ar, sa #r o saledes lika med 27 /T ar~!. (Den
studerade svingningen kan till exempel innebéra att det intraffat istider vid tidpunkterna
t=—3T,—3T,—3T, . 4r.)

Vi antar att temperaturen u uppfyller varmeledningsekvationen u; = ku,,, dar z ar djupet
matt 1 meter, 0 < z < 3000 (3000m &r djupet for det kdnda borrhalet GRIP, Greenland
Ice Core Project). Slutligen #r k virmediffusiviteten, som for is &r 33 m?/ar. Man ser att
en 16sning som vid isens yta z = 0 uppfyller v(0,t) = f(¢) &r

u(z,t) = Ag + Are 5% cos(at — fz),

dar § > 0 bestams fran «. (Detta &r den enda begriansade 16sningen med de givna virdena
for z = 0, men bevis for detta erfordras inte.)

(a) Ange virdet for 41 m™! for T = 10%,10%,10%, 10°, 106 ar.

(b) Ange for djupet z = 3km hur stor amplituden blir f6r de olika perioder som listats i
(a).

(c) Vi anser att amplituder ned till Aje™™ = 0,04324; (med fas motsatt den pa ytan) ar
métbara, medan amplituder som &r mindre #n Aje 2" ~ 0,00187A; (med fas lika med den

pa ytan) inte dr métbara. For vilka av de angivna perioderna finns det med det kriteriet
en méatbar variation pa djupet z = 3km?



Svar till tentamen i Fouriermetoder (3 podng) 2001 10 18

1. Den enda 16sningen med Laplacetransform &r f(t) =1 — %e*t/ 2 sin @, t>0.

2. (a) Ekvationen P(7)u = 0 kallas stabil om impulssvaret, dvs. losningen till P(7)u = ¢, dar
7 betecknar vénstertranslation och & enhetsimpulsen, gar mot noll da tiden gar mot +oo for
alla begynnelsevirden «(0) och u(1) (for ekvationer av ordning m blir det forstas: for alla
begynnelsevérden u(0), u(1),..., u(m — 1)). (Jfr. Sollervall & Styf [1999:43].)

Anmdrkning: Det foljer av denna egenskap att l6sningen till P(7)v = f gar mot noll for
alla hogerled f som har egenskapen att f(n) = 0 da n ar stort. Sadana f &r ju &dndliga
linedrkombinationer av ¢ och dess translat, och 16sningen v blir da en linedrkombination av
u och dess translat; translatering paverkar inte egenskapen att ga mot noll. Det ar viktigt att ta
med frasen ”for alla begynnelsevarden”, eftersom det kan intraffa att 16sningen gar mot noll for
vissa begynnelsevéirden men inte for andra. (Det svarar mot att z-transformen blir Q(z)/P(z),
och vissa nollstéllen hos P kan forkortas bort for speciella ).) Daremot ar det ekvivalent att sdga
7for begynnelsevéirdena u(0) = u(1) = 07, eftersom begynnelsevirdena noll ger en z-transform
som dr 1/P(z); inga nollstéllen i ndmnaren kan da forkortas bort.

(b) Ett ként nédvéandigt och tillrickligt villkor for stabilitet dr att alla nollstéllena till poly-
nomet P skall ha absolutbelopp mindre &n 1. (Jfr. Sollervall & Styf [1999:44], dar det dock
endast star att villkoret &r tillrackligt.)

(c) Vi ser att nollstéllena dr a/2 och 1/a. Bada dessa tal skall alltsa ha absolutbelopp mindre
dn 1, vilket innebér att 1 < |a| < 2.

(d) D& a = V2 &r ekvationen stabil enligt undersdkningen i (c) och vi far

1

YO v

varav man kan avlisa i en tabell att u(0) = 0 och u(n) = (n — 1)2"""/2 for n > 1.

3. Att den filtrerade tonens Fourierkoefficienter uppfyller ¢, = c¢,d, ar en allmén rékneregel.
For cosinuskoeflicienterna a,, och a,, blir relationen densamma: a,, = 2¢, = 2¢,d, = andy,.-
Dérfor foljer pastaendena av att vi konstaterar att dqqo = 4/5 > dsgp = 1/2 medan |d,| < 0,006
fér n = 12000, 14 000.

Anmdrkning: Som framgar av formuleringen antas att a, > 0; detta borde ha sagts mer ex-
plicit. Alternativt kan man anta a, reella och visa att |d,| > 3|a,| respektive |a,| < 0,006|a,|.)

4. Ett trigonometriskt polynom &ar sin egen Fourierserie, sa det foljer att %ao = A, bsp =1 och

ai50 = B. Parseval siiger att effekterna r respektive (ap/2)* = A%, $b%, = 3 och 1a?;, = 1 B2

Vi skall saledes vilja koefficienterna sa att A? = % = %BQ, vilket betyder att A = +1/ V2
1

och B = £1. (Man kan forstas ocksa rdkna ut / fi(t)?dt for de olika komponenterna av
0

f=h+fa+fs)

5. (a) Man finner att 3 = /a/2k = /n/kET = 0,309/VT. For T = 102, ...,10° blir saledes 3
respektive

0,03, 0,01, 0,003, 0,001, 0,0003m"".
(b) Amplituden blir Aje™*. Fér z = 3000 blir e~* respektive

6790’ 6730 6797 6737 670,9'



Man ser att talet e %% blir for tok for litet for de kortare perioderna. Blott for de tva sista blir
det en tillracklig amplitud.

(c) Slutsatsen av denna lilla undersdkning ar att perioder pa 10° till 10° ar laimnar métbara
minnen pa djupet 3km. Aktuell forskning visar att dessa minnen kan aterkallas: se D. Dahl-
Jensen, K. Mosegaard, N. Gundestrup, C. D. Clow, S. J. Johnsen, A. W. Hansen, N. Balling:
Past temperatures directly from the Greenland ice sheet. Science 282 (1998), 268-271.



