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Christer O. Kiselman

Uppgift 1

Funktionen ar udda, sa Fourierserien ar en sinusserie. Vidare ar T = 2 och Q =
m. Man ser att funktionen ar kontinuerlig och har kontinuerlig derivata, medan
andraderivatan ar diskontinuerlig. Detta brukar betyda att Fourierkoefficenterna
avtar som |n|~3. Koefficienterna b,, ges av

9 [T/2 4 [T/2
bn = _/ F(t) sinnnt dt = —/ f(t)sinnrtdt,  n=1,2,3,..
T —T/2 T Jo

Man beridknar den sista integralen medelst partiell integration tva ganger och far da
svaret: b, = (8/73)n=3 da n &r udda och noll fér jimna n. Fourierkoefficienterna
avtar alltsa som véntat, vilket ar en lugnande iakttagelse. Parsevals relation sager i

detta fall att
T/2 ) 0o )
f)“dt = b; .
/_m 2

Hér berdknar man vénsterledet till 1/15 och hogerledet till (8/73)2 > 7°(2k — 1)7°
s& o9 = 70 /960. For att fa fram oy tar vi virdet av funktionen i punkten ¢ = 1/2.
Funktionens véirde ar f(1/2) = 1/4, medan Fourierseriens virde ar

8 w=sin((2k — 1)7/2) 8 —
lej (2k —1)3 __321: 2k—1

Ar nu dessa lika? Ja, ty funktionen &r av klass O Sverallt, speciellt nira punkten
1/2. Alltsa blir o9 = m3/32.

Uppgift 2

Den karaktiristiska ekvationen for differentialekvationen ar 422 —4z+a = 0, som har
rétterna z = (1++/1 — a). Om a < 1 &r rétterna reella och de uppfyller —1 < z < 1
precis da 0 < a < 1. Om déaremot a > 1 sa ar rotterna icke-reella med realdel lika
med % och man ser att de ligger inne i enhetscirkeln precis nar 1 < a < 4. Om vi
kombinerar de tva fallen ser vi att svaret blir att ekvationen ar stabil omm 0 < a < 4.

Vi tar nu z-transformen med de angivna virdena pa y(0), y(1) och u(n) och far

42%Y — 422y(0) — 4zy(1) —42Y +429(0) + Y = (42 — 42+ 1)Y —82° + 82 =
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varav
823 — 1222 + 62 223 — 322 + 32 A B C
(422 =4z +1)(2 — 3) (2 —3) (2—3)P (-3 2-3
Man bestammer sa A, B och C: A = %, B = C =0 och far alltsa att
Y(2)=2+ !
z) = -
- 17

Detta ger y(0) = 2, y(n) = g(n — 1)(n — 2)27", n > 1; i sjdlva verket géller formeln
ocksa for n = 0.
Har har vi anvént det faktum att funktionen (z—a)™"™ &r transformen av foljden

0, n=0,1,...m—1
y(n) = (n—l)(n(—nz);.l.)(?—m+1) A n=m .

(Vi sitter hiir 0° = 1. Om a # 0 giller den andra formeln fér alla n > 1.) Speciellt
ar (z — a)™3 transformen av

Uppgift 3(a)
Den karakteristiska ekvationen ar z2 + 4z + 3 = 0 med rotterna —1 och —3, saledes
med negativ realdel: stabilitet. Vi tar Laplacetransformen av bada leden i ekvationen:
s2Y (s) —y'(0) — sy(0) +4sY (s) —4y(0) +3Y (s) = U(s), dir Y = L(y) och U = L(u).
Detta ger

s2 41 A B C

LW = G319 " GrE Tl T sts

Man bestédmmer A, B och C: A =1, B=0, C =1, siledes L(y)(s) = (s +1)72 +
(s +3)7!. Losningen blir dirfor y(t) = te~t + e73t. Den ser ju vildigt stabil ut.

Uppgift 3(b)
Vi har en faltningsekvation cos*f = f’ + e~!. Laplacetransformering ger
Lcos)L(f) =L(f")+ (s+1)71, varav

s2+1 1 1 2

M= e st

Man ser att f(t) =t — 1+ 2e .
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Uppgift 4

Den homogena ekvationen loses av
o
— 2 2 .
v(z,t) = E boe” ™ ™ tsinnnz,
1

och vi kan gissa att en 16sning till den icke-homogena ekvationen &r w(z,t) =
—sinmx — % sin 37z, ty vi far wyy — wp = Wyy = w2 sinx + 12 sin 3z = 472 sin z cos? .
Men denna 16sning har ju inte ratt randvarden for ¢ = 0. Vi far alltsa korrigera
den med en 16sning till den homogena som innehaller samma sinussvangningar. Det
innebér att vi skall valja by = 1 och b3 = é. Losningen till uppgiften blir alltsa

u = v + w med det angivna valen av by och b3, saledes

1
u(z,t) =v(x,t) + wz,t) = <e_“2t - 1> sinx 4+ g (6_97T2t — 1) sin 37z.

Uppgift 5(a)

Man vet att Fouriertransformen av f(t) = (1 +t2)~! &r f(w) = me~ |, Alltsa blir
transformen av f x f lika med kvadraten pa f , dvs. m2e~2l“l_ Denna funktion liknar
ju f : den uppstar fran den sistndmnda genom tojning av den oberoende och den
beroende variabeln. Darfor uppstar f f fran f genom tojning av den oberoende och
beroende variabeln, sa vi maste ha (f * f)(t) = Af(at) for nagra konstanter a och A.
Man ser att (f * f)(t) = 2m(4 +t?)~! genom riikning eller efter en titt i Beta.

Uppgift 5(b)

Den sokta integralen &r lika med héalften av

cost e~ .
dt = R dt =R 1
/RHLQ e/RHtQ e (1),

dér f ar funktionen i uppgift 5(a). Eftersom vi vet att f(w) = me~1“l, s blir svaret
1
2

=) =3




