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Kvalificeringstavling den 4 oktober 2005

Forslag till losningar

1. En rorledning ska dras fran A till B, en striacka pa 2005 m, genom att man sétter
samman ror av langderna 13 och 17 m. Det &r bara mojligt att koppla ihop ror
av olika langd, dvs i en rérledning maste vartannat ror ha langden 13 m, vartannat
langden 17 m. Varje skarv dr 1 m lang, dvs vid 6vergangen fran ett ror till ett annat
har vi en 6verlappning om 1 m.

Ar det mojligt att dra ledningen utan att behdva kapa nagot ror?

Losning: Foljande fyra sétt att bilda rorledningar fran A till B ar tdnkbara (rérens
positioner markeras med resp rorlangder och rérskarvar med streck):

(i) 13—17—-13-17—...—13-17—13
(i) 17—13—-17—13—...—17—13 - 17
(iii) 13—17—13—17—...— 13 —17
(iv) 17—13—17—13—...—17—13

I fallen (i) och (ii) har vi ett udda antal ror, sig 2k + 1 stycken; i fallen (iii) och
(iv) har vi ett jaimnt antal ror, sig 2k stycken. Vi noterar att (iv) beskriver samma
rorledning som (iii), men i omvénd ordning.

I fall (i), exempelvis, ligger roren pa foljande sétt:

17 m

— 13 m — — 13 m —

I fall (i) har vi ett ror av langden 13 m oljt av k par, dar varje par innehaller ett ror av
vardera slaget. Antalet skarvar ar 2k, vilket betyder 2k m av outnyttjad rorledning.
Totala langden blir darfor 13 4+ 30k — 2k = 13 4 28k m.

I fall (ii) har vi ett ror av langden 17 m f6ljt av k par av ror, ett av vardera slaget,
och den totala langden blir 17 + 28k.

I fallen (iii) och (iv) har vi k par av rér. Vi har 2k — 1 skarvar, vilket betyder att den
totala langden nu blir 30k — (2k — 1) = 28k + 1.
Vi ska alltsa undersoka om nagon av ekvationerna

28k + 13 = 2005
28k + 17 = 2005
28k + 1 =2005

har en heltalslosning i k. Vi finner att ekv 2, som svarar mot fall (ii), har heltals-
l6sningen k = 71, vilket betyder att ledningen inleds och avslutas med ett ror av
lingd 17 m. Inget ror behover alltsa kapas. Ingen av de bada Gvriga ekvationerna har
en heltalslosning i k. Den rorkombination som den funna I6sningen leder till &r alltsa
entydig.

Svar: Ja, det gar om ledningen borjar och slutar med ett rér av langden 17 m.



2. Bestam alla reella tal a sadana att ekvationen
22+ 22+ 10— 12a + 4a®> = 0

har minst en reell 16sning.

Losning: Vi kompletterar de forsta termerna i vinsterledet till en kvadrat:
2?4220 +1+9—12a+4a®> =0

och far
(x+1)*+9—12a + 4a® = 0.

Hir kan 4a? — 12a + 9 skrivas som (2a — 3)? och ekvationen Gvergar i
(x +1)? = —(2a — 3)?

I denna ekvation ar vansterledet > 0 for alla x, vilket betyder att hogerledet maste
vara icke-negativt for att det ska finnas en reell l6sning. Men hogerledet &r < 0
3

for varje a, med likhet endast for a = 5. Med detta virde pa a far vi ekvationen

(x +1)%2 = 0, som har dubbelroten z = —1.

Svar: a = %

3. Amanda och Botvid ar medlemmar i Gullholmens Matematikforening och skall
arrangera en arbetsmiddag for sig sjalva och ytterligare 5 medlemmar: Camilla,
Daniela, Efraim, Folke och Géran. De sju personerna skall placeras kring ett runt
bord. Eftersom Efraim, Folke och Goran ar osams, giller att ingenstans far tva av
dessa tre sitta bredvid varandra. I 6vrigt finns inga restriktioner betréiffande bords-
placeringen. Pa hur manga sétt kan denna goras? Placeringar som skiljer sig endast
genom en rotation kring bordet betraktas som samma.

Losning: Vi betecknar de 7 medlemmarna med resp A, B, C, D, E, F' och G. Efter-
som vi kan bortse fran rotationer, kan vi fixera positionen for en av medlemmarna,
t ex for G, och variera de 6vrigas placeringar i forhallande till G. Vi placerar forst ut
stolarna for E och F. Vi har tva grundlagen:
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Minst en stol ska finnas i varje mellanrum, dvs for varje grundldge har vi tre satt att
fordela de fyra sista stolarna; vi ska ha tva stolar i en lucka och en stol i var och en
av de Ovriga (stolarna som &r reserverade for £ och F' &r nedan markerade med x).
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For varje grundlige och stolsfordelning géller det att placera ut A, B, C' och D
pa de tomma stolarna (dvs éver de ofyllda ringarna). For A finns det fyra mojliga
placeringar. Néar A har valt sin stol aterstar tre mojliga placeringar for B. Nar det
ar C :s tur finns det tva stolar att vilja emellan, medan D far ta den sista stolen.
Antalet satt att placera de fyra medlemmarna ar darfor 4-3-2-1 = 24.

Sammanfattningsvis har vi 2 grundlégen, 3 satt att fordela de 4 sista stolarna for varje
grundlidge och 24 placeringar av medlemmarna A, B, C' och D for varje grundlage
och stolsfordelning, vilket ger totalt 2 - 3 - 24 = 144 bordsplaceringar.

Svar: 144 bordsplaceringar

. Bestam alla reella l6sningar till ekvationen f ( f(x)) = z, dar f(z) &r polynomet
x? — 22+ 2.

Lésning: Polynomet kan skrivas f(z) = (z—1)?+1. Vi soker 16sningar till ekvationen
(f(2) =1)* +1=u,

eller
(e—124+1-1)°+1=u,

som kan forenklas till
(z—1D*=2—1.

Om vi for overskadlighetens skull, sétter y = z — 1 far vi ekvationen
y(y3 - 1) = 07

som efter faktorisering av parentesen Gvergar i

yy—-Dy* +y+1)=0.

Denna ekvation har de reella rotterna y = 0 och y = 1, dvs = 1 och «x = 2. Eftersom
V+y+1l=(y+ %)2 + % , ar den sista parentesen i ekvationen positiv for alla y. Det
finns darfor inga ytterligare reella rotter till ekvationen.

Svar: Tva reella rotter: £ =1 och z = 2
. Lat ay,as,...,a, vara heltal med summan 1. Kan polynomet
f(z) = 14+ a1z + az®> + ... + apa”

uppfylla att f(3) = 20057

Losning: Insattning av x = 3 ger

f(3) =1+3a; + 3% +...+3"a,
=l+(a4a+...4a,)+(B-1) a1 +(B*=1)-as+...+(3"—1)ay,)
=24+ (B-1 a1+ (3 -1 -ax+...+(3" 1) ay,)

Men i den sista raden ar koefficienten for a; ett jamnt heltal for varje ¢, vilket betyder
att alla termerna i parentesen ar jimna tal. Saledes maste f(3) vara ett jamnt tal
och kan darfor inte anta vardet 2005.

Svar: Nej, f(3) kan inte anta vérdet 2005.



6. Lat M vara mittpunkten pa sidan BC' av parallellogrammet ABCD. Lat E vara den
punkt pa strackan AM for vilken vinkeln DEM &r rat. Visa att triangeln DEC ar
likbent.

Lo6sning 1: Drag en linje genom C parallell med AM. Den skér sidan AD i mittpunk-
ten N (fyrhérningen AMCN é&r en parallellogram, da sidorna &r parvis parallella)
samt strackan DFE i punkten F', sag. Vinkeln DFC &r rat, eftersom vinklarna DFC
och DEM ar likbeldgna vinklar vid parallella linjer och darmed lika. Strackan N F ar
alltsa en transversal till triangeln ADFE parallell med sidan AFE och delar saledes ED
liksom AD mitt itu. Trianglarna CFE och CFD ér foljaktligen kongruenta (forsta
kongruensfallet), dvs triangeln CDE &r likbent med |CD| = |CE|.

Anm. I nedanstaende figur ar vinklarna DAM och AM D bada mindre dn 90°, vilket
innebéar att punkten E ligger i det inre av parallellogrammen ABCD. Om vinkeln
DAM ar rat sammanfaller £ med hornet A; om vinkeln ar stérre &n 90° hamnar F
pa forlangningen av strackan AM 6ver A. Om vinkeln AM D &r rat sammanfaller
punkterna E och M; om vinkeln ar storre &n 90° hamnar E pa forlangningen av
strackan AM 6ver M. Ovanstaende bevis técker dven dessa fall.

Losning 2: Vi infor beteckningar for stracklangderna |[AB| = a, |BC| =b, |CE| ==z
samt for vinklarna /BAD = a, /BAM = . Sinussatsen tillimpad pa triangeln
ABM ger

¢ sin (180° — ¢ — (180° — a))  sin(a — ¢)

b

> a a
1 2 _

) :

si
(notera att ¢ < a, sa att & — ¢ > 0). Ur den réatvinkliga triangeln ADFE far vi
(2) |DE| = bsin(a — @)
(géller for a spetsig, rat och trubbig, eftersom sin(180° — t) = sint). Betrakta nu
triangeln DEC. Enkel kalkyl ger att ZEDC = 90° — ¢ (observera att kalkylen
maste goras for alla tre fallen for o for sig, d.v.s. for « spetsig, rat och trubbig).
Cosinussatsen anvénd pa triangeln DEC tillsammans med (1) och (2) ger nu

2% = a® + b sin?(a — ) — 2absin(a — ) cos(90° — )

b
= a® + 2bsin(a — @) (2 sin(a — ) — asimp) =a?,

varav = a, dvs sidorna C'D och C'E ar lika langa.



