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1. Lat oss borja med att forenkla delar av uttrycket under anvandning av konjugatregeln:

e oy a2 yre yor v = yfi- e yar oD
NN

Vi har hiir anvént att V2 +a+v2 —a = V4 — a2, med a = \/2 + V2 + V3.
Det aktuella uttrycket kan nu skrivas

\/2+\/§\/2+\/2+\/§\/2—\/2+\/§.

Upprepad anvandning av konjugatregeln ger sedan

\/2+\/§\/(4f(2+\/§):\/(2+\/§)(2f\/§): 1-3=1.

2. Antag att k dansande flickor deltog. En av flickorna fick 5 = 1+4 blommor, en annan
fick 6 = 2 + 4 blommor osv. Den flicka som fick flest, fick k¥ + 4 blommor. Antalet
blommor som flickorna fick ssmmanlagt var

kG+k+4)  k(k+9)

546+...+(k+4) = 5 = 5 = 200,
varav
k? + 9k = 400.
Ekvationen har rétterna
k= 9 + 8l + 400
27V ’
men eftersom endast den positiva roten, k = —% + % = 16, ar aktuell, sa maste

antalet dansande flickor ha varit 16. Den flicka som fick flest blommor, 16 + 4 = 20
stycken, dansade med 20 pojkar men dansade inte med 3, dvs antalet pojkar maste
ha varit 23 stycken.

SVAR: I festen deltog 23 pojkar.

3. Det giller att a > 0, b > 0 och a® + b? = ¢?, varav foljer att a < c och b < ¢. Vi far
da att
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4. Antag att sidorna AB och AC' i triangeln ABC bada har langden 1 och lat langden
av den tredje sidan vara 2a enligt figuren. Vi antar att den inskrivna cirkeln, som



har radien r, tangerar sidan BC i punkten D, sidan AB i punkten E samt sidan
AC' i punkten F. Eftersom triangeln ABC &r likbent maste punkten D dela sidan
BC mitt itu, dvs strickan AD utgor héjden mot sidan BC'. Léngden av denna ar
V1 —a?. Vi observerar att 0 < a < 1, eftersom a ar langden av den ena kateten i
en ratvinklig triangel med hypotenusan 1. Triangeln AEQO, dar O ar den inskrivna
cirkeln medelpunkt, &r likformig med triangeln ADC' (bada trianglarna ar ratvinkliga
och har en vinkel gemensam). Detta leder till sambandet

|OE|  |CD|

|AE| — |AD|
eller

T a

1 i

~a(l—a)  [a?(1—a)?  [a*(1—a)
T_m_\/ 1—a? _\/ l+a
a’(1 —a)
1+a

varav

Lat oss beteckna uttrycket under rottecknet, , med g(a).

A

Det giller alltsa att bestdimma det virde pa a (den sokta sidan har ldngden 2a) som
gor r och darmed g(a) sa stor som mojligt. Derivering ger

(1+a)(2a—3a®) — (a®> —a®) —2a(a*+a—1)
(1+a)? - (1+a)p?

g'(a) =

Om vi sétter derivatan = 0 far vi, férutom den triviala l6sningen a = 0, 16sningarna

till ekvationen a® + a — 1 = 0. Rotterna till denna Ar —% + %g Endast den positiva

roten, a; = \/5_’271, ar av intresse. Eftersom ¢(0) = g(1) = 0 och g(a;) > 0 sa foljer,

eftersom g(a) &r kontinuerlig i intervallet 0 < a < 1, att g(a) har ett lokalt maximum
for a = ay. Vi finner alltsa att nér radien r &r som storst, vilket intraffar nér g(a)
antar sitt maximum, har sidan BC' lingden 2a; = v/5 — 1 ~ 1, 25.




SvVAR: Radien i den inskrivna cirkeln dr som storst nar den tredje sidan har langden
5—1=1,25.

. Vi kan utan inskrankning anta att a > b > ¢, eftersom a, b och ¢ upptrader sym-
metriskt i de bada kvadratsummorna. Exempelvis ér savil (a+b)? 4 (b+c¢)? +(c+a)?
som (a —b)2 + (b—¢)? + (c — a)? oférindrat om a och b byter plats. Sitt r = a — b,
s =b—cocht=a-c, som medfér att b =c+socha=b+r=c+s+r. Vinoterar
att r + s = t. Vi soker naturliga tal r, s och ¢, sddana att 7% + s? 4+ t? = 218. Med
insiittning av t = r+ s kan sambandet skrivas r2+s2+rs = 109. Lat oss forst anta att
r > s. Eftersom r och s ar icke-negativa heltal maste r vara < 10. A andra sidan kan
inte r vara mindre dn 7 eftersom 0 < s < r < 6 ger r2+ 52 4+1rs < 6%2+6%+62=108.
Det riacker alltsa att prova talpar (r,s) med r > s for r-véardena 7, 8, 9 och 10. Lat
oss granska dessa fall i tur och ordning.

(1) Fallet 7 = 7 ger ekvationen s® + 7s = s(s + 7) = 60, som har 16sningen s = 5.

(2) Fallet r = 8 ger s? 4+ 8s = s(s + 8) = 45.

(3) Fallet 7 = 9 ger s +9s = s(s +9) = 28.

(4) Fallet 7 = 10 leder till ekvationen s? + 10s = s(s + 10) = 9.

I fallen (2), (3) och (4) finner vi efter provning att det inte finns nagra positiva
heltalslosningar i s. Enda mojlighet ar alltsa att » = 7 och s = 5. Hér antog vi att
r > s, men det omvéanda dr forstas ocksa tdnkbart, sa vi har ocksa lésningen r» = 5
och s = 7. I bada fallen &r ¢t = r + s = 12. De ursprungliga talen kan foljaktligen
skrivasc=k, b=k+5,a=k+12ellerc=k, b=k + 7, a =k + 12, dar k ar ett
godtyckligt positivt heltal. Observera att (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ — a)? inte beror av
vardet pa k.

Det giller nu att vilja k s att (a+b)%+ (b+c)? + (c+a)? blir sa litet som méjligt. 1
det forsta fallet far vi (2k +17)2 + (2k +5)2 + (2k + 12)? och i det andra (2k + 19)% +
(2k+7)%+(2k+12)%. Eftersom funktionen (2k+r) for varje positivt tal r & monotont
vaxande i k, k > 1, far vi minimum om k véljs sa litet som mojligt. Vi véljer alltsa
k = 1 och finner att minimivardet i det forsta fallet dr 1924724142 = 606, medan det
i det andra fallet &r 212 + 92 4+ 142 = 718. Det minsta mdjliga virdet ar saledes 606,
vilket antas om vi som talen a, b och ¢ anvander talen 1, 6 och 13 i nagon ordning.

SVAR: Det minsta méjliga vardet ar 606.

. Vi soker positiva heltal N saddana att N3 har formen abababl eller utskrivet
a-10°+b-10°+a-10*+b-10>+a- 10> +b-10 + 1,
vilket kan forenklas till
a(10% + 10* + 10%) + b(10° 4 10° + 10) + 1 = 101010(10a + b) + 1.

Men 101010 = 3-7-10-13, dvs N — 1 ér delbart med 3, 7, 10 och 13. Vilka rester
kan da talet N ge vid division med resp 3, 7, 10 och 13 ?

Forst konstaterar vi att (3k+7)3 = 27k3+27k?r+9kr? +r3, dir k och r dr heltal, ger
resten 1 vid division med 3 om och endast om 73 —1 &r delbart med 3. Om vi haller oss
till resterna 7 = 0,1, 2 &r ndmnda villkor sant endast fér r = 1. Vi gér motsvarande
utredning for division med resp 7, 10 och 13 och far foljande sammanfattning (i
uppstéllningen star r, s, t och u for naturliga tal):

a) Om N3 — 1 dr jimnt delbart med 3, s3 maste N ha formen 3r + 1.

b) Om N3 — 1 #r jimnt delbart med 7, s& maste N ha nagon av formerna 7s + 1,
7s+2 eller 7s + 4. Detta betyder att (7s+1)3, (7s+2)3 och (7s+4)3 alla ger resten
1 vid division med 7. Vi far namligen resten 1 nar resp 1, 8 och 64 divideras med 7.



c) Om N3 — 1 ér jamnt delbart med 10, sa maste N ha formen 10t + 1.

d) Om slutligen N3 — 1 dr delbart med 13, s& maste N vara pa nagon av formerna
13u 41, 13u + 3 eller 13u + 9.

Enligt a) och c¢) maste N — 1 vara jamnt delbart med saval 3 som med 10, dvs
N — 1 ér en multipel av 30. Eftersom v/106 < N < /107 géller det att 100 < N <
220 (kontrollera att 2203 > 107!). Enda heltal i intervallet som uppfyller nimnda
delbarhetsegenskaper ar 121, 151, 181, och 211.

Enligt b) maste N ge nagon av resterna 1, 2 eller 4 vid division med 7. Men 181 =
257+ 6, sa N kan inte vara = 181.

Nu aterstar talen 121, 151 och 211. Enligt d) maste N ge nagon av resterna 1, 3 och
9 vid division med 13. Men 121 = 9-13 + 4 och 151 = 11 - 13 + 8. Ocksa dessa tal
kan avfirdas. Nu aterstar bara talet 211. Kontroll visar att 2113 = 9393931, dvs med
N =211 har N3 den 6nskade formen.

SVAR: Ja, kuben pa talet 211 ar 9393931.



