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Tschinkel,	
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What	
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Keeling	
  et	
  al.,	
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  2001	
  



What	
  is	
  mathemaRcal	
  modelling?	
  

A	
  way	
  of	
  travelling	
  securely	
  from	
  A	
  to	
  B.	
  

A:	
  AssumpRons	
  about	
  the	
  world.	
  

B:	
  Consequences	
  of	
  those	
  assumpRons	
  

MathemaRcs	
  is	
  rigorous	
  thinking.	
  

Richard	
  Feynman	
  



Why	
  do	
  we	
  do	
  mathemaRcal	
  
modelling?	
  

1,	
  Explain	
  data	
  as	
  simply	
  as	
  possible.	
  

2,	
  Link	
  together	
  levels	
  of	
  explanaRon.	
  

3,	
  To	
  provide	
  detailed	
  descripRons.	
  	
  	
  

4,	
  To	
  predict	
  future	
  outcomes.	
  



1,	
  Explaining	
  data	
  simply	
  

Provide	
  one	
  or	
  two	
  simple	
  rules	
  from	
  which	
  
everything	
  else	
  is	
  derived.	
  

This	
  is	
  qualitaRve	
  modelling,	
  but	
  necessarily	
  
some	
  comparison	
  to	
  data.	
  	
  

ExplanaRon	
  raRo:	
  Explained/AssumpRons	
  

Dawkins:	
  hKp://richarddawkins.net/arRcles/2236	
  



1,	
  Explaining	
  data	
  simply	
  

Newton’s	
  second	
  law	
  

Heat	
  equaRon	
  

Predator-­‐prey	
  models.	
  



2,	
  Linking	
  levels	
  of	
  explanaRon	
  	
  	
  

Large	
  aggregates	
  cannot	
  be	
  understood	
  by	
  
simple	
  extrapolaRon	
  from	
  the	
  behaviour	
  of	
  a	
  
few	
  parRcles.	
  

Need	
  mathemaRcal	
  models	
  to	
  integrate	
  our	
  
understanding	
  from	
  one	
  level	
  to	
  the	
  next.	
  

ExplanaRon	
  raRo	
  may	
  be	
  lower,	
  but	
  more	
  
accurate.	
  



P.	
  W.	
  Anderson	
  (1972)	
  Science	
  



2,	
  Linking	
  levels	
  of	
  explanaRon	
  
	
  Cellular	
  Automata	
  	
  



Meinhardt,	
  H.	
  1995	
  Algorithmic	
  Beauty	
  of	
  Sea	
  Shells	
  
Cellmorphs:	
  hKp://aimfeld.ch/cellmorphs/cellmorphs.html	
  

2,	
  Linking	
  levels	
  of	
  explanaRon	
  
	
  Cellular	
  Automata	
  	
  



3,	
  Detailed	
  descripRons	
  

Put	
  everything	
  we	
  know	
  down	
  in	
  one	
  place.	
  

QuanRtaRve	
  modelling.	
  

Test	
  that	
  this	
  knowledge	
  is	
  self-­‐consistent.	
  

Find	
  out	
  if	
  we	
  really	
  do	
  understand	
  how	
  the	
  
system	
  works.	
  



3,	
  Detailed	
  descripRons	
  



4,	
  PredicRng	
  the	
  future	
  

Stainforth	
  et	
  al.,	
  Nature	
  2005	
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Increasing	
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  of	
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QualitaRve	
  
comparison	
  
between	
  
systems	
  

QuanRtaRve
descripRon	
  
of	
  parRcular	
  
system	
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Course	
  structure	
  

•  Four	
  two	
  hour	
  lectures.	
  
•  Eight/nine	
  two	
  hour	
  labs.	
  These	
  are	
  a	
  central	
  
part	
  of	
  the	
  learning	
  experience.	
  

•  Two	
  exercise	
  sheets	
  due	
  May	
  9th	
  and	
  June	
  
9th.	
  

•  Programming	
  in	
  Matlab	
  preferred.	
  	
  

•  This	
  is	
  not	
  a	
  programming	
  course	
  but	
  we	
  will	
  
help	
  with	
  programming.	
  



Two	
  exercise	
  sheets	
  

•  Each	
  exercise	
  sheet	
  has	
  three	
  'projects',	
  each	
  
consisRng	
  of	
  a	
  series	
  of	
  quesRons.	
  	
  

•  Ader	
  each	
  quesRon	
  is	
  a	
  number	
  of	
  points	
  associated	
  
with	
  the	
  quesRon.	
  	
  

•  The	
  total	
  points	
  over	
  all	
  the	
  quesRons	
  is	
  100.	
  	
  
•  To	
  pass	
  the	
  course	
  (grade	
  3)	
  you	
  must	
  correctly	
  answer	
  
quesRons	
  amounRng	
  to	
  at	
  least	
  50	
  points.	
  In	
  order	
  to	
  
get	
  grade	
  4	
  you	
  must	
  get	
  75	
  points.	
  In	
  order	
  to	
  get	
  a	
  
grade	
  5	
  you	
  must	
  correctly	
  answer	
  some	
  of	
  the	
  
quesRons	
  labelled	
  grade	
  5	
  work	
  and	
  have	
  answered	
  at	
  
least	
  75	
  points.	
  



Projects	
  

1.   Par8cles	
  in	
  boxes.	
  State-­‐based	
  simulaRons;	
  stochasRc	
  
simulaRons;	
  mean-­‐field	
  approximaRons.	
  

2.   Fads	
  and	
  fashions.	
  	
  Co-­‐operaRve	
  phenomena;	
  Rpping	
  
points;	
  bifurcaRon	
  diagrams.	
  	
  

3.   Popula8on	
  dynamics.	
  Randomness	
  and	
  chaos;	
  
Lyapunov	
  exponent	
  and	
  Entropy.	
  

4.   	
  Cellular	
  automata.	
  Complex	
  paKerns	
  from	
  simple	
  
rules;	
  box	
  counRng	
  dimension	
  

5.   Forest	
  fires.	
  power	
  laws;	
  self-­‐organised	
  criRcality.	
  
6.   Self-­‐propelled	
  par8cle	
  models.	
  AggregaRon	
  in	
  space;	
  

phase	
  transiRons;	
  flocking	
  birds.	
  





’Classical’	
  models	
  

•  Ordinary	
  differenRal	
  equaRon	
  models.	
  
•  StochasRc	
  differenRal	
  equaRons.	
  
•  ParRal	
  differenRal	
  equaRons.	
  
•  Markov	
  chain	
  models	
  

Usually	
  a	
  whole	
  course	
  or	
  number	
  of	
  courses	
  will	
  be	
  
dedicated	
  to	
  looking	
  at	
  these	
  models.	
  	
  

These	
  types	
  of	
  models	
  are	
  also	
  essenRal	
  in	
  
modelling	
  complex	
  systems.	
  	
  



’Complex	
  systems’	
  models	
  
To	
  model	
  complex	
  systems	
  we	
  do	
  not	
  take	
  any	
  parRcular	
  ’classical’	
  

model	
  as	
  our	
  starRng	
  point.	
  	
  

We	
  are	
  going	
  to	
  use	
  techniques	
  from	
  the	
  above	
  approaches	
  combined	
  
with	
  computer	
  simulaRons	
  in	
  order	
  to	
  beKer	
  understand	
  complex	
  
systems.	
  

The	
  basic	
  approach	
  we	
  are	
  going	
  to	
  take	
  is	
  that	
  of	
  wriRng	
  down	
  an	
  
algorithm	
  which	
  describes	
  how	
  our	
  complex	
  system	
  works	
  and	
  use	
  
this	
  algorithm	
  to	
  beKer	
  understand	
  the	
  system.	
  	
  

This	
  algorithm	
  becomes	
  a	
  computer	
  simulaRon	
  which	
  we	
  run	
  to	
  see	
  
how	
  the	
  system	
  behaves.	
  But	
  the	
  algorithm	
  can	
  also	
  be	
  related	
  to	
  
more	
  'tradiRonal'	
  mathemaRcal	
  models	
  in	
  order	
  that	
  we	
  can	
  beKer	
  
analyse	
  the	
  system.	
  	
  



A	
  simple	
  example	
  

Lets	
  assume	
  we	
  want	
  to	
  model	
  the	
  spread	
  of	
  an	
  
epidemic	
  disease.	
  	
  

•  Each	
  individual	
  can	
  have	
  one	
  of	
  two	
  states	
  
'suscepRble'	
  or	
  'infected'.	
  	
  

•  When	
  infected	
  we	
  say	
  that	
  each	
  individual	
  has	
  a	
  
probability	
  p	
  per	
  day	
  of	
  recovering.	
  

•  They	
  also	
  have	
  a	
  probability	
  q	
  of	
  making	
  contact	
  
with	
  another	
  randomly	
  chosen	
  individual.	
  	
  

•  When	
  contacted	
  the	
  other	
  individual	
  will	
  catch	
  
the	
  disease,	
  if	
  they	
  do	
  not	
  already	
  have	
  it.	
  



States	
  of	
  the	
  model	
  

SuscepRble	
   Infected	
  

Recover:	
  p	
  

Infected:	
  q	
  of	
  
making	
  contact	
  	
  	
  	
  



AssumpRons	
  

•  Discrete	
  Rme	
  steps	
  (e.g.	
  Days).	
  
•  Can	
  contact	
  and	
  recover	
  within	
  the	
  same	
  Rme	
  
step.	
  

•  All	
  people	
  equally	
  likely	
  to	
  contact	
  each	
  other.	
  
•  No	
  seasonality,	
  environmental	
  effects,	
  
differences	
  between	
  individuals	
  or	
  anything	
  
else!	
  



Matlab	
  code	
  



SimulaRon	
  outcome	
  



Mean-­‐field	
  model	
  



BifurcaRon	
  diagram	
  



BifurcaRon	
  diagram	
  

How	
  the	
  simulaRon	
  behaves	
  at	
  equilibrium	
  as	
  
we	
  change	
  a	
  parameter.	
  

Oden	
  number	
  of	
  inviduals	
  or	
  a	
  transiRon	
  rate	
  is	
  
changed.	
  	
  

Can	
  summarise	
  total	
  model	
  behaviour	
  in	
  one	
  
figure.	
  



Branching	
  process	
  model	
  



Branching	
  process	
  model	
  



’Heat	
  map’	
  of	
  final	
  distribuRon	
  



Code	
  

The	
  code	
  to	
  generate	
  the	
  figures	
  on	
  the	
  previous	
  
slides	
  can	
  be	
  found	
  at	
  	
  
	
  	
   	
  www2.math.uu.se/~david/MCS/	
  

runepidemic(p,q,N,T)	
  takes	
  paramters	
  p	
  and	
  q,	
  
the	
  populaRon	
  size	
  N	
  and	
  the	
  T	
  Rme	
  steps	
  to	
  
run	
  the	
  simulaRon	
  and	
  returns	
  number	
  of	
  
infected.	
  

simepidemic	
  produces	
  the	
  above	
  figures.	
  	
  



Why	
  state-­‐based	
  model?	
  
This	
  is	
  meant	
  to	
  be	
  a	
  course	
  about	
  complex	
  models	
  but	
  the	
  current	
  example	
  has	
  been	
  

rather	
  simple.	
  Indeed,	
  we	
  have	
  been	
  able	
  to	
  turn	
  it	
  in	
  to	
  a	
  differenRal	
  equaRon	
  
model	
  and	
  a	
  Markov	
  chain	
  model,	
  both	
  of	
  which	
  give	
  a	
  good	
  insight	
  in	
  to	
  the	
  
models	
  behaviour.	
  Why	
  then	
  would	
  we	
  ever	
  use	
  an	
  individual-­‐based	
  or	
  state-­‐based	
  
model	
  if	
  we	
  can	
  use	
  simple	
  models	
  like	
  this?	
  

The	
  reason	
  is	
  that	
  we	
  may	
  now	
  wish	
  to	
  add	
  more	
  complex	
  aspects	
  to	
  our	
  model.	
  	
  
•  We	
  might	
  want	
  to	
  make	
  individuals	
  have	
  different	
  characterisRcs	
  which	
  make	
  them	
  

more	
  or	
  less	
  likely	
  to	
  go	
  to	
  catch	
  the	
  disease.	
  
•  We	
  might	
  construct	
  a	
  social	
  network	
  or	
  spaRal	
  arrangement	
  for	
  their	
  interacRons,	
  

whereby	
  certain	
  individuals	
  are	
  more	
  likely	
  to	
  contact	
  parRcular	
  other	
  people.	
  
•  We	
  might	
  want	
  the	
  individuals'	
  chance	
  of	
  contracRng	
  a	
  disease	
  	
  depend	
  on	
  their	
  

past	
  record	
  of	
  infecRon.	
  Individuals	
  won't	
  contact	
  others	
  if	
  they	
  have	
  been	
  infected	
  
recently.	
  

All	
  of	
  these	
  aspects	
  would	
  lead	
  to	
  complicaRons	
  which	
  would	
  make	
  differenRal	
  
equaRon	
  models	
  or	
  Markov	
  chain	
  models	
  difficult	
  to	
  analyse.	
  



But	
  don’t	
  throw	
  away	
  what	
  you	
  have	
  
learnt.	
  	
  

So	
  if	
  all	
  complexiRes	
  make	
  the	
  simple	
  models	
  unwieldy,	
  why	
  not	
  limit	
  our	
  work	
  to	
  state-­‐based	
  and	
  
individual-­‐based	
  models?	
  Why	
  not	
  just	
  build	
  in	
  all	
  the	
  details	
  we	
  want	
  in	
  to	
  the	
  simulaRon	
  and	
  run	
  
them?	
  

There	
  are	
  two	
  important	
  answers	
  to	
  this	
  quesRon	
  	
  

Approxima8on	
  By	
  keeping	
  a	
  set	
  of	
  simplified	
  models	
  which	
  give	
  an	
  approximate	
  descripRon	
  of	
  a	
  
simulaRon	
  we	
  can	
  understand	
  why	
  certain	
  outcomes	
  occur.	
  If	
  we	
  see	
  for	
  example	
  that	
  a	
  more	
  
complex	
  model	
  reaches	
  a	
  certain	
  equilibrium	
  we	
  can	
  use	
  a	
  mean-­‐field	
  approximaRon	
  to	
  understand	
  
why	
  this	
  parRcular	
  equilibrium	
  is	
  reached.	
  

Measures	
  Many	
  of	
  the	
  analyRc	
  tools	
  from	
  standard	
  mathemaRcal	
  models	
  can	
  be	
  applied	
  to	
  
understanding	
  simulaRon	
  models.	
  For	
  example,	
  the	
  Lyapunov	
  exponent	
  in	
  dynamical	
  systems,	
  
concept	
  of	
  entropy	
  from	
  stochasRc	
  processes,	
  the	
  fractal	
  dimension	
  from	
  measure	
  theory	
  are	
  all	
  
useful	
  tools	
  for	
  characterising	
  models	
  of	
  complex	
  systems.	
  Concepts	
  such	
  as	
  bifurcaRon	
  diagrams	
  
where	
  we	
  measure	
  a	
  simulaRons	
  response	
  to	
  a	
  consistent	
  change	
  of	
  one	
  variable	
  are	
  key	
  to	
  
understanding	
  the	
  behaviour	
  of	
  simulaRons.	
  

It	
  is	
  these	
  two	
  aspects	
  of	
  approximaRon	
  and	
  measure	
  which	
  I	
  will	
  frequently	
  return	
  to	
  when	
  we	
  try	
  to	
  
understand	
  complex	
  systems.	
  

Without	
  an	
  ability	
  to	
  approximate	
  and	
  measure	
  a	
  simulaRon	
  model	
  it	
  is	
  impossible	
  to	
  quanRfy	
  its	
  
behaviour	
  and	
  understand	
  its	
  predicRons.	
  



MathemaRcs	
  and	
  SimulaRon	
  

Are	
  not	
  different	
  things!	
  


