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Skrivtid: 8-13. Inga hjilpmedel tillatna. Losningarna skall atfoljas av forklarande text. Varje
uppgift ger hogst 5 poing. For betygen 3 (4) (5) krdvs minst 18 (25) (32) poéng, inklusive ev
bonuspoéng.

1. a) Lat A och B vara méngder i ett universum U. Visa att (AU B*)" = A* N B,
diar A* &r komplementet till A, dvs A* =U \ A.

b) Lat p, ¢ och r vara utsagor. Utsagan p = ¢ = r #r en forkortning av
P=qA(g=r1) (1)

Avgor om (1) dr ekvivalent med

=N (prg)=T). (2)
Bevisa ditt pastaende!

2. Lat A vara méingden av heltal som ger resten 1 vid division med 3. Konstruera en bijektion
fran A till méngden B={z € Q: 0 <z <1}.

3. a) Bestdm samtliga 16sningar till den diofantiska ekvationen 2z — 5y = 9.
b) Visa att den diofantiska ekvationen 222 — 5y? = 9 saknar 16sningar.

4. Vilken &r den minsta ickenegativa rest som kan fas da talet 57573%! divideras med 13?
5. Visa att v/4 iir irrationell.

6. Visa med induktion att

(2n —1)3"+ +3
4

1:342-3%+. - +n-3"=

for alla heltal n > 1.

7. Ekvationen z% — 423 + 2422 — 40z + 100 = 0 har minst en multipelrot. Ls ekvationen
fullsténdigt.

8. Pa mingden ZT av positiva heltal definierar vi relationen S genom
aSb<= IncZ" (ab=n?).

Visa att S &r en ekvivalensrelation pa Z™.

Bestam ekvivalensklasserna [1], [2] och [p], dér p &r ett primtal.
Hur manga tal ingar i varje ekvivalensklass?

Hur manga (olika) ekvivalensklasser finns det?

(Notation: Ekvivalensklassen som innehaller talet a betecknas [a]. )

LYCKA TILL !



Korta svar:

1. a) Rita t. ex. Venndiagram. b) De &r inte ekvivalenta. Motexempel: p och r falska, ¢ sann.
Da &r (1) falsk och (2) &r sann.

2. Rikna upp A = {3n+1: n € Z} genom att anvinda heltalen n i f6ljande ordning: 0, 1,
-1, 2, -2, 3, -3, osv. Denna upprikning av A ger féljande upprikning av A: a1 = 1, as = 4,
a3 =—2,a4 =17, a5 = —b, ag = 10, ay = —8, osv. Gor nu en slinga i talparsméngden

{(p,g): 0<p<qoch pgeZ}
sa: (1,1), (1,2), (1,3), (2,3), (1,4), (2,4), (3,4), (1,5), (2,5), (3,5), (4,5), (1,6),...
Lt f(m) = 1, fla) = 5, flas) = 5, flas) = =, flas) = 1, flas) = 5. osv. Vi tar
alltsa f(a;) = P qar (p,q) ar den forsta i slingan som &dnnu inte anvints och som har

SGD(p,q) = 1.

3.a)x=2+5n,y=—-1+2n,neZ.
b) Om lésning finns, ir 222 = 9+5y2, dvs vi maste ha 22 = 4 (mod 5). Med falluppdelning
(5 fall) visas detta omojligt.

4. 5757 = 11 = —2 (mod 13). Rékneregler medfor att talet &r kongruent med (—2)32! (mod
13). 26 =64 =65 -1 = —1 (mod 13). Vi har

2970 = 2093H3 — (26)%3. 2% = (~1) .8 = —8 =5 (mod 13),
Men (—2)3% = —23%1 = _5 =8 (mod 13). SVAR: 8.

5. Hiirma beviset att v/2 iir irrationellt. Om talet #r rationellt, sa finns heltal p och ¢ sa att
3

V4 = P oen SGD(p,q) = 1. Da ér 4 = p—3 Visa forst att p 4r jamn och sedan ocksa att ¢
q

ar jaimn. Motsdgelse.
6. Glom ej bas, induktionsantagande, induktionssteg samt slutklam.

7. Anviind Euklides algoritm for att finna en SGD till f(2) och f’(z). Multipelrétter maste
vara nollstéllen till SGD.
Alternativt: Sok forst nollstéllena till f(z), och préva dessa i f(z2). (Ett multipelnollstélle
till f(z) méaste vara ett nollstlle till f'(2).) SVAR: Det finns tva dubbelrétter: 1 4 3i.

8. S ir reflexiv, ty for varje positivt heltal a giller att a-a = n? for nagot pos. heltal n, (n=a).
S #r symmetrisk, for om ab = n? sa dr ju ba = n?. Transitivitet: Antag att ab = n? och
be = m?, dér a,b, n, m dr positiva heltal. D& blir ac = (%)Q, vi behover visa att % ar
ett heltal. Lat nm = p1pa-----pp och b = q1¢2-- - --q; de entydiga primtalsfaktoriseringarna
av nm och b resp. Eftersom (?)2 ar heltal, sa kan alla primtal i ndmnaren forkortas bort.

Efter ev omnumrering kan vi alltsa anta att p1 = ¢1, p2 = ¢2, ...,p; = ¢j. (Och vi har

j < h.) Vi far alltsa skriva ac = (%)2

ar ett positivt heltal. (Om j = h har vi talet ac = 1.) Alltsa &dr S transitiv.

Ekvivalensklasserna: Vi har [1] = {b € ZT : 3n € Z*(b = n*)} = {n® : n € ZT}, och

2] ={bec Z" :3nc ZT(2b = n?)} = {2]{2 Dk €2Z+}. (Om 2b = n?, sa maste 2|n,
n 4k

sa n = 2k for nagot heltal k. Da blir b = 5 =5 = 2k?.) Pa samma sitt visas att

[p] = {pk*: k € ZT}, om p &r ett godtyckligt primtal. Vi ser att dessa ekvivalensklasser &r
upprikneligt odndliga. Om p och ¢ #r tva olika primtal, sa ser vi att [p] # [g], och alltsa
maste det finnas odndligt (men upprikneligt) manga ekvivalensklasser.

n
= p?_H-- . --p%, vilket ger att talet o = Pj+1-""Dh



