UPPSALA UNIVERSITET PROV I MATEMATIK
Matematiska institutionen Algebra 1
Vera Koponen 2009-04-16

Skrivtid: 8-13. Tillatna hjdlpmedel: Inga, annat &n pennor, radergum och papper (det sista tillhan-
dahalles). Podngsdttning: Varje a-del ger maximalt 3 podng och varje b-del ger maximalt 3 poing.
Betygsdttning: For betyg 3 kravs minst tva podng pa varje a-del; for betyg 4 maste kravet for betyg
3 ha uppnatts och minst 26 podng sammanlagt; for betyg 5 maste kravet for betyg 3 ha uppnatts och
minst 36 podng sammanlagt.

Losningarna maste innehalla relevanta forklaringar och utridkningar, och skriv tydligt.

1. (a) Avgor med sanningsvirdestabell, som skall inga i 16sningen, vilka av foljande tre pastéen-
den som &r ekvivalenta:

A— B A\/(—|B) (—|B) — (—|A)

(b) Lat f: A — B vara en funktion vars domén ar A och vars malméngd /kodomén &r B. Lat
P vara pastaendet: Yy € B : dx € A : f(z) = y. Formulera negationen av P pa ett sidant
sitt att den borjar “Jy € B ... “ och bevisa att om A och B &r dndliga och B innehaller fler
element &n vad A gor, sd dr negationen av P sann.

2. (a) Lat A= (2,00) ={zeR:2< 2}, B=(—00,-2)={z € R: 2z < -2} och

C =[-3,5] ={zr € R: =3 <z < 5}. Markera pé en tallinje, som representerar de reella talen,
méngden (AU B) N C. Det skall framgé om eventuella &ndpunkter &r med i (AU B) N C eller
inte.

(b) Antag att A och B &r uppréikneliga méngder. Bevisa att A x B dr uppréknelig.

3. (a) Skriv (54)eipq 1 basen 3.
(b) Bestédm den bas b for vilken géller att (30), - (43), = (2340)y.

4. (a) Finn, med hjilp av Euklides algoritm och atersubstitution, en heltalslosning till ekva-
tionen 67x 4+ 23y = 1 om sédan finns.

(b) Finn en 16sning till 672 = 2 (mod 23) som uppfyller att 200 < = < 300.

Ledning: Los forst 67x + 23y = 1.

5. (a) En talfoljd definieras rekursivt genom: ag = 3, a,4+1 = 4a, — 3. Bevisa med induktion
att a, = 22"t 4 1 &r en sluten formel for talfoljden.

(b) Antag att ett golv skall tickas med kvadratiska kakelplattor, som ar svarta eller vita, pa
sadant sitt att en vit platta alltid har svarta plattor pa alla sina fyra sidor och en svart platta
alltid har vita plattor pa alla sina fyra sidor. Antag att plattorna har dimensionen 1 dm x 1
dm. Bevisa med induktion att ett rektanguldrt golv med dimensionerna n dm x m dm alltid
kan tickas med svarta och vita kakelplattor pa ovan beskrivna sétt.

6. (a) Vad #r sista siffran om 92091 . 193 skrivs i basen 10 ? (Ledning: Vad blir resten vid
division med 10 ?)
(b) Bevisa att om a = b (mod m) och ¢ = d (mod m) s& ac = bd (mod m).

Fortsdtter pa nasta sida



7 (a) Berdkna en storsta gemensam delare till
23— 222 + 20 -1 och 4zt 4 2% 4 3z + 1.

(b) Antag att n > 1 &r ett heltal, ag, a1, ...,a,—1 € Z och att ag ar ett primtal. Visa att om
« ar ett primtal och en rot till ekvationen

2"+ an12" P+t azt +ap=0

sa géller att a = agp och alla andra rationella rétter (om de 6verhuvudtaget finns) dr antingen
1 eller -1.

8. (a) Finn alla 16sningar till ekvationen 42* + 22 + 3z +1 = 0.

Ledning: man kan anvénda losningen till 7(a), eller ledtraden att x = —1/2 &r en dubbelrot.
(b) Skriv 4z* 4+ 22 4+ 32 + 1 som en produkt av reellt irreducibla polynom.

Lycka till!



