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Skrivtid: 08.00-13.00. Fér betygen 3, 4 resp. 5 krdavs 18, 25 resp. 32 poéng, inklusive ev.
bonuspoéng. Losningarna skall vara val motiverade. Skriv endast pa ena sidan, borja ny upp-
gift pa ny sida och anvind ej rodpenna. Uppgifterna dr inte ordnade i svarighetsgrad.

Tillatna hjdlpmedel: Réknedosa. Formel- och tabellsamling i matematisk statistik.

1. Lotta har framfor sig tre olika la&dor som alla innehéller ett antal bollar. I den forsta
ladan ligger tva blaa och tre vita, i den andra ligger tre blaa och tva vita, medan den
sista ladan innehaller tre blaa och fem vita. Lotta véljer slumpméssigt en av ladorna
och drar tre bollar.

(a) Vad ar sannolikheten att hon far tva blaa och en vit?
(b) Givet héndelsen i (a), dvs. att hon drog tva blaa och en vit, vad &r sannolikheten
att hon valde lada tre?

LOSNING:

(a) Lat X € {1,2,3} vara slumpvariabeln sa att X = k om Lotta valde lada k, och
lat A beteckna hindelsen att hon drar tva blaa och en vit boll. Satsen om total
sannolikhet ger att

P(A) = P(A|X = 1)P(X = 1) + P(A|X = 2)P(X =2) 4+ P(4]|X = 3)P(X = 3).

Om Lotta valde lada nr 1 kan den betingade sannolikheten att hon far tva blaa
och en vit beridknas pa flera olika sitt. T.ex.

P(AX=1) = P(BBV|X =1)+P(BVB|X =1)+P(VBB|X =
2 13 231 321 213 6

)
_z2 b s 28l 82l g2rls 68
5 43 5 43 5 43 “5-4-3 20 10’

eller ekvivalent kan vi berikna sannolikheten att fa tva vita om vi drar tva bollar
som blir (3/5) - (2/4) = 3/10. Alternativt kan sannolikheten beriiknas som

P(AIX:1):%:§

(3 10
Pa liknande sétt far vi att
P(A|X =2) = P(BBV|X = 2)+P(BVB|X = 2)+P(VBB|X =2) = 3‘2 i ; = %
och att
3-2.5 15

P(A|X =3) =P(BBV|X =3)+P(BVB|X =3)+P(VBB|X =3) = 38 =

Den sokta sannolikheten ges av

173 3 15 56 +112+50 218 109
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(b) Den sokta betingade sannolikheten ges av

P(X = 3) 115 50 25
— Y PAX=3) ===
P(A) (Al ) 10956 218 109

P(X =3l4) =

2. Till en stor tank tillfors dagligen en mingd vitska (m?). Den totala mingden anses
vara normalférdelad med véntevirdet 35 och variansen 2. Ur tanken sker ocksa en
avtappning, vars dagliga mingd (m?) anses vara normalférdelad med vintevirdet 20
och variansen 3. Tillférsel och avtappning anses ske oberoende av varandra. Om volymen
i tanken vid arbetsdagens slut understiger 10 m? sker ett alarm. Oavsett alarm toms
alltid tanken morgonen dérpa.

(a) Berdkna sannolikheten for alarm en slumpvis vald dag.

(b) Berékna sannolikheten for hogst ett alarm under en vecka (sju dagar). Anvind
lampliga oberoendeantaganden.

(¢) Man overviiger att justera volymen for alarm, och 6nskar finna den volym som
underskrids med sannolikheten 0.001 en slumpvis vald dag. Bestdm detta vérde.

LOSNING:

(a) Infor slumpvariablerna X ="Daglig tillforsel”, X ~ N(35,2), samt Y ="Daglig
avtappning”, dir Y ~ N(20,3). Av intresse ér att studera X — Y. For oberoende
normalfordelade variabler géller att W = X —Y ~ N(35 — 20,2+ 3), dvs. W ~
N(15,5). Héndelsen ”Alarm ljuder” formuleras som {IW < 10} och vi finner den
sokta sannolikheten

P(W <10) = P((W —15)/V5 < (10 —15)/V5) = &(—V5) = 1 — &(V/5)
= 1—®(2.25) =1—0.9875 = 0.0125.
Anmdrkning. Om man gbr en noggrann fysikalisk tolkning skall sannolikheten
P(0 < W < 10) ridknas ut; tankens innehall kan som lidgst vara noll. Detta leder
till
P(0 < W < 10) = &(—V5) — ®(—3v5) ~ 1 — ®(V/5),

ty ®(3v/5) = ®(6.71) ~ 1, dvs. samma svar som ovan.

(b) Antag oberoende mellan olika dagar. Infér slumpvariabeln K =” Antal dagar med
alarm”. Da géller att K ~ Bin(7,p), med p = 0.0125 fran (a). Den sokta sanno-
likheten ges av

PX<1) = P(X=0)+P(X=1)
= (g>0.01250(1 —0.0125)7 + (D 0.0125" (1 — 0.0125)5 = 0.9968.

(c) Lat a vara den nya volymen, som uppfyller
P(W < a) = 0.001.
Villkoret for alarm ger
a—15 \
75 0.001

och dédrmed
a =15 — Ag.001V5 = 15 — 3.0902//5 = 8.1 (m?).



3. Lotteriet ”Super-duper-mega-jackpott-yo!” har varje vecka en jackpott och ett flertal
mindre vinster. Sannolikheten att fa vara med att dela pa jackpotten &r 1/10000000
medan sannolikheten att man far nagon typ av vinst (inte bara jackpotten) &r 1/10.
Vinstchanserna ar oberoende mellan alla lotter.

(a)
(b)

En vecka séljs det 12735692 lotter, beridkna sannolikheten att det blir hogst tva
vinnare som far dela pa jackpotten.

Kalle (som gillar lotterier) koper 3141 lotter for alla sina pengar. Vad dr sannolik-
heten att Kalle vinner pa fler &n 350 av dessa?

LOSNING:

(a)

Lat X = antalet vinnare som far dela pa jackpotten. Vi har att
X ~ Bin(12735692, 1/10000000),

som med fordel kan Poissonapproximeras med X ~ Po(1.2735692). Dérmed far vi
att

1.272

P(X<2)=P(X=2)+P(X =1)+P(X =0) ~ ( +1.27 + 1) e 127 ~ 0.864.

Lat Y =antalet vinster som Kalle far. Vi har att
Y ~ Bin(3141, 1/10).

Vi anvinder oss av normalapproximation och far att Y ~ N(314.1, 282.69). Darfor
far vi att

X —-314.1 S 350 — 314.1
V282.69 —  1/282.69

P(X >350) =P < > =P (Z >2.1352) ~ 1-0.9836 = 0.0164

4. Lat (X,Y) vara tva slumpvariabler med gemensam sannolikhetsfunktion

(a)
(b)

11k
P(X:k,Y:l):gye*l for l =1,2,30ch k=0,1,...

Hitta de marginella sannolikhetsfunktionerna for X och Y.

Finn ett uttryck for P(X = k| Y =) (detta ar den s.k. betingade sannolikhets-
funktionen for X, givet Y =1). Vilken fordelning erhalls?

(c) Vad &r sannolikheten att X > Y7
LOSNING:
(a) Vi far att
3 1 3 lk
_ _ _ _ _ —1
P(X=Fk = ) P(X=kY= )_ng’e
=1 =1
11 2k, 3
3(k§' +E —|—Ee s k>0
och
P(Y—l)—iP(X—kY—l)—lmﬁ—l—1 for 1 =1,2,3
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dar vi anvander att

k=0

fran Poisson-férdelningen.

(b) Fran (a) far vi att

X=kKrY = k
P( k, ) —l—e_l for k=0,1,...

PR =FIY=D=""F5— ~ &

dvs. den betingade fordelningen for X givet Y =1 ar Poisson med parameter [.

(c) Visoker alltsa P(X >Y)=1—-P(X <Y), och har att

P(X <Y)
=PX=0)+P(X=1,Y >2)+P(X =2Y =3)
elte?4+e? 121 1371 132 4

N 127 3 13
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sé att P(X >Y) ~ 1 — 0.3990 = 0.601

5. Ett slumpmaéssigt stickprov x1,...,x, antages vara observationer av en slumpvariabel
X med sannolikhetsfunktionen

px(k) =01 -0 k=01,
dir 0 <60 <1/2.

(a) Finn ett uttryck féor momentskattningen av 6.
(b) Utred om momentskattningen &r véntevérdesriktig.

(c) Foljande observationer finns tillgéngliga: 0, 1, 1, 0, 1, 1. Skatta parametern 6.
LOSNING:

(a) Med momentmetoden studeras ekvationen z = E[X]. Vi finner E[X]:

1 1
EIX] =) kpx(k) =) k6" (1-6)""=0+6=0,
k=0 k=0

och ddrmed finner man direkt skattningen 8* = 7.

(b) Véntevirdesriktighet undersoks; for ett slumpmaéssigt stickprov X finner man

sa skattningen dr vintevirdesriktig.
(c) For stickprovet finner viz = (0+1+1+0+141)/6 = 2/3, varfor 6* = 2/3.

Anmdrkning. Fordelningen i detta exempel &r den s.k. Bernoulliférdelningen, vilken
kan uppfattas som Bin(1,6). Notera dock restriktionen i parameterrummet: moment-
metoden ger hér en skattning utanfor detta. Momentmetoden &r inte alltid den bésta
skattningsmetoden.



6. Utvirdering skall ske av tva radarsystem, ett dldre och ett nyutvecklat. Dessa skall
anvindas for att upptécka inflygande flygplan. Mitvirdet for respektive system (i km)
ar avstandet till flygplanet nir detta detekteras; viarden for det dldre systemet ses som
observationer av en slumpvariabel X, medan observationerna fran det nyare systemet
ses som observationer av Y. Syftet dr att undersoka en eventuell systematisk avvikelse
for medelavstand for detektion mellan systemen.

Vid tio tillfdllen har man funnit f6ljande observationer:

Tillfslle 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Aldre system 72 65 120 77 60 80 63 82 75 90
Nyare system 70 70 125 175 62 90 65 75 81 90

Man antar att systemen inte paverkar varandra ndr de anvinds vid méttillfillena.
Infor en lamplig statistisk modell och utred om en systematisk avvikelse ar statistiskt
sikerstélld (signifikansniva 0.95).

LOSNING:

Infér X =" Avstand, dldre system” och Y =" Avstand, nyare system”. Observationer-
na har samlats in parvis, olika omstindigheter har ratt vid méttillfdllena (se t.ex.
mattillfalle 3, dar gynnsam sikt troligtvis ratt jamfort med andra tillfillen), och man &r
intresserad av en systematisk skillnad i medeltal. En lamplig statistisk modell &r darfor
stickprov i par, varfor differenserna z; = x; — y; studeras.

Inga antaganden finns gjorda om fordelning. Vi antar normalférdelade observationer.
Enligt metodiken betraktas slumpvariabeln Z ~ N(uz,0%) och vi skattar parametrar:

1
_E<

10
1
6% = s%= 5 > (2 — 27 =937.2.
j=1

24 (=5)+---+(=6)+0) = —11.9,

=

N
Il
l

Med t9.025(9) = 2.2622 foljer ett 95%-konfidensintervall som

L., = [2+t0025(9)s2/V10] = [~33.8, 10.0].

Noll tillhor intervallet, alltsa kan ingen skillnad statistiskt pavisas mellan métsystemen.

7. Tiden till fel for en ny typ av komponent till mobiltelefoner modelleras av en exponen-
tialférdelning med oként vinteviirde 1/A. Parametern A\ kan alltsa hér tolkas som en
felintensitet. Vid utvecklingsavdelningens laboratorium skickas de komponenter som har
en kortare tid till fel &n ¢y for vidare analys (sétt, for enkelhets skull, tg = 1 tidsenhet).
Dock registreras inte den aktuella tiden, man kinner endast till antalet komponen-
ter som skickats vidare. Under en viss forsoksperiod skickades 85 av 100 komponenter
vidare.

(a) Baserat pa den givna informationen, beriikna en skattning av A. (Antag oberoende,
komponenter emellan.)

(b) Beriikna ett 95% konfidensintervall for A.
LOSNING:

(a) Infor slumpvariabeln 7" ="Tid till fel”, T' ~ Exp(\) samt X =" Antal vidareskic-
kade komponenter”. D& giller att X ~ Bin(100,p) dir p = P(T < 1) =1 —e™ .
Alltsa géller

A= —1In(1—p).



Fran data finner vi p* = 85/100 och didrmed skattningen A* = —In(1 — 0.85) =
1.897.

(b) Vi berdknar forst ett konfidensintervall for p (tumregel uppfylld, np*(1 — p*) =

12.75 > 5):
I, = [p* £ 1.96/p*(1 — p*)/100] = [0.780, 0.920].

Med relationen A = —1In(1 — p) foljer intervallet I, = [1.5, 2.5].

8. Vid ett experiment har foljande atta observationspar (z;,y;), i = 1,...,8, observerats:

T 0 1 2 3 4 5 6 7
y —05 22 38 41 31 11 -06 —4.2

Tva ingenjorer, Alfred och Benjamin, diskuterar en lamplig statistisk modell. De anser
att en modell for enkel linjir regression kan vara ett alternativ, dvs. y; ar observationer

av

Yi=a+pBz;+e, i=1,...,8,

dir €; ~ N(0,02). Ett datorprogram ger skattningarna o* = 3.17, f* = —0.58 samt
o* =2.61.

(a)

(b)

Alfred blir entusiastisk dver resultatet fran datorberdkningen och vill genast anvén-
da modellen for att berikna ett 95% konfidensintervall for 3. Utfor dessa berik-
ningar.

Benjamin funderar 6ver modellens giltighet. Ett forsta steg kan vara att helt enkelt
rita upp observerade data och fa en uppfattning om ldmpligt modellval. Gor en
enkel skiss och ge en kommentar. Rikna &ven gérna ut modellens residualer och
rita dessa.

LOSNING:

(a)

For referensvariabeln for S géller
=5

Ra—
P s /N Sz

sa ett 95% konfidensintervall ges av

IB = [B* + t0,025(n — 2)5/\/ S:m:]
Med n =8, s = 2.61, Sz = (8 — 1) - 52 = 7-6 = 42 och t(,025(6) = 2.4469 foljer
intervallet I3 = [—1.57, 0.41].

Anmdrkning. Ligg mérke till att S;, och Sy, ej behovdes berdknas for att 16sa
problemet.

~t(n—2),

Se figur 8. Data indikerar ett starkt ickelinjdrt samband mellan = och y, den
foreslagna modellen verkar ytterst tveksam.






