
Uppsala Universitet
Matematiska Institutionen
Jörgen Östensson
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1. Sätt f(z) = −5z4, g(z) = z6 + z3 − 2z. D̊a gäller för |z| = 1, att

|f(z)| = | − 5z4| = 5|z|4 = 5,

|g(z)| = |z6 + z3 − 2z| ≤ |z6|+ |z3|+ | − 2z| = |z|6 + |z|3 + 2|z| = 4.

S̊aledes är |g(z)| < |f(z)| för |z| = 1. Allts̊a har, enligt Rouches sats, f(z) och f(z)+g(z) =
P(z) lika m̊anga nollställen i |z| < 1, dvs 4 stycken. Svar: 4 stycken.

2. Eftersom eix = cosx+ i sinx s̊a gäller uppenbarligen att

I :=
∫ +∞

−∞

cosx
(x2 + a2)2

dx =
∫ +∞

−∞

eix

(x2 + a2)2
dx.

Notera att integralen inneh̊allande sinx är noll, d̊a integranden är udda. Sätt

f(z) =
eiz

(z2 + a2)2
.

Märk att f har dubbelpoler i z = ±ia. L̊at ΓR = [−R,R]∪CR, där CR är en halvcirkel i övre
halvplanet med radie R. Enligt residy-satsen gäller att

∫
ΓR
f(z)dz = 2πi ·Resz=iaf(z), om vi

väljer R > a. Standarduppskattning med ML-olikheten ger∣∣∣∣ ∫
CR

f(z)dz
∣∣∣∣ ≤ 1

(R2 − a2)2
· πR→ 0, d̊a R→ +∞.

Vidare gäller att

Resz=iaf(z) = lim
z→ia

d

dz

(
(z − ia)2f(z)

)
=
(

eiz

(z + ia)2

)′∣∣∣∣
z=ia

= − i
4

1 + a

a3ea
.

L̊at allts̊a R→ +∞, s̊a f̊as följer att I = π(1+a)
2a3ea . Svar: π(1+a)

2a3ea .
3. Notera att funktionen f(z) = 1

z(z−1) är analytisk i hela C med undantag för punkterna
z = 0 och z = 1. Allts̊a har f(z) Laurentserieutvecklingar i de givna regionerna 0 < |z| < 1
och |z| > 1. Om man s̊a vill kan man partialbr̊aksuppdela f(z) enligt

f(z) =
1

z − 1
− 1
z
,

men det är inte nödvändigt här. För 0 < |z| < 1 gäller att

1
z − 1

= − 1
1− z

= −
∞∑
k=0

zk,

varför f(z) = −
∑∞

k=−1 z
k. För |z| > 1 f̊as att

1
z − 1

=
1
z
· 1

1− 1/z
=

1
z
·
∞∑
k=0

(1/z)k,

1
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s̊a att f(z) =
∑−2

k=−∞ z
k.

Svar: f(z) = −
∑∞

k=−1 z
k för 0 < |z| < 1 och f(z) =

∑−2
k=−∞ z

k för |z| > 1.
4. En lösning är följande. Notera först att endast z = 1/2 avbildas p̊a ∞, varför cirkeln

|z| = 1 avbildas p̊a en cirkel. Möbiusavbildningar avbildar ju nämligen klassen av linjer och
cirklar p̊a sig själv. Spegelpunkten till z = 1/2 med avseende p̊a cirkeln |z| = 1 är punkten z =
2, se formeln i kursboken. Därför m̊aste bilderna av dessa punkter under T vara spegelpunkter
med avseende p̊a bilden av |z| = 1 under T , enligt den symmetribevarande egenskapen. Men
d̊a m̊aste T (2) = 1 vara centrum av ”bildcirkeln”, dvs av bilden av |z| = 1 under T . Eftersom
punkten z = −1 ligger p̊a |z| = 1, och eftersom T (−1) = 0, st̊ar det klart att bildcirkeln är
{z ∈ C : |z − 1| = 1}. Vidare ligger z = 2 utanför enhetsdisken, och T (2) = 1, s̊a det yttre
av enhetsdisken avbildas p̊a omr̊adet innanför bildcirkeln. Allts̊a avbildas enhetsdisken p̊a
omr̊adet utanför bildcirkeln. Svar: Bilden är {z ∈ C : |z − 1| > 1}.

5. Laplacetransformering av bägge leden ger att

s2X(s)− sx(0)− x′(0) + 2
(
sX(s)− x(0)

)
+X(s) =

1
s+ 1

,

s̊a med givna initial-data följer att

(s2 + 2s+ 1)X(s) =
1

s+ 1
+ 4.

Allts̊a är
X(s) =

1
(s+ 1)3

+
4

(s+ 1)2
,

vilket enligt tabell är transformen av x(t) =
(

1
2 t

2 + 4t
)
e−t. Svar: x(t) =

(
1
2 t

2 + 4t
)
e−t.

6. a) Enligt Sats 4.12 i boken s̊a är

E[XY ] =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xyfX,Y (x, y)dxdy =

∫ 1

0

(∫ x

0
xy · 8xy dy

)
dx =

∫ 1

0
8x2 · x

3

3
dx =

4
9
.

b) Enligt Sats 4.8 i boken s̊a är

fY (y) =
∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y)dx.

Om y < 0 eller y > 1 är därför fY (y) = 0. För 0 ≤ y ≤ 1 s̊a är

fY (y) =
∫ 1

y
8xy dx = 8y ·

[
x2

2

]1

y

= 4y(1− y2).

c) Enligt Definition 4.13 i boken s̊a är d̊a för 0 < y < 1

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)
fY (y)

=
{ 8xy

4y(1−y2)
, 0 ≤ y ≤ x ≤ 1,

0 , annars.
=
{ 2x

1−y2 , 0 ≤ y ≤ x ≤ 1,
0 , annars.

d) Enligt Definition 4.14 i boken s̊a är

E[X|Y = y] =
∫ +∞

−∞
xfX|Y (x|y)dx =

∫ 1

y
x · 2x

1− y2
dx =

2
1− y2

[
x3

3

]1

y

=
2
3

1− y3

1− y2
=

2
3

(1− y)(1 + y + y2)
(1− y)(1 + y)

=
2
3

1 + y + y2

1 + y
, för 0 < y < 1.

Svar: Se ovan.
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7. Eftersom Yn = 1
3

(
Xn +Xn−1 +Xn−2

)
=
∑+∞

i=−∞ hiXn−i, s̊a följer att

hi =


1/3, i = 0,
1/3, i = 1,
1/3, i = 2,
0, annars.

Det följer att

RY [n] =
+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

hihjRX [n+ i− j] =
2∑
i=0

2∑
j=0

1
9
RX [n+ i− j]

=
1
9
(
3RX [n] + 2RX [n+ 1] + 2RX [n− 1] +RX [n+ 2] +RX [n− 2]

)
.

Eftersom RX [n] = 2δ[n] + δ[n+ 1] + δ[n− 1], s̊a följer att

RY [n] =
1
9

(
3
(

2δ[n] + δ[n+ 1] + δ[n− 1]
)

+ 2
(

2δ[n+ 1] + δ[n+ 2] + δ[n]
)

+ 2
(

2δ[n− 1] + δ[n] + δ[n− 2]
)

+
(

2δ[n+ 2] + δ[n+ 3] + δ[n+ 1]
)

+
(

2δ[n− 2] + δ[n− 1] + δ[n− 3]
))

=


10/9, n = 0,
8/9, |n| = 1,
4/9, |n| = 2,
1/9, |n| = 3,

0, annars.

Svar: Se ovan.
8. Eftersom X(t) är en svagt stationär stokastisk process och Y (t) = X(t + 1) −X(t), s̊a

följer att direkt fr̊an Definition 10.13 i boken att

RY (t, τ) = E

[
Y (t)Y (t+ τ)

]
= E

[(
X(t+ 1)−X(t)

)(
X(t+ τ + 1)−X(t+ τ)

)]
= E[X(t+ 1)X(t+ τ + 1)]− E[X(t+ 1)X(t+ τ)]− E[X(t)X(t+ τ + 1)] + E[X(t)X(t+ τ)]

= RX(τ)−RX(τ − 1)−RX(τ + 1) +RX(τ) = 2RX(τ)−RX(τ + 1)−RX(τ − 1) ≡ RY (τ).

Spektraltätheten är, enligt Wiener-Khintchines sats 11.12 i boken, Fouriertransformen av
autokorrelationsfunktionen:

SY (ω) = R̂Y (ω) =
∫ +∞

−∞
RY (τ)e−iωτ dτ.

Men om fT (t) = f(t− T ), s̊a är uppenbarligen f̂T (ω) = e−iωT f̂(ω), varför

SY (ω) = 2SX(ω)− eiωSX(ω)− e−iωSX(ω) = 2(1− cosω)SX(ω).

Svar: RY (τ) = 2RX(τ)−RX(τ + 1)−RX(τ − 1) och SY (ω) = 2(1− cosω)SX(ω).


