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1. Sitt f(2) = =524, g(2) = 20 + 22 — 22. Da giller for |z| = 1, att
[f(2) = | = 52" = 5]2|* =5,
l9(2)] = |25 + 23 — 22| < [2%] + |23 + | — 22| = |2/ + |22 + 2|2 = 4.

Saledes ar |g(z)| < |f(2)| for |z] = 1. Alltsa har, enligt Rouches sats, f(z) och f(z)+g(z) =
P(z) lika manga nollstéllen i |2| < 1, dvs 4 stycken. Svar: 4 stycken.
2. Eftersom e"* = cosx + isinx sa galler uppenbarligen att

T cosx +oo e
I:= — —dx = ——_dx.
/oo @+ a2 /oo @+ a2

Notera att integralen innehallande sinz &r noll, da integranden ar udda. Satt
e

f(2)2m~

Maérk att f har dubbelpoler i z = +ia. Lat I'r = [-R, R]U C’R, dar Cg ar en halvcirkel i ovre
halvplanet med radie R. Enligt residy-satsen géller att fr 2)dz = 27i - Res,—iq f(2), om vi
valjer R > a. Standarduppskattning med ML-olikheten ger

f(2)dz

Cr

12

1

Vidare géller att

d eiz ! 71 +a
— lim L (s ia)2 N = .
Res,—io f(2) = o Z((Z ia) f(z)) <(z—|—ia)2> ia 4 aded
Lat alltsd R — 400, sa fas foljer att [ = ”22;2‘). Svar: 7;(5;23)

3. Notera att funktionen f(z) = ﬁ ar analytisk i hela C med undantag for punkterna

z =0 och z = 1. Alltsa har f(z) Laurentserieutvecklingar i de givna regionerna 0 < |z| < 1
och |z] > 1. Om man sa vill kan man partialbraksuppdela f(z) enligt

flo) === -3,

z—1 =z

men det dr inte noédvéndigt hdr. For 0 < |z| < 1 géller att
1 1 >
z—1 ——1_Z——Zz ’
k=0
varfor f(z) = — Y00, 2. For |2 > 1 fas att

1 1 1
- -3 a
z—1 =z 1—1/,2 z Z (1/2)",

1




2

sa att f(z) = Y52 2R
Svar: f(z) = —> 32 ;2" for 0 < |2] <1 och f(z) = Z,ﬁ_oo 2F for |z| > 1.

4. En 16sning ar foljande. Notera forst att endast z = 1/2 avbildas pa oo, varfor cirkeln
|z| = 1 avbildas pa en cirkel. Mdbiusavbildningar avbildar ju ndmligen klassen av linjer och
cirklar pa sig sjilv. Spegelpunkten till z = 1/2 med avseende pa cirkeln |z| = 1 &r punkten z =
2, se formeln i kursboken. Déarfor maste bilderna av dessa punkter under 7' vara spegelpunkter
med avseende pa bilden av |z| = 1 under T, enligt den symmetribevarande egenskapen. Men
da maste T'(2) = 1 vara centrum av ”bildcirkeln”, dvs av bilden av |z| = 1 under T'. Eftersom
punkten z = —1 ligger pa |z| = 1, och eftersom T'(—1) = 0, star det klart att bildcirkeln &r
{z € C: |z — 1| = 1}. Vidare ligger z = 2 utanfor enhetsdisken, och T'(2) = 1, sa det yttre
av enhetsdisken avbildas pa omradet innanfor bildcirkeln. Alltsa avbildas enhetsdisken pa
omradet utanfor bildcirkeln. Svar: Bilden &r {z € C: |z — 1] > 1}.

5. Laplacetransformering av bagge leden ger att

1
s?X(s) — sz(0) — 2/(0) + 2(sX (s) — 2(0)) + X(s) = Y
sa med givna initial-data foljer att
1
(s> +2s+1)X(s) = e +4.
Alltsa ar ) A
X (s) =
& =Grp T e

vilket enligt tabell &r transformen av x(t) = ($t2 + 4t)e . Svar: z(t) = (3t> +4t)e .
6. a) Enligt Sats 4.12 i boken sa &r

+oo  ptoo 1 T 1 .’E3 4
E[XY] = / / zyfxy(z,y)dedy = /0 </0 xy - 8xydy> dr = /0 8z Edar =g

b) Enligt Sats 4.8 i boken sa ar

fr(y) = /+°° fxy(z,y)dx.

Om y < 0 eller y > 1 &r déarfor fy(y) =0. For 0 <y < 1saar
2

1 1
Ty (y) =/ 8xy dr = 8y - [2} = 4y(1 —y?).
Yy Yy

c¢) Enligt Definition 4.13 i boken sa ar da for 0 <y < 1
_ 8wy 2z
Fxpy (zly) = fxv@y) [ gaoe 0sy<es<l, [ 0sy<e<l,
Jy(y) 0 , annars. 0 , annars.

d) Enligt Definition 4.14 i boken sa dr

+o00o 1 2z 2 a '

X I= | wlxylaly) T =23,
_21-yt _20-p)tyty) 214wty g
31—y 3 (1-y(l+y) 3 1+y |

Svar: Se ovan.



7. Eftersom Y, = 2 (X, + X,1 + Xp2) = >

1/3,
1/3,

=0 s,

—+00

i=—00

hi X, _i, sa foljer att
1=0,
1=1,
1= 2,

0, annars.

Det foljer att
+oo  +oo 2

Ry[n)= Y > hihjRx[n+i—jl=Y>"

i=—00 j=—00 =0 j=0

Rx[n+i—j]

O =

= %(3RX[H] +2Rx[n+1]+2Rx[n — 1] + Rx[n + 2] + Rx[n — 2]).

Eftersom Rx[n| = 2d[n] 4+ d[n + 1] + d[n — 1], sa foljer att
1

Ryln] = 5 <3 (25[n] +6[n + 1]+ d[n — 1])

+ 2(25[n F 1]+ 8+ 2+ 5[n]) + 2(25[n — 1]+ 8[n] + 8[n — 2])

" (2(5[n 2]+ 6[n + 3]+ d[n + 1]) + (2(5[n — 9]+ 8[n — 1] + 8[n — 3])>

10/9, n=0,

8/97 ‘n‘ =1,

= 4/9, ‘n‘ =2,
1/9, |n| =3,

0, annars.

Svar: Se ovan.
8. Eftersom X (t) ar en svagt stationér stokastisk process och Y () = X (¢t + 1) — X(¢), sa
foljer att direkt fran Definition 10.13 i boken att

Ry(t,7) = E [Y(t)Y(t + 7’):| -5 [(X(t 1) - X(t)) (X(t br41) - X(E+ T))]

=EXt+1D)Xt+7+1)]-FEXt+1D)Xt+7)]-EXO)Xt+7+1)]+EX#)X({t+71)]
=Rx(1)— Rx(t—1) = Rx(1+ 1)+ Rx(1) =2Rx(1) — Rx(t+ 1) — Rx(7 — 1) = Ry (7).

Spektraltdatheten ar, enligt Wiener-Khintchines sats 11.12 i boken, Fouriertransformen av
autokorrelationsfunktionen:

—~ +oo .
Sy (w) = By (w) = / Ry ()e—" dr.
Men om fp(t) = f(t —T), sa ar uppenbarligen E(w) = e A(w), varfor

Sy (w) = 28x (w) — e¥Sx(w) — e “Sx(w) = 2(1 — cosw)Sx (w).
Svar: Ry (7) =2Rx(7) — Rx(7+1) — Rx(t — 1) och Sy (w) = 2(1 — cosw)Sx (w).



