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1. i) L̊at f(z) = 2z5, g(z) = −6z2 + z + 1. D̊a är

|f(z)| = 2|z|5 = 2 · 25 = 64, |z| = 2,

|g(z)| = | − 6z2 + z + 1| ≤ 6|z|2 + |z|+ 1 = 6 · 22 + 2 + 1 = 27, |z| = 2.

Allts̊a är |f(z)| > |g(z)|, |z| = 2. Det följer att f och f + g = P har lika m̊anga nollställen
inom |z| < 2, d.v.s. 5 stycken.
ii) L̊at f(z) = −6z2, g(z) = 2z5 + z + 1. D̊a är

|f(z)| = 6|z|2 = 6, |z| = 1,

|g(z)| = |2z5 + z + 1| ≤ 2|z|2 + |z|+ 1 = 4, |z| = 1.

Allts̊a är |f(z)| > |g(z)|, |z| = 1. Det följer att f och f + g = P har lika m̊anga nollställen
inom |z| < 1, d.v.s. 2 stycken.
Sammantaget följer av i) och ii) att P har 5− 2 = 3 nollställen i 1 ≤ |z| < 2.
Svar: 3 stycken.

2. Eftersom eix = cosx+ i sinx s̊a gäller uppenbarligen att

I :=
∫ ∞
−∞

cosx
(x2 + a2)(x2 + b2)

dx =
∫ ∞
−∞

eix

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx.

Notera att integralen inneh̊allande sinx är noll, d̊a integranden är udda. L̊at

f(z) =
eiz

(z2 + a2)(z2 + b2)
.

Märk att f har enkelpoler i z = ±ia och z = ±ib. L̊at ΓR = [−R,R] ∪ CR, där CR är en
halvcirkel i övre halvplanet med radie R > a. Enligt residy-satsen gäller d̊a att

∫
ΓR
f(z)dz =

2πi · (Resz=ia f(z) + Resz=ib f(z)). Standarduppskattning med ML-olikheten ger∣∣∣∣ ∫
CR

f(z)dz
∣∣∣∣ ≤ 1

(R2 − a2)(R2 − b2)
· πR→ 0, d̊a R→ +∞.

Vidare gäller att

Res
z=ia

f(z) =
e−a

2ia(b2 − a2)
, Res

z=ib
f(z) =

e−b

2ib(a2 − b2)
.

Det följer att

I = 2πi · 1
2i(a2 − b2)

(
e−b

b
− e−a

a

)
=

π

a2 − b2

(
e−b

b
− e−a

a

)
.

Svar: π
a2−b2

(
e−b

b −
e−a

a

)
.
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3. Notera att funktionen f(z) = z
(z−1)(z−2) är analytisk i hela C med undantag för punkterna

z = 1 och z = 2. Allts̊a har f en Laurentserieutveckling i den givna regionen. Det gäller att

z

(z − 1)(z − 2)
=

A

z − 1
+

B

z − 2
,

där

A = lim
z→1

z

z − 2
= −1,

B = lim
z→2

z

z − 1
= 2.

Det följer att Laurentserien till funktionen z
(z−1)(z−2) i regionen 1 < |z| < 2 ges av

z

(z − 1)(z − 2)
=

2
z − 2

− 1
z − 1

= − 2
2
(
1− z

2

) − 1
z
(
1− 1

z

)
= −

∞∑
k=0

(z
2

)k
− 1
z

∞∑
k=0

(
1
z

)k
= −

∞∑
k=0

1
2k
zk −

∞∑
k=0

1
zk+1(

= −
∞∑
k=0

1
2k
zk −

−1∑
k=−∞

zk =
∞∑

k=−∞
ak z

k, där ak =

{
− 1

2k , k ≥ 0

−1 , k ≤ −1

)
.

Svar: Se ovan.

4. Den sökta avbildningen ges av ekvationen

(z;−1, 0, 1) = (w; 1, i,−1)⇐⇒ z − (−1)
z − 1

· 0− 1
0− (−1)

=
w − 1

w − (−1)
· i− (−1)

i− 1

⇐⇒ z + 1
z − 1

· (−1) =
w − 1
w + 1

· (−i)

Efter förenkling f̊as att w = z−i
iz−1 , s̊a att T (z) = z−i

iz−1 . Det är klart att den reella axeln
avbildas p̊a enhetscirkeln, och att C+ = {z ∈ C : Im z > 0} avbildas p̊a D = {z ∈ C : |z| < 1}.
Svar: T (z) = z−i

iz−1 . Övre halvplanet {z : Im z > 0} avbildas p̊a enhetskivan D = {z : |z| < 1}.

5. Laplacetransformering av bägge leden ger att

s2X(s)− sx(0)− x′(0) +X(s) =
1

s2 + 1
,

s̊a med givna initial-data följer att

(s2 + 1)X(s) =
1

s2 + 1
− 1⇐⇒ X(s) =

1
(s2 + 1)2

− 1
s2 + 1

.

Enligt tabell s̊a följer att

x(t) =
sin t− t cos t

2
− sin t = −sin t+ t cos t

2
.

Svar: x(t) = − sin t+t cos t
2 .



3

6. a) Enligt Sats 4.12 i boken s̊a är

E[X2Y ] =
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

x2yfX,Y (x, y)dxdy =
∫ 1

0

(∫ x

0
x2y · 6y dy

)
dx =

∫ 1

0
x2
[
2y3
]x
0
dx

=
∫ 1

0
2x5dx =

1
3
.

b) Enligt Sats 4.8 i boken s̊a är

fY (y) =
∫ +∞

−∞
fX,Y (x, y)dx.

Om y < 0 eller y > 1 är därför fY (y) = 0. För 0 ≤ y ≤ 1 s̊a är

fY (y) =
∫ 1

y
6y dx = 6y(1− y).

Allts̊a är

fY (y) =
{

6y(1− y) , 0 ≤ y ≤ 1
0 , annars .

Enligt Definition 4.13 i boken s̊a är d̊a för 0 < y < 1

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)
fY (y)

=
{ 6y

6y(1−y) , 0 ≤ y ≤ x ≤ 1
0 , annars

=
{ 1

1−y , 0 ≤ y ≤ x ≤ 1
0 , annars

.

c) Enligt Definition 4.14 i boken s̊a är

E[X|Y = y] =
∫ ∞
−∞

xfX|Y (x|y)dx =
∫ 1

y
x · 1

1− y
dx =

1
1− y

[
x2

2

]1

y

=
1

1− y
· 1

2
(1− y2) =

1
2

(1 + y), för 0 < y < 1.

d) Eftersom

E[X2|Y = y] =
∫ ∞
−∞

x2fX|Y (x|y)dx =
∫ 1

y
x2 · 1

1− y
dx =

1− y3

3(1− y)
=

1
3

(1 + y + y2),

för 0 < y < 1, s̊a följer att

Var[X|Y = y] = E[X2|Y = y]− (E[X|Y = y])2 =
1
3

(1 + y + y2)− 1
4

(1 + 2y + y2)

=
(1− y)2

12
, för 0 < y < 1.

Svar: Se ovan.



4

7. Vi har att
RX [n, k] = E[XnXn+k] = 4 δ[k],

s̊a RX [k] = 4 δ[k] och Xn är en svagt stationär stokastisk följd. Det följer att

RY [n] =
∞∑

i=−∞

∞∑
j=−∞

hihjRX [n+ i− j] =
1∑
0

1∑
0

1
2
· 1

2
· 4 δ[n+ i− j]

= 2δ[n] + δ[n+ 1] + δ[n− 1] =

 2, n = 0
1, n = ±1
0, annars

.

Det följer att
SY (ω) = 2 + eiω + e−iω = 2(1 + cosω).

Det är s̊a klart att SY (ω) ∈ [0, 4] för alla ω ∈ R.
Alternativ lösning:

H(ω) =
∞∑

k=−∞
hke
−iωk =

1
2

(1 + e−iω)

=⇒ |H(ω)|2 =
1
4

(1 + e−iω)(1 + eiω) =
1
4

(2 + eiω + e−iω)

=⇒ SY (ω) = |H(ω)|2SX(ω) = 2 + eiω + e−iω

=⇒ RY [n] =

 2, n = 0
1, n = ±1
0, annars

8. Eftersom X(t) = W (t+ 1)−W (t), s̊a är

RX(t, τ) = E[X(t)X(t+ τ)] = E

[(
W (t+ 1)−W (t)

)(
W (t+ τ + 1)−W (t+ τ)

)]
.

Vi skiljer nu tv̊a fall: i) τ ≥ 1 och ii) 0 < τ < 1.
i) I detta fall är t < t + 1 ≤ t + τ < t + τ + 1 varför de tv̊a faktorerna under [ ] ovan är
oberoende, enligt egenskapen om oberoende inkrement. D̊a faktorerna b̊ada har väntevärde
0 s̊a följer att RX(t, τ) = 0 i detta fall.
ii) I detta fall är t < t+ τ < t+ 1 < t+ τ + 1. Vidare gäller att

A := W (t+ τ)−W (t) är Gaussian
(
0, σ
√
τ
)

B := W (t+ 1)−W (t+ τ) är Gaussian
(
0, σ
√

1− τ
)

C := W (t+ τ + 1)−W (t+ 1) är Gaussian
(
0, σ
√
τ
)

samt att A,B,C är oberoende stokastiska variabler. Härav följer att

RX(t, τ) = E[(A+B)(B + C)]

= E[AB +AC +B2 +BC]

= 0 + 0 + σ2 (1− τ) + 0 = σ2 (1− τ).

Svar: RX(t, τ) =
{
σ2 (1− τ) , 0 < τ < 1

0 , τ ≥ 1 .


