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1. 1) Lat f(2) =22° g(2) = =622 + 2z + 1. D4 ér
f(2)| =2z =2-2> =64, |z|=2,
9(2) =] =622 + 24+ 1| <6]2)> +|2| +1=6-22+2+1=27, |z|=2.
Alltsa ar [f(2)] > |g(2)], |z| = 2. Det foljer att f och f + g = P har lika manga nollstéllen
inom |z| < 2, d.v.s. 5 stycken.
ii) Lat f(z) = —622, g(2) = 22° + 2z + 1. D& ér
[f(2)l =6l =6, |z]=1,
9 = P52+ 1 2P |+ 1 =4, [ = 1.
Alltsa ar |f(z)| > |g(2)], |z| = 1. Det foljer att f och f + g = P har lika manga nollstéllen
inom |z| < 1, d.v.s. 2 stycken.

Sammantaget foljer av i) och ii) att P har 5 — 2 = 3 nollstéllen i 1 < |2| < 2.
Svar: 3 stycken.

2. Eftersom e’ = cosz + isinz sa giller uppenbarligen att

I__/oo Ccos T d _/°° e d
T @A@Y T @)@ )

Notera att integralen innehallande sin z &r noll, da integranden ar udda. Lat

iz

e
&)= v ey
Maérk att f har enkelpoler i z = +ia och z = +ib. Lat I'r = [-R, R] U Cg, dér CR ar en
halvcurkel i 6vre halvplanet med radie R > a. Enligt residy-satsen géller da att fr z)dz =
i - (Resy=iq f(2) + Res,—i f(2)). Standarduppskattning med ML-olikheten ger
1 .
o f(z)dz| < (= (= 1) -mTR—0, da R — +4o0.
Vidare géller att
e @ e ?
R — R —_—.
z Gitszf( ?) = 2ia(b? — a?)’ =z e;%f( 2= 2ib(a? — b?)

Det foljer att
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3. Notera att funktionen f(z) = m ar analytisk i hela C med undantag fér punkterna
z =1 och z = 2. Alltsd har f en Laurentserieutveckling i den givna regionen. Det géller att

z ! n B
(z—=1)(z—2) z2—-1 2z-2

dar

A = lim i
z~>1z—2

z

= lim
-2 —1

Det foljer att Laurentserien till funktionen m i regionen 1 < |z] < 2 ges av

(
2 2 1 2 1
(z—=1)(z—-2) 2z-2 =z-1 2

Svar: Se ovan.

4. Den sokta avbildningen ges av ekvationen

, z—(-1) 0-1 w—1 i—(-1)
;—1,0,1) = (w; 1,4, -1) <= : = '
(2:-1,0,1) = (wi 1,4, ~1) c—1 0-(-1) w-(-1) i-1
z+1 w—1
(=1 = —= (=i
1 U= ()
Efter forenkling fas att w = é:il, sa att T'(z) = ;:Zl Det ar klart att den reella axeln

avbildas pa enhetscirkeln, och att C4 = {z € C:Imz > 0} avbildas pa D = {z € C: 2| < 1}.
Svar: T'(z) = sz < 1}

5. Laplacetransformering av béagge leden ger att

1
2 !
X(s) —sz(0) —2'(0) + X(s) =
X (5) = s2(0) = o/ (0) + X(5) = =
sa med givna initial-data foljer att
1 1 1
2
1)X(s) = — 1<« X = _ )
(DX = 277 =@ @1
Enligt tabell sa foljer att
2(t) = sint —2tcost Cdint — _sint —|—2tcost

Svar: z(t) = _w



6. a) Enligt Sats 4.12 i boken sa &r

0o 00 1 T 1
E[XzY] :/ / nyny(x,y)da:dy = /0 (/0 22y - 6y dy> dx :/0 z2 [2y3]§da:

1
1
2/ 20°dr = =.
0 3

b) Enligt Sats 4.8 i boken sa ar
+oo

fy(y) = Ixy(z,y)d.

—0o0

Om y < 0 eller y > 1 ar darfor fy(y) =0. For 0 <y <1 sa ar
1

o) = [ Gyda = 6y(1 ).
y

Alltsa ar

_Joyl—y) 0<y<1
Iy(y) = { 0 , annars

Enligt Definition 4.13 i boken sa ar da for 0 <y < 1

6y 1
fXIY(x’y):ifX’Y(x’y) _ wuy O0syszsl 5 0syszsl
fr(y) 0 ,annars 0 ,annars

c¢) Enligt Definition 4.14 i boken sa ar

1 1 1 227"
EFIX|Y = :/ T x da::/x- dr = [}
(XY = y] - fxpy (@]y) T Ty 12,

oo

zl_ly-;ay?):;(uy), for 0 <y < 1.
d) Eftersom
E[X?\lf:y]=/°Ox2fx|y<x|y>dx=/lx2- LR e S VR
oo y 1—y 31—-y) 3 ’

for 0 < y < 1, sa foljer att
1 1
Var[X[Y = y] = E[X?|Y = y] — (BIX[Y =y])* = 3 +y+y) - 2 2y +y°)
(1-y)?

Svar: Se ovan.
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7. Vi har att
Rx[n, k] = E[X;, Xnyx] = 46[K],
sa Rx[k] = 40[k] och X,, ar en svagt stationér stokastisk foljd. Det foljer att

Ryfl= Y Y hithX[n—i—i—j]:ZZ%~%-45[n+i—j]
0 0

1=—00 j=—00

2, n=0
=20[n]+don+1]+dn—-1=< 1, n==1
0, annars

Det foljer att ' '
Sy(w)=2+¢e“+e "™ =2(1+cosw).

Det ar sa klart att Sy (w) € [0,4] for alla w € R.

Alternativ 16sning:

© . 1 .
H(w)= Y hpe ™ = S(1+e™™)

k=—o0

1 . . 1 , .
— [Hw)? = (1 +e ™) (1+e%) = 2(2+e“ +e ™)

4 4
— Sy(w) = [H(W)Sx(w) = 2+ € + ™
2, n=0
— Ry|[n] = 1, n=4=41
0, annars

8. Eftersom X (t) = W(t+ 1) — W(t), sa &r
Rx(t,7)=EXH)X({t+7)=E|{(W(t+1)—WE)(WEt+7+1)—W(t+T1))|.

Vi skiljer nu tva fall: i) 7>1 och ii)0<7<]1.

i) I detta fall r t <t +1 < t+7 <t+ 7+ 1 varfor de tva faktorerna under [ ] ovan &r
oberoende, enligt egenskapen om oberoende inkrement. Da faktorerna bada har vantevarde
0 sa foljer att Rx(t,7) = 0 i detta fall.

ii) I detta fall ir t <t +7 <t+1<t+ 7+ 1. Vidare giller att

A:=W(t+ 1) — W(t) ér Gaussian (0,0/7)
B:=W(t+1) — W(t+7) ir Gaussian (0,0v1 —7)
C:=W(t+7+1)—W(t+1) ér Gaussian (0,0/7)
samt att A, B, C ar oberoende stokastiska variabler. Harav foljer att
Rx(t,7) = E[(A+ B)(B+ C)]
= E[AB + AC + B? + BC|
=04+0+0?(1—7)+0=0%(1—1).

o?(1—-71) ,0<7<1

Svar: Rx(t,7) = { 0 1



