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1. Sétt f(z) = z — 2, g(z) = e *. Betrakta konturen I'p bestaende av halvcirkeln Fg) i

hoger halvplan med centrum i origo och radie R samt linjesegmentet Fg) mellan —¢R och ¢ R.
Lat oss anta ' orienterad moturs, samt att R > 2. (Rita figur!) Funktionerna f och g ar
analytiska pa och inom I'g. Vidare har f precis ett nollstille inom I'p, ndmligen z = 2. Det
galler att
s —2=|R-2|=R-2, zerlW
F) = z—2 = { [~ 2 SR k
2, zely’,
samt att
9()] = e~ = = =T <1, z€Th
Alltsa: |f(2)] > |g(z)| da z € T'r, om vi véljer R > 3. Om R > 3 har alltsa f(z) och
f(z) +9g(z) = z — 2 4 e # precis lika manga nollstéllen inom I'p, d.v.s. ett nollstélle, enligt
Rouches sats. Det foljer att z — 2 + ™% har precis ett nollstélle i hoger halvplan.

a

2. Eftersom €'* = cosax + isin ax sa giller att

*  cosax > glax
I=[ 2% o= [ —— da
/_oo @2+ 12" /_oo @+ 12"

Notera att integralen innehallande sin ax &ar noll, da integranden ar udda. Léat
eiaz
&)=t

Maérk att f har dubbelpoler i z = +i. Lat I'r = [- R, R] U CR, déar Cg &r en halvcirkel i 6vre
halvplanet med radie R > 1. Enligt residy-satsen géller da att fFR f(2)dz = 2mi-Res,—; f(2).
Standarduppskattning med ML-olikheten ger

CRf(Z)dZ SW‘WR—)& da R — +o0.
Vidare géller att
d eiaz Z'aeiaz 2€iaz i
R, = — = — = —— 1 —a .
Res ) = v e o Gri? Gt glatle

Det foljer att
I =2mi-Res f(z) = E(a +1)e .
Z=1 2

Svar: J(a+1)e™ .
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3. Notera att funktionen f(z) = (ZJF?S% ar analytisk i hela C med undantag fér punkterna

z = —3 och z = 2. Speciellt ar f analytisk i 1 < |z — 1] < 4. Rita figur! Alltsa har f en
Laurentserieutveckling i den givna regionen. Notera att

z A . B
(z—1)(z—2) z2—-1 2-2
dar
A= tim_(z+3)f(z) = —2 3 och B=lim(z—1)f(z) = 2
= lim (z z) = = oc = lim (2 — z) = =
z——3 2—22:_3 z—2 Z+3z:2
Det foljer att Laurentserien till funktionen f(z) = szﬁ iregionen 1 < |z — 1] < 4 ges av
1 1 3 1 2 1
M@ =393+ p-1-1 4 1421 " 2-1 1-_L
3N L lz—-1\" 2 & 1
=25 (-1
() e
k=0 k=0
oo [e.e]
3(—1)F A 2
:Z 4k (z—1) +Z(z_1)k+1
k=0 k=0
-1
3(=1)"
(-5 e 3 2y
n=0 n=-—00
00 3(=1)"
z ;n =0
- Z an(z_l)n7 dar ap, = e
n=—oo 2 n< —1

Svar: Se ovan.

4. Satt g(z) = j—jrﬁ, h(z) = e = e*™. Da ar f(z) = g(h(z)). Notera forst att h avbildar
doménen D = {z € C: 0 < Im z < 7} pa 6vre halvplanet. Aterstar att bestdimma bilden av
ovre halvplanet under g. Méark att g(i) = 0, g(—i) = oo, samt att —i och i &r spegelpunkter
m.a.p. reella axeln. Klart darfor att bilden av R under g ar en cirkel med centrum i origo,

enligt symmetriegenskapen hos Mébiusavbildningar. Men ¢(0) = —1, sa cirkeln har radie 1.
Klart darfor att bilden av D under f ar D = {|z| < 1}.

Svar: Doménen D avbildas pa enhetskivan D = {|z| < 1}.

5. Laplacetransformering av bagge leden ger att
2 / S
X(s) —sx(0) —2'(0) +4X(s) =4 ——
X (5) — s2(0) — a/(0) +4X(s) =4 5.
sa med givna initial-data foljer att
X(s) = S S

0 T

Enligt tabell &r da
x(t) = cos 2t + tsin 2t.
Svar: z(t) = cos 2t + t sin 2t.



6. a) Konstanten ¢ bestams av att

1= /_O; /_Z Ixy(z,y)dedy = /01 (/xl cx2dy> dx

1 3 471
9 T T c
=c x(l—a:)dx:c[—] =
/0 3 4, 12
varfor ¢ = 12.

b) Enligt Sats 4.12 i boken sa &r

1

E[X?+Y? = / / 2 4y )ny(:cyd:Edy— (/ 2 + ) 12:1:2dy> dx
T
5

:12/01<x4(1—33)+x2-[% >dx—1 [ 3 <a§_9666>};

1’

% T
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c) Enligt Sats 4.8 i boken sa ar

+o0
fr(y) = fxy(z,y)dz.

— 00

Om y < 0 eller y > 1 ar déarfor fy(y) =0. For 0 <y <1 sa ar

Yy 2/3 Y
fr(y) = [ 122%dx =12 {] = 4y
0 3 0
Alltsa ar
_ [ 4P 0<y <,
fr(y) = { 0 ,annars.

Enligt Definition 4.13 i boken sa ar da for 0 <y <1
fxy(ry) |3 0<a<y,
fy(y) 0 ,annars.

d) Enligt Definition 4.14 i boken sa dr
oo y
BIXIY =) = [ afxy(elpis = [ o 25 do -
0

—0o0

fxpy (zly) =

Det foljer att E[X|Y] = 3

Svar: Se ovan.
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7. Nej.
Rx(t,7) = E[X()X(t +7)] = E[t(t + T)Y®] = t(t + 7) E[YY)]

o 1
=4 [ =i |

—00 —1

t(t+7)
"
Alltsa beror Rx (t,7) pa t, sa X(t) ar ej svagt stationér. Saledes dr X (t) ej starkt stationér.

1
6
—dy =
Yy 2y

Svar: Nej.

8. Vi har att
Rx[n, k] = E[X, Xpi1] = 02 K],
s& Rx[k] = 02 §[k] och X,, ir en svagt stationir stokastisk foljd. Det foljer att

o0
Sx(w) = Z Rx[kle™™F = 52,
k=—o0
Eftersom
oo
H(w) = Z hye @k =14 ce™™,
k=—o00
och saledes
Hw)* = (1+ce™™) - (14 ce™) =1+ + 2ccosw,
sa foljer att
Sy (w) = |H(w)*Sx(w) = 6%(1 + ¢?) + 2co? cos w.
Alltsé maste

o2(1+c%) =4 2(14c¢%) =4 2—2c+1 =0 c =1
= = =
2c0? =4 2 =2

Saledes ar ¢ = 1 och 62 = 2.

Alternativ 16sning: Berdkna forst Ry [n] m.h.a. formeln

o0

Ry[n]: Z Z hZhJRX[n‘l-Z—j]

1=—00 j=—00

och dérefter Sy (w) = Y32 Ry[kle ™*. Bestiim sedan c och o2 som ovan.

Svar: ¢ =1 och 02 = 2.



