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1  Oversikt

Vi borjar med en repetition av heltalsaritmetiken: Med hjalp av de forsta
nya begreppen ideal och principalideal bevisar vi aritmetikens fundamental-
sats Th.2.1. Sedan diskuterar vi restklassaritmetiken, dar man fixerar ett
naturligt tal n > 1, ocksa kallat moduln, och identifierar tva heltal om deras
differens ar delbar genom n.

I bada fall finns det tva rdkneoperationer, addition och multiplikation:
Det leder till begreppet ring, Def. 4.1, en médngd R utrustad med tva binara
operationer som liknar addition och multiplikation av heltal. Som exempel
hittar vi Z,Q, R, C och restklassringarna Z,,.

Sarskilt roliga ar ringar, dar man ocksa har en division, de kallas for
kroppar: Q,R,C och restklassringarna Z, med ett primtal p som modul ar
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exempel.
Nu hinder det att man vill 10sa en ekvation

2"+ N 2" P M+ N =0

med koefficienter \; € K. Att hitta en explicit formel for en 16sning = gar
bara for n < 4, och det forsoker vi inte heller. Inte ens finns det alltid en
l16snig i sjalva kroppen K: T.ex. har

24+1=0

ingen 16sning i R. Vi beskriver ett sdtt (Th.8.11) hur man, given ovanstaende
ekvation over kroppen K, kan hitta en storre kropp £ D K, sadant att

" A" L MR = () (7 — )

med aq,...,a, € E. I synnerhet ar alltsa ay, ..., a, € E losningarna till var
ekvation i kroppen F D K. Om K = Q,R, sa kan vi ta £ = C enligt
algebrans fundamentalsats (Th.12.3). Men om vi i stéllet ta K = Z,, far
vi nagonting nytt: For varje primtal p och naturligt tal n konstruerar vi en
kropp

Fpn D Z,

med p" element (Th.10.2). Ett viktigt verktyg visar sig vara polynomringen
K[X] vars element ar ”formella summor” (polynom)

B X™ 4+ B a X"+ 4+ B X + By

med koefficienter 8; € K. De nya kropparna ar faktorringar av polynomrin-
gen K[X].

I polynomringen K[X]| géller aritmetikens fundamentalsats likasa som i
heltalsringen Z (Th.7.17), och i avsnitt 11 diskuterar vi en tredje ring, dar
det &r sa, ringen

Zi|=7Z+ZicCC

av alla GaufSiska heltal, dvs. komplexa tal med heltal som real- och ima-
ginardel.

Det sista avsnittet ingar inte i kursen: Dar berédttar vi hur man kommer
fram fran N till C, i synnerhet, hur de reella talen kan skapas fran Q, och
presenterar ett enkelt bevis till algebrans fundamentalsats Th.12.3.
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2 Heltalsaritmetik

Vi paminner om aritmetikens fundamentalsats:
Theorem 2.1. Lat n € Ny;. Om
N=P1 e Dp =q1" e (s

med primtal pr < ps < ... < pr,q1 < @2 < ... < qs, sa galler s =1 och p; = g;
fori=1,...,r =s.

Det resultat som ligger bakom é&r foljande egenskap for primtal:
Theorem 2.2. For ett primtal p € N galler
plab = pla V plb.

For att visa detta behover vi lite kunskap om den storsta gemensamma
delaren av tva heltal a, b:

Definition 2.3. For heltal a, b € Z inte samtidigt = 0 definieras deras storsta
gemensamma delare genom

sgd(a, b) := max{q € Nxo; g|a, q[b}.
Nasta sats visas med Euklides’ algoritm, men vi ska héarleda den hér pa
ett mer kortfattat (och mindre konstruktivt) sétt:

Theorem 2.4. Den storsta gemensamma delaren av heltal a,b € 7Z med
(a,b) # (0,0) kan skrivas som en linjarkombination i a och b med heltalsko-
efficienter, dvs.

sgd(a,b) = ra + sb

med lampliga heltal r,s € Z. I synnerhet galler
qla, qlb = qlsgd(a,b).

Beuvis till Th.2.2. Viantar att p inte delar a och visar p|b. Eftersom primtalet
p bara har p och 1 som positiva delare, har vi

1 =sgd(p,a) =rp+ sa
med lampliga heltal r, s € Z. Men sedan ar
b= brp+ s(ab)
delbart med p. O



For att visa Th. 2.4 tittar vi pa méangden
Za +7Zb = {ka+ lb; k.l € Z}

av alla linjarkombinationer med heltalskoefficienter i a och b. Den utgor ett
"ideal”:

Definition 2.5. En icke-tom delmangd a C Z kallas ett
1. ideal om den ar sluten bade

(a) m.a.p. additionen:
at+acCa,

eller med andra ord: z,y € a = x +y € a,

(b) och m.a.p. godtycklig heltalsmultiplikation:
Z-aC a,
eller med andra ord: k € Z,x € a = kx € a.
2. principalideal (eller huvudideal) om
a=17n
for nagot heltal n € Z.

Remark 2.6. 1. 0 € a for varje ideal a C Z: Om a € a, sa ocksa —a =
(—1)a€aoch0=a+ (—a) € a.

2. En icke-tom additivt sluten delmangd a C Z ar ett ideal omm den
ligger symmetriskt m.a.p. origo, dvs. omm

—a=a.
Theorem 2.7. Varje ideal a C Z ar ett principalideal:
a=127Zn

med ett entydigt bestamt naturligt tal n € N.



Proof. Om a = {0}, sa ta n = 0. Om inte, sa har vi
aso:={a€a;a>0}#0

pga. a = —a och tar
7 = min d-g.

Eftersom n € a och a ar sluten m.a.p. godtycklig heltalsmultiplikation, far
vi Zn C a. Ta nu ett tal a € a och anvand divisionsalgoritmen

a=gn+r, 0<r<n.
Sedan har vi tva majligheter:
1. r =0 och saledes a € Zn, eller

2. r=a—qn € asg. Men da foljer r > min a-y = n, en motsagelse.

Till sist avslutas beviset till Teorem 2.4 med

Proposition 2.8. Om
Za + Zb = Zn,

dar (a,b) # (0,0) och n € N, sa gdller
n = sgd(a,b).

Proof. Vi har q := sgd(a,b) > n, eftersom n delar bade a och b. A andra
sidan delar ¢ i sin tur savél a som b, saledes ocksa talet n = ra + sb. Men

gnANg>n= q=n.

Det aterstar att hitta
sgd(a,b) = min(Za + Zb)~o.

Men den har beskrivningen har man inte mycket gladje av: Man kan ju inte
prova sig igenom alla k,¢ € Z med ka + ¢b > 0. Har hjalper nu Euklides’
algoritm med vilken vi kan reducera talen a och b. Den bygger pa foljande
enkel, men nyttig anmarkning:



Remark 2.9. Om a = qn + r, sa giller

Za +7b=7b-+ Zr.

Euklides’ algoritm ar nu en iteration av detta steg:
1. Vifar antaa >b > 0.
2. Om a = b eller b = 0, sa blir sgd(a,b) = a.

3. Om déaremot a > b > 0, skriver vi a = ¢b + r och ovanstaende
anmarkning ger oss

sgd(a,b) = sgd(b,r).

4. Och sedan borjar hela proceduren pa nytt med paret (b, r) i stéllet for
(a,b). Eftersom a > b > r > 0, hamnar vi nagon gang i situationen,
dar en division gar jamnt ut. Da ar det sista positiva talet i foljden
a,b,r,.... den storsta gemensamma delaren till a och b.

3 Restklassaritmetik

Lat n € Ny vara ett heltal > 1.

Definition 3.1. Tva heltal a,b € Z kallas kongruent modulo n, skrivet som:
a=b mod (n)
eller
a= b,
omm n delar differensen b — a.

n

Remark 3.2. 1. .. = .. ar en ekvivalensrelation.

2. Ekvivalensklassen
R.(a):={be Z;b = a}

till ett heltal a € Z uppfyller

R.(a) =a+Zn :={a+kn;k € Z}.



3. Vi paminner om att
R.(a) = Ry(b) < a = b.

4. For 0 <r < n bestar R, (r) av alla de heltal som lamnar resten r efter
division med n, dvs. a = gn + r. Darfor kallas ekvivalensklasserna
ocksa for restklasser (eller n-restklasser). Vi far saledes en partition

z=J Ra(0).

5. Méngden av alla n-restklasser skrivs sa hér:

L ={R,(i);i=0,...,n—1}.

Aritmetiska operationer for n-restklasser: Vi vill nu infora en addition
och en multiplikation
L X Loy — Lo,

for restklasser. Vi borjar med den elementvisa additionen och multiplikatio-
nen av delméngder A, B C Z, namligen

A+ B :={a+bac Abe B}

och
AB :={abja € A,b € B}.

Proposition 3.3. 1. R,(a) + R,.(b) = R,(a +b),
2. R,(a)- R,(b) C R,(ab), ddr

3. R,(ab) = R,(a) - R,(b) + Zn.

Proof. Vi tittar pa summan resp. produkten av tva godtyckliga tal a + kn €
R, (a) och b+ ¢n € R,(b) och ser att

(a+kn)+ (b+4tn)=(a+b)+ (k+)n
och
(a+kn)(b+ ¢n) = ab+ (kb+ la+ kin)n.

Eftersom alla element i den elementvisa produkten ligger i samma n-restklass
R, (ab), kan vi helt enkelt "fylla pa” med Zn och erhaller hela n-restklassen
R, (ab). O



Remark 3.4. I sjalva verket ar den elementvisa produkten av n-restklasser
inte nodvandigtvis igen en n-restklass, t.ex. har vi

R,(0) - R,(0) = Zn - Zn = Zn* = R,2(0).

Som addition tar vi nu
Ly X Ly — Ly (Ry(a), Ry(b)) — Ry(a+0) = Ry(a) + R, (b),

den elementvisa summan, medan vid multiplikationen maste vi ”fylla pa”
den elementvisa produkten:

i Ly X Ly — L, (Rn(a), Ry (D)) — Rp(ab) = Ry(a) - R, (b) + Zn.

En enklare notation: For att underlatta livet infor vi en enklare notation,
dar "moduln” n ar underforstadd: Vi skriver

a:= R,(a) = a+ Zn,

sadant att
Z,={0,1,....,n —1}.

Sedan tar additionen och multiplikationen av n-restklasser foljande enkel
form:

och

Observera: Fran och med nu anvinder vi konventionen, att i strecknota-
tionen .. - .. betecknar inte den elementvisa produkten av tva n-restklasser,
utan den entydiga n-restklassen den ar inkluderad i, dvs:

a-b=R,(a)  R,(b) +Zn = ab.

Exempel: Lat oss till sist ange nagra additions- och multiplikationstabeller:
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1. Additionstabellen for Zs blir

medan multiplikationstabellen ser sa har ut

0
1

2. Additionstabellen for Zs blir

+/0 1 2
0/0 1 2
T|/T 20
212 01

medan multiplikationstabellen ser sa har ut

ol O O 2l
| | Df =
il N ] WG

0
1
2

3. Additionstabellen for Z, blir

+(0 1 2 3
0/0 1 2 3
111230
212301
31301 2

medan multiplikationstabellen ser sa har ut

101 2 3
00 000
11012 3
210 20 2
310 3 21

—_
]



Vi avslutar avsnittet med en liten

Rikneovning: Vi vill berikna a'®? for a = 3 € Zy4;. Receptet ar foljande:
Vi 16ser upp hela réakningen i en rad steg bestaende antingen

1. av en kvadrering b +— b? eller
2. en multiplikation ¢ + ca.

Man borjar ovanifran och skriver ner de exponenter n € N, for vilka man
maste berdkna potenser a”. Efter det berdknar man potenserna nedifran.
Idén ar helt enkelt att

1. for n = 2k vi har a” = b* med b = a¥, eller
2. for n = 2k + 1 vi har a” = b%a med b = ¥,

dar man redan har kommit fram till b.

n 162 81 80 40 20 10 5 4 2 1
39 311 1 11 -4 93

Vi ska se senare att a''® =1 for alla a = ¢, dér ¢ inte &r delbar med 11. Det
skulle ha gett

a162 — a110+52 — a110a52 — a52

och sedan har vi tabellen

n |52 26 13 12
39 3 27 9

4 Ringar
Vi har diskuterat restklassaritmetik for att forbereda nésta definition:

Definition 4.1. En ring ar en trippel (R, a, ) bestaende av en méangd R
och tva avbildningar

a:RxR— R,(a,b) —a+b:=aab) ,
“additionen”, och
p:Rx R— R,(a,b) — ab:= p(a,b) ,

“multiplikationen”, sadant att
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1. den associativa lagen
(a+b)+c=a+ (b+c), (ab)c = a(be)
géller for bade addition och multiplikation,

2. den kommutativa lagen
a+b=b+a

galler for additionen,

3. de “distributiva” lagarna
alb+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+be

galler for alla a,b,c € R,

4. det finns ett element 0 € R, sadant att
a+0=0

for alla a € R,

5. det finns ett element 1 € R, sadant att

lra=a=a-1, YVa€e R,

6. for varje a € R finns det ett element b € R med

a+b=0.

En ring kallas kommutativ om den kommutativa lagen ocksa géller for mul-
tiplikationen:
ba = ab.

Example 4.2. Z,Q, R, C, Z,, i&r kommutativa ringar.

OBS: Alla ringar i de har anteckningarna forutsatts stillatigande vara ko-
mutativa ringar!
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Remark 4.3. 1. Elementen 0,1 ar entydiga och kallas for ringens nolla
och ringens etta. Om namligen 0 resp. 1 skulle ha samma egenskap,
fick vi

[}

0=04+0=0+0=0

och .
=1.-1=1.

2

2. Elementet b € R med a + b = 0 r entydig: Om b ar ett element med
samma egenskap, sa har vi

b=0+b=(a+b)+b=(b+a)+b=b+ (a+b) =b+0=0.
Elementet b skrivs vanligtvis som —a.

3. Nollan uppfyller
0-a=0=a-0

for allaa € R: Vihara=1-a = (1+0)a =a+0-a och adderar —a
till bada led.

4. Pa samma satt foljer
(—)a=a(-1) = —a
fran0=0-a=(1+(-1))a =a+ (—1)a.

5. Vihar 1 =0 omm R = {0}. Vi kallar R da for nollringen.

Vi ska nu diskutera olika slags element i en ring R: I fall implikationen
b=0=ab=0

kan omvandas:
ab=0=b=0

har elementet a € R aran att fa ett sirskilt namn:

Definition 4.4. 1. Ett element a € R i en kommutativ ring R kallas for
en icke-nolldelare omm ab =0 = b = 0.

2. En icke-trivial ring (inte nollringen), dér alla element a # 0 &r icke-
nolldelare kallas for ett integritetsomrade (integral domain).
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Example 4.5. 1. Ringarna Z,Q, R, C ar integritetsomraden.
2. Icke-nolldelare kan strykas i en ekvation: ax = ay = = = y.
3. En n-restklass @ € Z,, ar en icke-nolldelare omm sgd(a,n) = 1. Vi har
a-b=ab=0+=3k€Z: ab=kn.
Om sgd(a,n) = 1 innebér detta att n|b, dvs. b= 0. A andra sidan om
sgd(a,n) = d > 1, har vi n = nod och n|ang, dvs.
a-ng=0,

fast my # 0.

4. Restklassringen Z,, ar ett integritetsomrade omm n = p ar ett primtal,
eftersom ett naturligt tal ar ett primtal omm alla tal k,1 < k < n ar
relativ prima till n.

Definition 4.6. 1. Ett element a € Rien icke-trivial ring R kallas tnvert-
erbart eller en enhet omm det finns ett element b € R med ab = ba = 1.

2. Méangden
R :={aeR;3bec R: ab=ba =1}

av alla inverterbara element kallas for ringens enhetsgrupp.
3. En kommutativ ring med R* = R\ {0} kallas en kropp (field).

Example 4.7. 1. Talet b med ab = ba = 1 ar entydigt bestamt, vi skriver
a~l:=b.

2. Enhetsgruppen ar sluten m.a.p. multiplikation och inversion. I sjalva
verket galler

(ab) ™t =b"tat () =a.

3. Enheter ar icke-nolldelare: Om a € R* och ab = 0, hittar vi 0 =
at(ab) = (a"ta)b = 1b = b.

4. Ten dndlig (kommutativ) ring &r icke-nolldelare redan enheter, eftersom
multiplikationen med a, avbildningen p, : R — R, x — ax, ar injektiv
och en injektiv sjalvavbildning av en dndlig mangd ar ocksa surjektiv.
I synnerhet finns det b € R med p,(b) = 1.
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5. Z* = {£1}.
6. Z: ={a € Z,; sgd(a,n) = 1}.
7. K =Q,R,C och Z, med ett primtal p ar kroppar.

8. Vi beriiknar 7 = 70 € Zo1:, dvs. vi maste 16sa kongruensen 70r = 1
mod (101). Vi letar efter r, s € Z med

(a) 70r +101s =1
(b) 70z +31s=1
(c) 8z +3ly =1
(d) 8z—y=1

Vi reducerar 101 mod 70 och byter samtidigt r till x = r + s, sedan
reducerar vi 70 mod 31 och byter ut s mot y osv. Till sist tar vi z =
0,y = —1. Det ger x = 4,s = —9,r = 13. Saledes: 70 =T3¢ Z101-

Kongruenser och ekvationer i nagon restklassring: En ekvation
af = 3
for & =7 € 7Z,, skrivs klassiskt som
ar =b mod (n),

dar x € Z,a = @, = b. Losningsméangden av kongruensen ar en union av

restklasser .
s cz,
v=1

dar &,,v =1, ...,r, ar 16sningarna till & = . Vi har:

Example 4.8. Ekvationen 4-¢ = 01 Zg har losningarna 0, 3, medan losningarna,
till kongruensen 4z =0 mod (6) ar elemeten i Z6 U (3 + Z6) = Z3.

Proposition 4.9. Kongruensen
ar =b mod (n)

ar losbar omm sgd(a,n)|b. Ndrmare bestdmi:
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1. Om sgd(a,n) =1, dr lésningsmdangden restklassen

at-beZ,.

2. Om d =sgd(a,n) och a = apd,n = nod, b = byd, sa gdller
ar=b mod (n) < apx =by mod (ny).

Saledes, om xog € Z, ar en losning, sa ar

d—1
Rno (1‘0) = U Rn(l‘o =+ k’no)
k=0
hela losningsmangden.
Proof. Losbarhet ar ekvivalent med b € Za — Zn = 7Z - sgd(a, n). O

Example 4.10. Vi léser kongruensen 251z = 125 mod (521) med samma
metod som 70z =1 mod (101) .

1. 251z — 521y = 125
2. 251z — 19y = 125

3. 4z — 19t = —8.

If we take z = —2, we obtain y = —33 and © = —68. So z = —68 mod (521)
is the solution.

Definition 4.11. Funktionen ¢ : N5y — N definierad som

(n) = 1 , omn=1
P = Z:| , omn>2

kallas for Fulers p-funktion.

Lemma 4.12. For en primtalspotens n = p*, k > 1, far vi:
(@) =p"p—1).
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Proof. Komplementet till Z;k utgors av nolldelarna

67]672_]?7 ceeey (pk_l - ]-)p
Saledes
|Z}x| = |Zy| — antalet nolldelare = p* — p"~' = p*~(p — 1).
O

Theorem 4.13 (Lagrange). Lat R vara en kommutativ ring. Om enhets-
gruppen R* ar andlig, sa galler

a®l =1
for alla a € R*.

Proof. Avbildningen u, : R* — R*, x — ax, ar bijektiv, saledes

H T = H o) = H (az) = alf’] H T.

rER* reER* reR* TER*
Eftersom [], - # € R* dr en icke-nolldelare, féljer 1 = alf'l. O
Corollary 4.14 (Fermat’s lilla sats). For en restklass a € Z; har vi
™ =T1.
Definition 4.15. Ett element
1. e € R kallas for idempotent omm e? = e.

2. u € R kallas for nilpotent omm det finns n € N5y med u" = 0.

Example 4.16. 1. Elementen 0,1 € R ar idempotenta. Restklasserna
3,4 € Zg ar idempotenta.

2. Om e € R ar idempotent, sa ar det 1 — e likasa.

3. I ett integritetsomrade ar 0,1 de enda idempotenta, eftersom 0 = €% —
e = e(l —e) innebér e = 0 eller e = 1.

4. En restklass { € Z,x ar nilpotent omm den inte ar en enhet.
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5 Homomorfismer

For att forsta relationen mellan olika slags ringar behovs det ” ringhomomor-
fismer”:

Definition 5.1. Lat R, .S vara ringar. En avbildning ¢ : R — S kallas en
ringhomomorfism omm

1.
pla+b)=p(a) +p(), plab) = p(a)p(b)
for alla a,b € R,

90(1) =1,
dar 1 betecknar ettan i respektive ring R och S.

Den kallas en ringisomorfism omm den ytterligare ar bijektiv, och R &r
isomorf med S, skrivet som: R = S, omm det finns en ring isomorfism
p:R— 5.

Remark 5.2. 1. For en ringhomomorfism ¢ : R — S galler
p(0) = 0,¢(—a) = —p(a)

pga. ¢(a) = p(a+0) = ¢(a) + »(0) och 0 = p(0) = p(a + (—a)) =
p(a) +p(—a).

2. Villkoret ¢(1) = 1 ar alltid uppfyllt om (1) # 0 och S &r ett integritets-
omrade, eftersom idempotenta element # 1 &r nolldelare.

Example 5.3. 1. For varje ring R finns precis en ringhomomorfism
X:Z — R.

Nodvéandigtvis har vi

——
14+ ... +1 , omn >0
x(n)=<¢ 0 , omn=~0
(=1) + ... +(=1) , omn=-m<0
mx



Att det ar en ringhomomorfism, foljer fran distributiva lagen. Van-
ligtvis skriver man inte x(n) € R, utan bara

n = x(n),

men man skulle inte glomma, att n = 0 kan galla i R fast det inte ar
fallet i Z. Till exempel ta R = Z,!

2. For m|n definierar
Ly — L, Ry(a) = Ry, (a) = Ry(a) + Zm
en ringhomomorfism.
3. Komplexa konjugationen
C—C,z— 7z,
ar en ringisomorfism.
Definition 5.4. Karnan till en ringhomomorfism ¢ : R — S ar mangden
ker(p) := ¢7'(0) = {z € R;p(x) = 0}.

Remark 5.5. En ringhomomorfism ¢ : R — S &r injektiv omm ker(y) =
{0}. Villkoret &r uppenbarligen nédvéndigt pga. ¢(0) = 0, men det &r ocksa

tillrackligt: Om p(z) = ¢(y), sa foljer p(x —y) = o(x) — ¢(y) = 0, ie.
r —y € ker(¢) = {0} och saledes x —y =0, dvs. y = x.

Karnan utgor ett ideal:

Definition 5.6. En icke-tom delmangd a C R av en kommutativ ring kallas
ett

1. 7deal om den ar sluten bade

(a) m.a.p. additionen:
a+acCa,

eller med andra ord: z,y € a = x +y € a,
(b) och m.a.p. multiplikation med ett godtyckligt element i R:

R-acCa,

eller med andra ord: a € R,z € a = ax € a.
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2. principalideal (eller huvudideal) om
a=Rb
for nagot element b € R.

Ett integritetsomrade, dér varje ideal ar ett principalideal, kallas ett princi-
palidealomrade (PID=principal ideal domain).

Remark 5.7. 1. a = {0} kallas nollidealet, a = R enhetsidealet.

2. En kommutativ ring R ar en kropp, omm noll- och enhetsidealet ar de
enda idealen.

3. En ringhomomorfism ¢ : K — R fran en kropp till en icke-trivial
ring ar alltid injektiv: Pga. ¢(1) = 1, géller ker(y¢) # K, saledes
ker() = {0}

Definition 5.8. Lat R vara en ring och x : Z — R den naturliga ringho-
momorfismen. Karakteristiken char(R) € N av ringen R definieras som
det naturliga tal n € N, sadant att

ker(x) = x 1(0) = Zn .
Med andra ord: Antingen char(R) = 0 - i sa fall &r x : Z — R injektiv -
eller

char(R) = min{k € N.g; k =01 R}.

Remark 5.9. For ett integritetsomrade R dr char(R) = 0 eller ett primtal
char(R) = p.

Example 5.10. For en kropp K av char(K) = p > 0 definieras Frobe-
niushomomorfismen som

c=o0g: K — K,z 2’

Uppenbarligen géller (zy)? = zPy? och 17 = 1, men ocksa
p—1 D
x+y)P =aP+ chyPF P = aP 4P,
(z+y) ;:1 (k) y y y
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eftersom binomialkoeflicienterna

(&) = 5 <

ar delbara med p for k = 1,...,p — 1 - primtalet p ingar ju i téljaren, men
inte i namnaren - och saledes

(Z):OGK’ 1<k<p-—1.

Den ar uppenbarligen injektiv, och aven surjektiv om K ar andlig. I sa
fall pratar man om Frobeniusautomorfismen. Men tyvéarr - for K = Z, har
vi 27 = z enligt Lagrange, dvs. oz, = idz,. Sa det verkar inte sarskilt
intressant. [ sjalva verket spelar Frobeniushomomorfismen en central roll i
teorin om kroppar av karaktaristik p > 0, och den ar lika med identiteten
bara for K = Z,.

Definition 5.11. Lat Ry, ..., R, vara ringar. Den direkta produkten R; x
.. X Ry ar den kartesiska produkten av méngderna Ry, ..., R, tillsammans
med den komponentvisa additionen och multiplikationen.

Theorem 5.12 (Kinesiska restsatsen). Lt n = pi' - ... - p* wvara primtals-
faktoriseringen av det naturliga talet n € N+q. Sedan ar

Vi Ly — Ly X oo X L, T (0t Zpkr, ... a + Zphn)
en ringisomorfism.

Proof. Eftersom ”start”- och malringen har samma antal element, racker det
att visa att ¢ dr injektiv, m.a.o. att ker(y)) = {0}. Men (@) = 0 innebéar
plila for i = 1,...,7, och detta ger n|a resp. @ = 0. O

Corollary 5.13. Latn = plfl + ... - pF wara primtalsfaktoriseringen. Sedan
p(n) = (') - p(py)
Proof. Kinesiska isomorfismen
Zn_>Zk1 X oo X Lo iy
Pq Pr
inducerar en bijektion

Z, — Z;kl X oo X L,
1

r
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Remark 5.14. For att invertera kinesiska isomorfismen letar vi efter inversa
bilderna &; € Z, till enhetsvektorerna e; € Zpkl X ... X Zpkr. Om vi har lyckats
1 ™

med den saken, sa géller

w_l(al, ...,Er) = a1§1 + ...+ a,{r.

For att hitta elementen § € Z, tar vi n, := np, % € N och 16ser kongru-

enserna
naz =1 mod (pf)

med, sag, x = {; € 7Z. Sedan blir

& = ling € Ly,
Om talen ar sma kan man forstas prova sig igenom alla tal fn;, 0 < ¢ < pfz

Example 5.15. Lat n = 84 = 22.3.7. Sedan far vin, = 21,ny = 28,n3 = 12
och {1 = 1,0y = 1,03 = 3 och saledes & = 21,&, = 28, &5 = 36.

Public key cryptography, RSA-kryptering: (Rivest, Shamir, Adleman)

Situationen ar foljande: Det finns en mottagare, som far budskap fran
manga sandare, men de vill inte att deras budskap ldses av de andra séandare.
Da kan mottagaren dela ut en offentlig nyckel till kryptering at alla sandare,
medan kunskapen om den nyckeln inte ar tillracklig for dechiffrering. For
den behéver man nagon information till. Sa har kan det fungera:

1. Budskap motsvarar restklasser o € Z,, for nagot fast tal n > 0.

2. Den offentligt givna nyckeln for krypteringen: FEtt tal e € N, som
levereras av mottagaren, samma at alla sdndare.

3. Kryptering sker med potensavbildningen:

Loy — Loy, 0 — Q°.

4. Vad mottagaren har gjort: Han har tagit fram olika primtal p,q och
valt n = pg samt e € N, sadant att sgd(e,o(n)) = 1, dar p(n) =
(p — 1)(¢g — 1). Talen p,q &ar hemliga, och eftersom faktorisering av
stora tal ar problematiskt, gar det praktiskt taget inte att hitta p,q
utgaende fran sjalva moduln n.
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. Mottagaren dechiffrerar med potensavbildningen
Zn — Zn» B = Bda
dar exponenten d uppfyller.

a=(a)"=a" Vac€Z,.

. Exponenten d valjs sadant att
ed=1 mod (p—1)(¢g—1).
Héar behovs faktoriseringen n = pq.

. Om ¢ =1 mod p(n), sa giller

for alla a € Z,,.

Proof of 7). Pga. Z, = Z, X Ly, — (7,0), ricker det att visa

V=r0=4

Lat £ =1+ m(p—1)(¢—1). Vi far anta v # 0 och far da

—1\m(g— —m(q—1
7=y (D = o T

Pa samma satt for J.

6 Brakrakning

Lat R vara ett integritetsomrade. Pa den kartesiska produkten R x (R\{0})

definierar vi ekvivalensrelationen ~ pa foljande sétt

(a,s) ~ (b,t) <= at = bs .

Symmetri och reflexivitet &r klara, anta nu (a,s) ~ (b,t) ~ (c,u).
innebar at = bs och bu = ct. Multiplikation med u resp. s leder till atu =
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bsu = cts resp. au = cs, eftersom R inte har nolldelare # 0. Saledes
(a,s) ~ (c,u). Méngden

Q(R) = R x (R\{0})/~

av dess ekvivalensklasser utgor en kropp, ringen R’s kvotkropp. Beteckna

med
a

%= l@s) e Q)

ekvivalensklassen av paret (a,s). Vi kollar att brakrékningsreglerna ger
valdefinierade ringoperationer: Additionen och multiplikationen fungerar sa
har

a st

a b at + bs a Z_) ‘ ab
st st st
Example 6.1. Q(Z) = Q.

Definition 6.2. Lat R, S vara (kommutativa) ringar. Om

R C S,

sadant att 1p = l1g

och ringoperationerna i R &r inskréankingarna pa R av ringoperationerna i
den storre ringen S sager vi att

1. R ar en delring till S,
2. S ar en ringutvidgning till R.

En kroppsutvidgning ar en ringutvidgning, dar bade R och S ar kroppar. Pa
samma satt anvander vi ordet delkropp.

Example 6.3. 1. Heltalsringen Z och restklassringerna Z, har bara sig
sjalv som delringar.

2. Kroppen Q har bara sig sjalv som delkropp, daremot manga delringar,
t.ex. Z.

3. Lat x : Z — S vara den naturliga ringhomomorfismen. R := y(Z) C
S dr da den minsta delringen till S. Vi anmérker att x(Z) = Z for
char(S) = 0 och x(Z) = Z,, for char(S) = n.
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4. Lat R vara ett integritetsomrade. Avbildningen ¢ : R+ Q(R),a — {,
ar uppenbarligen en injektiv ring homomorfism. Saledes kan R uppfat-
tas som delring till Q(R).

5. Q C R,R C C ar delkroppar.
6. R x {0} C R x R &r inte nagon delring.

Remark 6.4. Delringar och ideal: Skillnaden mellan ett ideal a C .S och
en delring R C S ar foljande:

1. En delring R C S skulle vara multiplikativt sluten R - R C R, medan
for ett ideal kravs mer: S -a C a.

2. For ett ideal a kravs inte 1 € a. I sjalva verket, om det galler, handlar
det redan om enhetsidealet a = S.

Definition 6.5. Varje kropp K har en minsta delkropp P(K), dess primkropp.
Namligen,

1. om char(K) =0, sa &r
P(K) ={ab~";a,b € X(Z),b # 0} =Q;

2. om char(K) = p, sa ar

med den naturliga ringhomomorfismen x : Z — K.

7 Polynomringen

Definition 7.1. Ett polynom med koefficienter i den kommutativa ringen R
(eller 6ver R) &r ett ”formellt uttryck”

n
f= Za,,X”, agy ...y ap € R,
v=0

som kan anvandas for att definiera en funktion

n

fs: S — S,z f(z) = Za,,x”.

v=0
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for varje ring S O R. Mangden av alla polynom betecknas

R[X] = {Zal,X”;ao, ey lp € Rom € N} )

v=0

Man kan alltsa tanka sig X som ett slags variabel, men man bestammer
sig inte fran borjan, var den skulle ”variera”.

Example 7.2. 1. fg &r inskrdnkningen av fg till R C S, m.a.0. att ga
upp i diagrammet
fs

S = S
U U
R 1% R

fran vanstra hornet R och sedan folja pilen fg leder till samma resultat
som att forst folja pilen fgr och sedan ga upp.

2. Ovanstaende situation ar egentligen ganska vanlig: Téank pa situationen
R =17,5S = R. Ett polynom f € Z[X]| anvinds bade for att definiera
funktionen

fZ L — 7

och funktionen
fR R — R.

3. Ta R=12,, f =X?—X. Vihar
Jz, =0

pga. Lagrange’s sats, men
[k #0
om K 2 Z,, ar en kroppsutvidgning, se Ex.7.5.

Remark 7.3. Polynom ”bestams av sina koefficienter” | dvs.
f:Zal,X”:O<:>a0:...:an:0,
v=0

de adderas och multipliceras pa det sedvanliga sittet. Méangden R[X] blir
saledes en kommutativ ring.
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Givet ett polynom f € K|[X] letar man ofta efter nollstéllen a € K till f.
Om man har lyckats hitta ett nollstélle a € K, kan man reducera problemet
sa har:

Proposition 7.4. Lat K vara en kropp och a € K . Om f(a) = 0, kan vi
skriva

f=(X—a)yg

med ett polynom g € K[X]. I synnerhet, om ay,...,a, € K dr parvis olika
nollstallen till f kan vi faktorisera

f=X—-a) .- (X—a,)-h.

Example 7.5. For f = X? — X € Z,[X] ar varje a € Z, ett nollstélle.
Sedan foljer

Xr—X =[x -0,

aEZyp

eftersom h = 1 pga. att bada polynom ar normerade av samma grad. I
synnerhet géller f(x) # 0 for alla € K \ Z, {or varje kroppsutvidgning
K D Z,-vihar juz —a # 0 for alla o € Z, och K ar ett integritetsomrade.

Proof. Vi skriver
f=H(X=a)+a)=) c (X —a)=(X—a)y,
v=1

med g = Zn CI/<X - a/>y_1 — vi har ju Co = f(a) =0. O

v=1

Definition 7.6. Ett nollstille a € K till polynomet f € K[X] kallas enkelt,
om g(a) # 0.

Man kan kolla om ett nollstalle ar enkelt eller ej med hjalp av den
"formella derivatan”:

Definition 7.7. Lat K vara en kropp. Den formella derivatan f' € K[X]
av ett polynom f =>""_,a, X" € K[X] &r polynomet

= ZV@VX”_l € K[X].
v=1
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Remark 7.8. 1. (f+g9) =f"+9d,(fg9) = fg+ fg. Leibnizregeln visas
forst for monom f = aX™, g = bX"™ och sedan utnyttjar man att bada
led ar additiva i f och g.

2. Om char(K) =0harvi f/ =0<= f=ap € K.

3. Om char(K) = p har vi f' = 0 <= f = h(XP?) med ett polynom
h € K[X].

Proposition 7.9. Lat a € K vara ett nollstdlle till f € K[X]\ K. Sedan dr
a ett enkelt nollstalle, dvs. f = (X —a)g med g(a) # 0, omm f'(a) # 0.

Example 7.10. Om char(K) = p och ¢ = p", sa har f = X?— X € K[X]
bara enkla nollstdllen pga. f' = —1.

Proof. Vi har
och saledes

]

Vi sammanstaller nu nagra grundliaggande egenskaper av polynomringar.
Vi behover gradfunktionen:

Definition 7.11. Lat R vara en ring. Gradfunktionen
grad : R[X] — NU {—o00}
definieras for f € R[X] genom

n it f=>" ja XY a, #0

Remark 7.12. 1. Man har

grad(f + g) < max(grad(f),grad(g)) , grad(fg) < grad(f) + grad(g)

samt
grad(fg) = grad(f) + grad(g)

om ett av polynomen f, g har en ickenolldelare som ledande koefficient,
i synnerhet om R ar ett inegritetsomrade.
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2. Polynomringen R[X] &ver ett integritetsomrade &r igen ett integritets-
omrade.

3. For ett integritetsomrade géaller
RIX]" = R",
sa R[X] &r inte en kropp.

4. Ett polynom f € R[X] Over ett integritetsomrade R her hogst grad f
nollstallen.

Polynomringen K[X] 6ver en kropp K beter sig i manga avseenden som
heltalsringen Z. I skolan lar man sig:

Theorem 7.13 (Divisionsalgoritm for polynom). Lat g € R[X],g # 0,
vara ett polynom vars ledande koefficient dr en enhet. Varje polynom f €
R[X] skrivs som

f=ag+r

med entydigt bestamda polynom q,r € R[X], grad(r) < n = grad(g).
Proof. Entydighet: Lat f = qg+r = Ggg + 7. Sedan:
(—qg=(—r).

Polynomet pa hogra ledet har grad < n, medan for ¢ — ¢ # 0 vanstra ledet
har minst grad n (eftersom ¢ &r normerat). Saledes ¢ = ¢ och da forstas
ocksa r =T.

Existens: Vi anvénder induktion foljande deg(f): Om deg(f) < n tar vi
qg=0ochr=Ff.

Om deg(f) =: m > n, kanske f = b, X™ + ... + by, betraktar vi polynomet
f = f=b,X™ g Eftersom det har grad < deg(f ), ger induktionshypotesen
q,7 med

f=ag+T
och deg(7) < m. Slutligen ta q := ¢ + b, X™ ™, 7 :=T. O

Som foljdsats far vi:
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Proposition 7.14. Polynomringen K[X] dver en kropp K dr ett princi-
palidealomrade: For ett icke-trivialt ideal a C K[X] har vi

a = K[X]f,

dar f € K[X] dr ett polynom av minsta grad i a\ {0}. Om vi forutsdtter f
vara normerat, ar f entydigt bestamdt.

Bevis av Prop. 7.14. Lat a C K[T] vara ett ideal. Om a # {0}, kan vi vélja
ett polynom polynom f € a\ {0} av minsta grad, och efterrsom K &r en
kropp, kan vi anta att f dr normerat. Sedan har vi a = (f). Inklusionen
"D ar sjalvklart.

7C”: Ta ett polynom h € a. Divisionsalgoritmen 7.13 ger h = qf + r, var
deg(r) < deg(f). Men da, pga. r = h — qf € a, nddvéndigtvis r = 0 enligt
val av f. Saledes h = ¢f € K[X]|f. H

Till sist blir det primfaktoriseringens tur:

Definition 7.15. Lat K vara en kropp. Ett polynom f € K[X]\ K kallas
irreducibelt, om det inte kan faktoriseras

J=gh

med icke-konstanta polynom g,h € K[X]|. Man siger ocksa att f ar irre-
ducibelt over K.

Example 7.16. 1. Ett kvadratiskt eller kubiskt polynom f € K[X] ar
irreducibelt omm f inte har nagot nollstélle i K, eftersom i en eventuell
faktorisering maste en av faktorerna vara linjar.

2. Polynomet X? + 1 € R[X] &r irreducibelt, men inte

X2 4+ 1= (X —i)(X +1) € C[X].

3. De enda normerade irreducibla polynomen f € C[X] &r de linjéra poly-
nomen f =X —a,a € C, pga. algebrans fundamentalsats Th.12.3.

4. Polynomet X3—2 € Q[X] ar irreducibelt, eftersom det saknar rationella
nollstallen.
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5. Alla rationella nollstéllen till ett polynom f = X ”+Zﬁ;é a, X" € Z|X]
ar heltal, i sjalva verket ar de delare till den konstanta termen ag € Z.
Om namligen f(§> = 0 med sgd(p,q) = 0,q > 0, sa har vi

n—1
Pt =—q (Z a,p’ - q”‘”‘l) :
v=0

men ¢|p” innebér ¢ = 1. Och ag = p (—p"fl — ZZ;} anV*I) ar delbart
med p.

6. Polynomet X® —3X + 1 € Q[X] ar irreducibelt, eftersom det inte har
nagra rationella nollstéllen: De vore ju redan heltal enligt forenaende
punkt och delare till konstanta termen 1. Men f(£1) # 0.

Theorem 7.17 (Aritmetikens fundamentalsats for polynom). Lat K wvara
en kropp.

1. Fér ett irreducibelt polynom p € K[X] galler
plgh = plg v plh.
for g,h € K[X].
2. Varje normerat polynom f € K[X] kan faktoriseras
f=pieopr,

som produkt av irreducibla normerade polynom. Faktorerna ar entydiga
sa ndr som pa omkastning.

Proof. Gor det sjalv, det ar samma sak som i fallet av heltalsringen Z. [

8 Faktorringar

Om ett polynom f € K[X]\ K inte har nagot nollstélle i sjélva kroppen K,
sa vore det ganska fint, om man kunde konstruera en storre kropp L D K -
en kroppsutvidgning till K - | dar f har ett nollstalle: Den forsta idén ar av
en helt formell natur: Man tar en ny kopia K[Y] av polynomringen K|[X]|
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och identifierar tva polynom i Y om deras differens ar delbar genom f(Y) -
har ar
fy) = ZayY” for f = Zal,X”.
v=0 v=0

Man far en ring L := K[Y]/ ~ som omfattar K och dar ekvivalensklassen
Y € L uppenbarligen ar ett nollstalle till f.

Det aterstar att kolla om L ar en kropp: Det ar sa omm polynomet f ar
irreducibelt, dvs. inte kan faktoriseras som en produkt f = gh av polynom

g,h € K[X] av mindre grad.
Vi borjar med konstruktionen av faktorringar:

Definition 8.1. Lat R vara en kommutativ ring och a C R ett ideal.

1. En restklass mod a ar en mangd

r+a:={r+aacal
2. Mangden
R/a:={z+az € R}

av alla restklasser mod idealet a utrustas med tva operationer

(a) additionen
R/ax R/a — R/a

(z+ay+ta)= (r+a)+(y+a)=(z+y) +a,

som ar den elementvisa summan av de tva restklasserna x + a och
y + a, och

(b) multiplikationen
R/ax R/a — R/a

(r+a,y+a)— (r+a)ly+a)+a=zxy+a,

som &ar den "pafyllda” elementvisa produkten av de tva rest-
klasserna x + a och y + a,

Example 8.2. For R =Z,a = (n) := Zn far vi

Z)(n) = Z,.
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Remark 8.3. 1. Restklasserna z-+a ar ekvivalensklasserna till ekvivalens-
relationen
T~y —y—reca

pa R. I synnerhet géller

r+a=y+aellr (z+a)N(y+a)=0

2. Kvotavbildningen
R — R/a,x — z + a,

ar en surjektiv ringhomomorfism.

Vi presenterar en explicit beskrivning av faktorringen L := K[X]/(f).

Definition 8.4. Vi definierar K[X]_,, C K[X] som den delméngd till poly-
nomringen 6ver K, vars element har hogst grad m — 1., dvs.

K[X]cm = {h € K[X];grad(h) < m}.
Remark 8.5. 1. Avbildningen
K" — K[X]|m,
(A0 ooy A1) = At X Ao X™ 2 M X N
ar en bijektion.
2. Delméngden K[X].,, ar additivt sluten, men inte multiplikativt.
Theorem 8.6. Lat f € K[X],m :=grad(f) >0 och a := (f). Sedan har vi
1. K[X]<mNa={0} och
2. K[X]=K[X]., +a.
I synnerhet ar sammansattningen
K[X) o = K[X] — L= K[X]/(f)

av inklusionen och kvotavbildningen bijektiv. Med andra ord: Varje element
c € L ar en entydig lingarkombination

= MAp10™ TV Np0a™ 2+ Ma+ Ao
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av potenserna 1, a, ...,a™ " till restklassen a := X med koefficienter Mg, M, ..., Am_1 €
K. Ytterligare, om

K[X]cm X K[X]cmn — K[X]<p,

(g.h) = g *h,
ar avbildningen som motsvarar multiplikationen

LxL—L
under denna bijektion, sa har vi

gxh=r,

dir r € K[X]<p dr resten man far vid division av gh genom f, dvs.

gh=q-f+r.

Proof of Th.8.6. Foljer omedelbart fran Th.7.13, divisionsalgoritmen for poly-
nom. [

Remark 8.7. For rakningar i L kan man anvanda sig antingen av divisions-
algoritmen eller notera att, om f = X" — ZZ:OI B, X", sa galler

for a := X.

Example 8.8. Avbildningen R[X]/(X2 + 1) — C,a + X ~ o+ (i ér en
ringisomorfism.

Det aterstar att kolla nar L ar en kropp:

Theorem 8.9. For ett polynom f € K[ X|\K och L := K[X|]/(f) dr foljande
pastaenden ekvivalenta:

1. Ringen L dar en kropp.

2. Ringen L dr ett integritetsomrade.
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3. Polynomet f € K[X] dr irreducibelt.

Proof. 71) = 2)”: Sjalvklart!
72) = 3)”: Om f &r reducibelt (=icke-irreducibelt), dvs. f = gh, sa har L
nolldelare:

0=73-h.

”3) = 1)": Lat g € L\ {0}. Enligt Prop.7.14 nedan kan vi skriva
K[X]g + K[X]f = K[X]h

med ett entydigt bestdmt normerat polynom h € K|[X]|. Polynomet h delar
det irreducibla polynomet f; saledes h = f eller h = 1. Men h delar ocksa
g och g # 0, sa nédvéndigtvis ¢ = 1. Det finns alltsa polynom p, ¢ € K[X]
med

l=p-g+q-f
resp.
1=7-7.
O

Example 8.10. 1. Om d € K inte ar en kvadrat, sa ir X? —d € K[X]
irreducibelt och
L:=K[X]/(X?—d)

ar en kropp. Man anvander sig ofta av den symboliska notationen

Vd =X,
eftersom ju X =de K c L. Vihar di

L=K+ KVd.

I fall d = —1 skriver vi ocksa

i=/—1,
vi far saledes ”komplexa tal med K-koefficienter” o + fi,a, 5 € K.

2. Polynomet X? + X + 1 € Zy[X] &r irreducibelt och
Fy = Zo[X]/(X?+ X + 1)

en kropp med 4 element.
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Sammanfattningsvis kan vi konstatera:
Theorem 8.11. Lat K wvara en kropp.

1. Om f € K[X] dr ett irreducibelt polynom, sa finns det en kropps-
utvidgning L D K tillsammans med ett element a € L, sadant att

f(a)=0.

2. Fér varje polynom f € K[X] finns det en “rotkropp” E, dvs. en kropps-
utvidgning E D K, sadant att f € FE[X] dr en produkt av linjdira
polynom.

Proof. 1.) Ta L := K[Y]/(f(Y)) D K,a := Y, dir f(Y) uppstar fran
f = f(X) genom namnbyte av ”variabeln”.

2.) Induktion féljande grad(f). Ta ett irreducibelt polynom p € K[X]
som delar f. Enligt 1) finns L D K med a € L,p(a) = 0. Skriv f =
(X —a)g,g € L[X], och anvdnd induktionshypotesen pa g € L[X] for att fa
E D L. Utvidgningen E D L D K ar da det vi letar efter. O

Om vi har K = Q, sa ar ovanstaende sats inte sarskilt spannande: Pga.
algebrans fundamentalsats Th.12.3 kan vi valja £ = C oberoende av poly-
nomet f. Men i vilken relation star da var formella konstruktion och kom-
plexa talkroppen? Ja, den forsta ar isomorf med en delkropp till C.

Proposition 8.12. Om ¢ : R — S dr en ringhomomorfism och a :=
ker(p), sa dr
R/a — S,z + a— ¢(x),

en injektiv ringhomomorfism och inducerar en ringisomorfism
R/a — ¢(R).

I synnerhet, om b € E D K med en kroppsutvidgning E O K och f(b) =0
med ett irreducibelt polynom f € K|[X]|, finns det en injektiv ringhomomor-

fism
L:=K[Y]/(f(Y)) = E,Y +b.

Proof. Forsta delen rekommenderas som 6vning till lasaren. Utvérderingen
ep: K[Y] — E,g — g(b), har ker(g,) = (f(Y)). I alla fall har vi ker(e) =
(h) med nagot polynom h € K[Y]|\ K och h|f(Y) pga. 0 = f(b) = &(f).
Men f(Y) ar irreducibelt, saledes h € K*f(Y') och (h) = (f(Y)). O
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Definition 8.13. Lat L D K vara en kroppsutvidgning.

1. En kroppsutvidgning L O K kallas enkel, om det finns ett element
a € L sadant att
L = Kla] := e,(K[X])

med utvarderingshomomorfismen

g K[X] — L,g~ g(a).

2. Om for ett element a € L utvarderingshomomorfismen ¢, : K[X| — L
inte ar injektiv, kallas det entydiga normerade (och irreducibla) poly-
nomet p, € K[X] med

ker(ea) = (pa)

minimalpolynomet till a € L over K.

Remark 8.14. 1. For f € K[X] har vi
fla) =0 <= palf.

2. Om f(a) = 0 med det normerade och irreducibla polynomet f € K[X],
sa galler p, = f.

Example 8.15. Lat oss diskutera hur konstruktionen av rotkroppen £ D Q
fungerar for de irreducibla kubiska polynomen

1. f=X3—2¢€Q[X],
2. f=X3—3X+1eQ[X].
Ta L:=Q[Y]/(f(Y)). I det forsta fallet har vi en injektiv ringhomomorfism
L—Ra=Yr—b:= V2.

Om vi nu skriver
f=X-a)g

ar andra faktorn g € L[X] irreducibelt, eftersom
L=Q [\3/5} CR
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och de komplexa nollstallena till g ar de icke-reella talen

V2e, V/2¢e?
med ¢ := 3(—1+iv/3). Lfallet f = X3—3X +1 visar en liten rikning att inte
bara f(a) = 0, utan ocksa f(a? —2) = 0 och sedan ocksa f(2 —a —a*) =0
pga. (a* —2)? —2 =2—a— a® Eftersom de hir nollstéllena ar parvis olika,
ar polynomet f redan i L[X] en produkt av linjira polynom, dvs. vi kan
valja E = L, medan det inte gar i det forsta fallet.

For fullstandighetens skull presenterar vi en injektion in i den reella
talkroppen ocksa i det andra fallet:

L<—>]R,a:—7|—>b:—2cos(2§).

Det ar val lidttast att kolla att f(b) = 0, om man skriver b = ¢ + (~! med
¢ =exp (%) De andra tva nollstalena till f blir

4
2 cos il , 2cos 8_7r .
9 9

I bada fall har vi tre injektioner L <— C motsvarande de komplexa nollstéllena
till f; i det andra fallet ar de alla reella, medan i det forsta fallet &r bara en
av dem reell.

9 Primitiva rotter

Hittills har vi sett nagra exempel pa andliga kroppar F, och sa smaningom ska
vi komma fram till en fullstandig klassifikation, se Th. 10.2. Det avgorande
ar att forsta den multiplikativa strukturen:

Theorem 9.1. Lat F vara en dndlig kropp, ¢ = |F|. Sedan finns det en
primitiv rot a € F, dvs. sadant att

F* =a” = {1,a,....,a77%}.
(Kom ihag att ' = 1 enligt Lagranges sats Th.4.13).)

Example 9.2. 1. Restklassen a = 2 € Z;; ar en primitiv rot: Den har
potenser

12,18510=-1,-2-0-4-7-8=3,-5=06,1,2,.....

Vi far alltsa en periodisk f6ljd med minsta perioden 10.
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2. Eller ta a = 5+5i € Zz[1] 2 Z7[X]/(X*+1), en kropp med 49 element.
Vi far potenserna:

1,5+ 56,4,2 + 5, —1,2 + 2i, —i,5 + 2, 1,5 + 5, ...

en periodisk f6ljd med minsta perioden 8. Sa a ar inte en primitiv rot
for Z;[i]. Men vi har a = b*> med b = 3 + 2i. Foljden 1,b,0%, ..... har
da minsta perioden 16, sa det ar inte heller en primitiv rot, men lite
narmare anda.

Remark 9.3. Omn =/(qg—1)+ 7,0 <r < qg—1, sa har vi " = a" pga.
a?™! =1 (Lagranges sats Th.4.13).

Corollary 9.4. En andlig kropp F dar en enkel utvidgning
F =2Z,a] D P(F) =12,
av sin primkropp.
Proof. For en primitiv rot a till F har vi
F =a” U {0} C Z,[a] CF.
[

Corollary 9.5. Lat p vara ett udda primtal. Sedan dr —1 € Z, en kvadrat
omm p = 4k + 1.

Proof. 1. Anta p =4k + 1 och lat a € Z; vara en primitiv rot:

1:a4k:(a2k )2:>(ak)2:a2k:_1’
#1

eftersom ekvationen x? = 1 har i en kropp bara losningarna +1 pga.
?—1=(x+1)(x—-1).
2. Anta p =4k +3 och j € Z,,j* = —1. Sedan:
1 — j4k+2 — (j2)2k+1 — (_1)2k+1 — _1

9

motsagelse.
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Example 9.6. * Vi kan nu for alla udda primtal skapa kroppar F med p?
element. Ta en primitiv rot a € Z, och F = Z, [\/3] med d = a**!. Vi

lamnar det som Ovning till ldsaren att visa, att det blir isomorfa kroppar,
oberoende av talet £ € N. Om p = 4k + 3 och vi tar £ = k, far vi d = —1 och
[F = Z,[i] - komplexa tal med Z,-koefficienter.

Lat R vara en kommutativ ring. Vi undersocker forst potenserna av en-
staka element a € R* i enhetsgruppen till R.

Definition 9.7. For ett element a € R* definieras dess ordning som
ord(a) := min{k € Nyg,a* = 1},
dar vi anvander oss av konventionen
min () := oo.
Example 9.8. 1. Restklassen a = 2 € Z,; har ord(2) = 10.
2. Titta pa 5+5i,3+2i € Zz[i], Vi hittar ord(5+5i) = 8, ord(3+2i) = 16.

3. For ett komplext tal ‘
a=re’ eC*

galler
ord(a) < co<=r=1A0 € Q- 2m.

I sjalva verket '
ord(ez’”(k/”)) =n,

omm sgd(k,n) = 1.

Remark 9.9. Lat R vara en kommutativ ring och a € R* en enhet.
1. ord(a) = oo <= potenserna a*, k € Z, ir parvis olika.
2. Anta ord(a) = d < co. Sedan a* = a* <= d|({ — k) samt

a*={1,a,..,a® '},
—_——

parvis olika

i synnerhet |aZ| = d.
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3. Om |R*| < oo, sa har vi

(a) d:=ord(a) < oo och d delar |R*| pga. a/®'l = 1. (Lagranges sats
Th.4.13)

(b) R* = a” <= ord(a) = |R*|.

(c) Om u(R*) &r den minsta exponenten n > 0, sadant att 2" = 1 for
alla z € R*, har vi:

pu(R*) = mgm{ord(z); x € R*}.

(d) Om a’ =1 for alla a € R*, giller £ € Z - u(R*).

Proposition 9.10. 1. For en andlig kropp har vi

p(F") = [F7].

2. Om p(R*) = |R*|, finns det en primitiv rot for R*.

Proof. 1. Polynomet f = X" — 1 med n := u(F*) har hela F* som
nollstalleméngd. Eftersom [F ar ett integritetsomrade far vi n > ¢ — 1.
Men 297! = 1,Vz € R, innebér n|(g — 1), och sa maste n = ¢ — 1.

2. Vi satter ihop ett element a € R* med
ord(a) = [R*| = pi* - .- pl7,

primfaktoriseringen. Eftersom p(R*) = |R*| finns det for varje i =
1,...,r ett element ¢; € R* med

ord(c;) = s;pi. For a; = ¢ blir det da ord(a;) = p¥. Sedan &r
a=ayg- ... Qap

enligt Prop.9.12 ett element av ordning g — 1.
[

Example 9.11. * Lat oss titta pa situationen for en restklassring 7Z,, i stéllet
for IF.
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1. Enhetsgruppen

5.7}
2.

wl

Zg = {1,
med sina 4 element uppfyller p(ZY)

2. Lat p, q vara tva olika udda primtal. Enhetsgruppen
Ly = Ly X 7,
har (p — 1)(¢ — 1) element. men
at =1

giller redan for ¢ = (p — 1)(q — 1)/2, eftersom ¢ &r bade delbart med
p—1och med g — 1.

3. Enhetsgruppen Z;k for ett primtal p har en primitiv rot: Vilj a € Z;k,
sadant att a + Zp dr en primitiv rot for Z:. Saledes ord(a) = p'(p—1)
med nagot ¢ < k — 1, medan ord(1 + p) = p*~L. Det foljer

p(Ziy) = p"Hp — 1) = |2
Proposition 9.12. 1. Lat ord(a) = m, Sedan gdller

m
Ord(ak) = W

2. Om m = ord(a) och n = ord(b) dr relativ prim, sa gdller
ord(ab) = mn.

Proof. 1. Vi har

k\e _ ke m
l1=(a") " =a <=)m|k€<=)m|€.
2. Lat
1= (ab)’ = a' =b" = ord(a’) = ord(b™)
m n
- sgd(f,m)  sgd(¢,n)’
dvs. 1 =1 och

sgd(¢,m) = m,sgd(l,n) =n = € Z-mn.
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10 Andliga kroppar

Theorem 10.1. Lat F' D 7Z, och L D Z, vara dndliga kroppar. Om |F| =
|L|, gdller redan F = L.

Proof. Lat ¢ = |F| = |L| = p™. Enligt Cor.9.4 har vi
F = Zy[a]

med nagot a € F. Eftersom |F| < oo, &r utvirderingshomomorfismen ¢, :
Z,|X| — F inte injektiv och elementet a har saledes ett minimalpolynom
Pa € Zy[X]. Eftersom polynomet X?— X € Z,[X] annullerar hela F’, har det
enligt Rem.8.14.1 polynomet p, som delare:

Pa-h=X'=X=][(X-0¢).

ceLl

Sa det finns b € L med p,(b) = 0. Med Rem.8.14.2 foljer p, = py. Saledes
far vi en isomorfism

F = 7, [X]/(pa) = Zy[b] = L,
dér inklusionen Z,[b] C L faktiskt &r en likhet pga. |Z,[b]| = ¢ = |L|. O

Theorem 10.2. Lat p vara ett primtal och n € Nsg. Sedan finns det en
(sa ndr som pa isomorfi entydig) dndlig kropp Fpn med p™ element. I sjilva
verket har vi

Fpr = Zy[X]/(f),
for varje irreducibelt polynom f € Z,[X], grad(f) = n. Mdngden av sadana
polynom ar icke-tom.

Proof. For entydigheten hénvisar vi till Teorem 10.1. Lat ¢ := p". Enligt
Th.8.11.2 hittar vi en utvidgning £ D Z,, dar f = X9 — X € Z,[X] ar en
produkt av linjara polynom. Vi tar nu

F,:={z € E;0"(x) =z}

med Frobeniusautomorfismen o : £ — FE,x — 2P. Det handlar om en
kropp, eftersom o™ : E —» E, x +— 2%, ir en automorfism den ocksa. A andra
sidan ar [Fy nollstélleméngden till f. Men f har bara enkla nollstéallen enligt
Ex.7.10 och saledes |F,| = ¢. Slutligen &r F, = Z,[a] en enkel utvidgning och
Da € Zy[X] ett irreducibelt polynom av grad n. ]
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Example 10.3. 1. Lat p > 2 och d € Z, vara en primitiv rot. Sedan ar
d en icke-kvadrat: Om d = b* med b € Z,, foljer ju

T#£dr V2 =pt =T
Saledes ar X? — d € Z,[X] irreducibelt och
Fpo =2 |V| = 2, + Z,Vd.
en kropp med p? element.
2. Om p =4k + 1, ar d = —1 inte en kvadrat och
Fe & 7, [i] = Z, + Zyi.
3. Polynomet f = X3 — X — 1 € Z3[X] ar irreducibelt och
Foy = Z3/(X? — X — 1) = Zy + ZsX + Zs X

en kropp med 27 element.

Remark 10.4. * For nyfikna en liten utblick pa Galoisteorin: I beviset av
Th.10.1 har vi sett att isomorfismen F —» L inte ir entydig; i sjalva verket
finns det n stycken!

Givet ett polynom [ € K[X], finns det enligt Th.8.11.2 en kropps-
utvidgning F O K, en sammansattning av andligt manga enkla utvidgningar,
sadant att f € K[X] blir en produkt av linjara polynom i E[X]. Den (sa
néir som pa isomorfi entydiga) minimala sadana utvidgningen £ D K kallas
rotkroppen till f. Det man undersoker ar denna utvidgningens automorfis-
mer, dvs. ringautomorfismer o : E — FE, som gor ovre delen till diagrammet

K 4 K
N N
E % E
U U
N(f) — N(f)

kommutativ. Automorfismerna kan sammanséttas och inverteras - de utgor
utvidgningens Galoisgrupp Autg(F). T.ex. har vi

AUth(IFp") =’ = {lda 2R Spn_l}
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med Frobeniusautomorfismen ¢ : Fpn — Fpn.
For z € F har vi f(o(x)) = o(f(x)), eftersom f € K[X]; i synnerhet
galler

for nollstallemangden

N(f) :=A{a € E; f(a) = 0}.

Ifall polynomet f bara har enkla nollstallen, kan vi faktiskt identifiera au-
tomorfismer till utvidgningen £ O K med deras restriktion pa N(f) C L —
och pa det har sédttet var det Galois sjalv har formulerat sin teori: Vid den
tiden fanns inte &n ringar, homomorfismer och liknande saker.

I sjélva verket ar £ O K ofta sjilv en enkel utvidgning, t.ex. ar det alltid
sa, om char(K) = 0 eller K = F &r en andlig kropp, men for berdkningar
spelar det inte nagon stor roll.

11 Gaufliska heltal

Vi har hittills sett tva viktiga ringar, dar det finns for icke-enheterna ett slags
entydig primfaktorisering, heltalsringen Z och polynomringen K[X] éver en
kropp K. Har studerar vi ett tredje exempel:

Definition 11.1. Ringen
Zli) :=Z+ZiC C

av alla Gaufliska heltal ar gittret av alla komplexa tal, vars real- och ima-
ginardel ar heltal.

Proposition 11.2. Enhetsgruppen till ringen av alla Gauf$iska heltal dar
L = {z € Z[i}; |2| = 1} = {£1, %3}

Proof. Gaufliska heltal z € Z[i] \ {0} uppfyller |z| > 1; saledes galler 271 €
Z[i] bara om |z| = 1, och da far vi 1, +i som enheter. O

Proposition 11.3. Ringen Z[i]| av alla Gaufiska heltal ar ett principalide-
alomrade.
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Proof. Lat a # {0} vara ett nollskilt ideal. Ta d € a\ {0} av minimal
langd. Uppenbarligen géller Z[i]ld C a. A andra sidan givet ett element
u € a, approximera det komplexa talet ud~! € C genom ett Gaufliskt heltal
b € Z[i], sadant att

lud™! — b < 1.

Detta ar mojligt, eftersom varje komplext tal ligger i en enhetskvadrat vars
horn ar gitterpunkter. Avstandet av en punkt i kvadraten till ndrmaste horn
dr hogst 1/4/2 < 1. I symmerhet

|lu —bd| < |d].
Eftersom u — bd € a, far vi u — bd = 0 resp. u = bd. O]

I det har avsnittet etablerar vi ett slags primtalsfaktorisering for Gaufliska
heltal. Men innan vi gor det, lat oss inféra tre nya begrepp:

Definition 11.4. Lat R vara ett integritetsomrade.

1. Tva icke enheter u,v € R kallas associerade om v = eu med en enhet
e e R".

2. En icke-enhet u € R\ {0} kallas irreducibelt om den inte kan skrivas
som produkt av tva icke-enheter.

3. Ett integritetsomrade kallas faktoriellt om varje icke-enhet a € R\ {0}
kan skrivas
a=1Uyp ... " Up

som produkt av irreducibla element, déar faktorerna ér entydiga sa nér
som pa omkastning och multiplikation med enheter.

Remark 11.5. 1. Ett Gauflisk heltal z ar irreducibelt omm |z| > 1 och
z=uw = |ul=1Vv| =1
galler for u,v € Z[i].

2. Om |z|*> = p € N ar ett primtal, ar 2 € Z[i] irreducibelt, t.ex. 1+14,1 —
1,2+ 1,2 — 1 ar irreducibla Gaufliska heltal.

3. Ett primtal p € N behover inte vara ett irreducibelt Gaufliskt heltal,
t.ex.

2= (1+4)(1—1d),5=(2+i)2—1).
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Theorem 11.6. Z[i| dar faktoriell.

Proof. Eftersom Z[i] &r ett principalidealomrade, uppfyller irreducibla Gaufliska
heltal u € Z[i] foljande implikation

ulab = ula V ulb.

Detta ger faktoriseringens entydighet, i fall den finns. Men successivt forfinade
faktoriseringar tar slut nagon gang pga.

z=ab,a,b g Z[i]* = N3 |z|* > |a|*, |b]* € N.
O

Remark 11.7. Varje GauBliskt heltal ar associerat till ett tal 2 = x 4 4y i
sektorn 0 < |y| < x.

Theorem 11.8. Faktorisering av primtal p € N i ringen Z[i]:

pl 2 | =4k+3] =4k +1
| —i(1+14)* | P | (a+bi)(a—bi);0<b<a
Heltalen a,b dr entydiga, a + bi,a — bi dr icke-associerade irreducibla

Gaufiskt heltal.

Proof. 1. Antap =4k +3 = 2w, |2|, |w| > 1. Det innebér p = |2|? = |w|?.
Sedan p = 2% + y?, 2 = x + iy,w = x — iy. Vi tittar pa restklasserma

a:=7T,[:=Y €L,

De uppfyller o + 32 = 0 resp. ¥2 = —1 holds for v := aS~!. Saledes
p=1 mod (4) enligt Cor.9.5.

2. Vi vet att det finns en restklass j € Z, with j2 = —1 och tittar pa ring
homomorfismen

VL — Zp,x + yi — T +7J.
Dess karna uppfyller
ker () := {u € Z[i]; ¥ (u) = 0} 2 Z[ilp;
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inklusionen ar akta, eftersom annars vore
w’Q : Q — Zp
med
Q:={x+yi € Z[i],0 <z,y<p}

injektiv. A andra sidan
ker(y) = Zl[i]z

med ett Gauf3sikt heltal z. I synnerhet
D = 2w.

och p* = [z|* - |w|*. Eftersom (p) G (2) & Z[i], har vi z,w ¢ Z[i]*, och
dérfor

|z[2 =p= |w|2,w =Z.

Entydighet har vi pga. aritmetikens fundamentalsats for Z][i].
]

Remark 11.9. Nagra praktiska tips for Gauflisk primfaktorisering: Lat z =
x + 1y € Z[i].

1. Skriv
z = sgd(, y)20,

faktorisera sgd(z,y) € N pa det vanliga séttet och efterat dela upp
primdelarna p =1 mod (4) som p = (a+bi)(a—bi) och 2 = —i(1+1)>.

2. F.o.m. nu ska vi anta sgd(z,y) = 1. I sa fall vet vi
2= |z =2F pr“
v=1

med primtal p, =1 mod (4),p1 < pa... < p,. Det foljer pga. sgd(z,y) =
1 att

z=e(l+4)" [J(ay £ ib)*,

v=1

dér e € {£1, £i} och tecknet beror bara pa indexet v.
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3. Skriv X
w=(14+4)Fz = 2—k(1 — i)k,

4. For att bestamma tecknet fotr v = 1, kolla delbarhet med p;, dvs.: Om

pilw - (a1 F bid),
sa ar det a; 4 ib; som galler.

5. Lat, med rétt tecken,

. AL
wy = w (al 2? 12) = GH(CLV + iby)ku
pl v=2

och fortsatt!

Example 11.10. Vi primfaktoriserar z = 201+43i € Z[i]. Vihar sgd(201,43) =
1 och

2Z = |2|* = 42250 = 2 - 5° - 132,

Saledes
z=ec-(1+)2+i)*B+£2)=1+0i)w
med .
w = 5(1 —4)(201 + 43i) = 122 — 79i.
Nu ar

(2 — i)(122 — 793) = 165 — 280i

delbart genom 5 och saledes
w = (2+1)(33 — 56i) = (2+14)*(2 — 29) = —(2 +1)*(5 + 12i)

= —(2414)*(3 + 2i)*.

Saledes
z=—(1+44)(2+1)%(3 + 2i)*.

Theorem 11.11. Principalidealomraden dar faktoriella.
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Remark 11.12. * T stéllet for ett bevis ger vi bara nagra kommentarer.
Som tidigare bevisar man att for ett irreducibelt element i ett principalide-
alomrade R galler

ulab = ula A ulb.

Det kvarstar att visa existensen av en faktorisering for varje icke-enhet. Ett
reducibelt element kan faktoriseras som produkt av tva icke-enheter. Om de
ar irreducibla ar saken klar, om inte fortsatter man. Men varfor kan man
inte fortsatta med faktorisering i all oandlighet?

I fall det handlar om Z, Z[i] eller K[X] gar det naturligtvis inte, eftersom
faktorerna i en icke-trivial faktorisering har absolutbelopp/grad mindre &n
vad produkten har.

Om man nu misslyckas med faktorisering kommer man fram till en foljd
(an) C R, sadant att a,,; ar en dkta delare till a,, (dvs. a,; skiljer sig inte
bara om en enhet fran a,) for alla n € N. Vi far en vixande {6ljd av ideal

Unionen &r da ocksa ett (principal)ideal:

G Ra,, = Ra.

n=1

Men sedan har vi a € Ra,, for nagot n € N och saledes
Ra, = Ra = Ra,,,Ym > n.

Motségelse!
Vi anmarker att det finns integritetsomraden, dar faktoriseringsprocessen
inte alltid tar slut, ja, t.o.m. sadant att alla icke-enheter ar reduciblal

12 Fran naturliga tal till komplexa tal*

"Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschen-
werk.”

Det valkanda citatet harstammar fran den tyske matematikern Leopold
Kronecker. Men vad har manniskorna egentligen gjort? Hade historien varit
systematisk, kunde det ha varit sa har:
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Man borjade gora skulder och skrev sina tillgangar och skulder som talpar
(n,s) € N? och anvinde sig av en ”additiv lokalisering” for att kunna rédkna
med dem: P& mangden N? definierar man en ekvivalensrelation

(m,r) ~ (n,s) <= m+s=n+r.

Den ar kompatibel med den komponentvisa additionen och foljande multi-
plikation
(m,r) - (n,s) = (mn+rs,ms+rn),

sa den inducerar en addition och en multiplikation pa méangden av dess

ekvivalensklasser
Z =N/ ~.

I sjalva verket kan den uppfattas som en utvidgning
Z >N

genom att identifiera n € N med ekvivalensklassen till (n,0) € N2.
Sedan upptickte man, att ibland kunde det vara bra med lite socialt
tankande och borjade dela och kom fram till rationella tal

Q:=Q(Z) O Z.

Till sist var de gamla grekerna inte langre nojda med bara rationella tal,
eftersom diagonalen till en kvadrat av sidolangd 1 inte riktigt gick att tolka
som ett rationellt tal. Som ofta i matematiken for att 16sa ett problem, varfor
inte helt enkelt hitta pa det man saknar? Dvs. i det héar fallet skulle det bli
nya ”geometriska tal”: Man kan ju tanka sig de rationella talen som vissa
punkter pa en horisontell linje efter att ha bestamt sig for var 0,1 € Q skulle
ligga. ”Reella tal” skulle sedan motsvara precis punkterna pa denna linje
och sa kommer vi fram till en tredje utvidgning

R D Q.

Men en obehaglig kansla blir man inte av med: Vad ar en punkt pa en
linje 6ver huvud taget? Man behover en formell definition motsvarande ge-
ometriska intuitionen. Foljande iakttagelse ligger till grund for den:

Varje punkt = € R kan tillordnas delmangden

Qe ={y e Qy < x}
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av alla rationella tal vanster om den, och om vi nu lyckas karakterisera dessa
delméangder pa ett ”intrinsiskt” sitt (dvs. utan att anvinda reella tal som
inte &n finns), kan vi helt enkelt ta dem som reella tal.

Definition 12.1. Ett reellt tal ar en icke-tom delmangd
asQ,
som ar
1. fullstéandig nedat: y <z € a =y € «a,
2. och 6ppen uppat: Ve € a Jy € a1 y > .

Vi betecknar
R C P(Q)

méangden av alla dessa reella tal.

Remark 12.2. 1. Ett par (A, B), dir A &r ett reellt tal i ovanstaende
bemérkelse och B := Q\ A kallas ocksa ett Dedekindsnitt.

2. Rationella tal ar reella tal: Vi har en injektiv avbildning
Q—=R,z— Q.

Naturligtvis ar Def.12.1 ingenting for praktiska andamal, utan dess mening ar
att ha en modell som uppfyller alla krav man forvantar sig. Efterat anvander
man sig bara av egenskaperna vara reella tal har, inte deras explicita form.
Ordningsrelationen definieras som inklusion:

a< f <= acCp.

Aritmetiska operationer for reella tal: Summan av tva reella tal ar
elementvis
a+f={r+yreayepf}

medan mulitiplikationen definieras forst for positiva rella tal:
a-fB:=atBTUQ
med den elementvisa produkten

atpt ={ay;x € aty e T}
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av mangderna o™ = a N Qsg, 87 = N Q. Till sist utvidgar man multi-
plikationen
R>0 X R>O H R

till alla reella tal
RxR—R

pa det sedvanliga séttet.
Fullstandighet: Ligsta 6vre griansen (supremum) till en icke-tom begrénsad
méangd M C R ar

sup M := U Q.

acEM

Sa det blev ganska enkelt! Om man daremot hade forsokt definiera allt det
dar med hjélp av decimalutvecklingen, hade det blivit en massa krangel, inte
minst pga. icke-entydigheten fast den ju egentligen verkar forhallandevis
harmlos.

Problemet med langden av en kvadrats diagonal ar nu lost: Fullstandig-
heten ger existensen av kvadratrotter for x € R>(, namligen:

V= sup{y € R;y” <z}

Men negativa tal orsakar fortfarande problem. Sa uppfanns det for bekvamlig-
hetens skull imaginara enheten ¢ som ett ”"symboliskt tal som uppfyller
i? = —1” samt komplexa tal som kombinationer av reella tal med imaginira
enheten:

R+Ri=CDOR.

I modernt sprak anvénde man sig alltsa av definitionen
C:=R[X]/(X*+1)

med ¢ := X utan att veta det. En liten elementér rikning visar nu att
varje komplext tal har en kvadratrot, dvs. man &r inte langre tvungen att
"skapa” allt fler kvadratrotter. Och om man kommer pa idén att anvanda
sig av polarkoordinater, sa ser man att det dven finns n-te rotter till ett givet
komplext tal

z = r(cos(p) + isin(p)),

namligen talen

1 1
w,, := /r(cos ( (g0—|—27w)) —i—isin( (gp+27w)> ,v=0,...,n—1

n n

53



Men situationen ar dnnu battre an sa:

Theorem 12.3 (Algebrans fundamentalsats). Varje icke-konstant poly-
nom f € C[X] har ett komplext nollstdlle.

Bevis: Beviset ar ett existensbevis, det ar inte konstruktivt. Det gors i tva
steg:

1. Funktionen f : C — C har ett minimalstélle zg € C, dvs. sadant att

|f ()] > 1f(20)]
galler for alla z € C.

2. Minimalstallen for en polynomfunktion ar redan nollstallen. I sjalva
verket visar man motsatsen: En punkt zy € C med f(zp) # 0 &r aldrig
ett minimalstalle for f: Nara till zy finns alltid punkter z med

[F ()] < [f(20)].

Detta ar uppenbarligen fel for kroppen R i stallet for C; den avgorande
egenskapen av C ar att for varje n € N och z € C finns det en n-te rot
iC.

1.) Existens av minimalstéllen: Vilj en 6ljd (2,).en C C av komplexa
tal med

lim [£(z)] = inf {|f(2); 2 € C}

Vi visar att foljden har en hopningspunkt 2z, — det eftertraktade minimalstéllet.
Vi far anta att polynomet f ar normerat, dvs.

flz) =2"+ Z a,z”.
v=0
For |z| > 0 ér 2™ den dominerande termen: Skriv

n—

flz)=2" <1 + ZSZV) =2"K(z).

1
v=0
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Klammeruttrycket K (z) uppfyller

lim K(z) =1,

Z—00

eftersom varje term i summan gar mot 0 for z — oo. Saledes
lim f(2) = lim 2" = 0.

Z—00 zZ—00

Men det innebér att foljden (z,).en dr begrénsad, och begransade foljder,
sdager Bolzano och Weierstraf, har alltid hopningspunkter.

2.) Ett icke-nollstille z; ar aldrig ett minimalstélle: Vi far anta zop = 0
- om inte det dr fallet ersitt f(z) med f(z + 2z9). Vi skriver

f(z) =ap+ apz"+ zmHg(Z)

med ag, a,, # 0 och

n—1
g(Z) _ anzn—m—l + Z CLZ,ZV_m_l
v=m+1
for n > m, medan
9(z) =0
forn=m. Ta b & C med
m o
A
A

och undersok funktionen f(z) pa halvstralen
Rso - b= {tb,t > 0}.

Det blir sa hér:
f(th) = ag(1 — t™ + t™ T h(t))

med
bm+1

h(t) := —g(tb).

ag
Eftersom ju f(0) = ag # 0, ricker det att visa

1 —t™ + ™At < 1
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for tillrackligt litet ¢ > 0. Med

M := max |h(t)|

0<t<1
och triangelolikheten far vi uppskattningen:
11—t 4+ "R < |1 — ™+t M
=1—-t"+ "M =1-t"(1-tM) <1,
om 0 < ¢ < min(1, ;). Ty for 0 < ¢ <1 har vi ju |1 —¢™| =1 — ™ och for
t < 7 blir det 1 —tM > 0. O
Kroppar som uppfyller algebrans fundamentalsats far ett eget adjektiv:

Definition 12.4. En kropp K kallas algebraiskt sluten om varje polynom
f € K[X] har ett nollstélle a € K.

Proposition 12.5. Om K ar algebraiskt sluten, kan wvarje polynom f €
K[X]\ K faktoriseras som produkt av linjdra polynom:

f=211x-b)

med X\, by, ....b, € K.

Proof. Induktion féljande n = deg(f). For n = 1 ar saken klar. Om n > 1
tar vi fram ett nollstélle a € K, faktoriserar f = (X — a)g och anvénder
induktionshypotesen pa polynomet g. O
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