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1 Enumeration

Referens: Jf. Cameron, Ch.3 och 10; se ocksa SK, Kap.2.1 och Kap.3. Den
lilla utflykten till Ramseys sats i en forenklad version ar tankt for rolighetens
skull: Den ar inte tentamensrelevant.

Ett spel: Vi borjar med ett spel med tva spelare: Man har en méangd
M C R? av n punkter i planet, saidant att inga tre punkter i M ligger pa en
linje. Omvaxlande drar varje spelare forbindningslinjen mellan tva punkter
i M, den ena med en rod, den andra med en bla penna, varvid en forut
dragen linje inte kan dras pa nytt. Den som ar forst tvungen att fullborda en
triangel (med horn i M) i sin egen farg har férlorat. Fragan dr nu om det kan
hénda att spelet slutar oavgjort. Vi pastar att det inte kan hdnda om n > 6:
Annars slutar spelet med foljande lage: Alla forbindningslinjer ar dragna,
de ar roda eller bla och det finns ingen triangel vars kanter har samma farg.
Numrera punkterna 1,2, ...,n, och skriv 75 for forbindningslinjen fran punkt
¢ till punkt j. Titta nu pa punkten 1. Det finns strackorna 12,13,...,1n
utgaende fran 1. Eftersom n > 6 handlar det om minst fem stycken, och det
blir atminstone tre av samma firg; lat oss sdga 12, 13, 14 ar roda. Da ar
strackorna 23, 34 och 42=24 bla och bildar en enfargad triangel: Motsagelse!

Remark 1.1. I Th. 1.17 ska vi se att ovanstaende resonemang kan gen-
eraliseras fran trianglar till ”/-anglar”. Har menas med en f-angel en figur
bestaende av ¢ punkter samt strackorna bland dem, t.ex. en tetrangel kan
tankas som kanterna till en kvadrat samt dess diagonaler. Men vi maste
ersitta talet 6 genom ett tal R(¢), vars optimala vérde inte alls &r latt att
hitta. I sjalva verket visar vi bara, att ett sadant tal finns och anger en
algoritm att berdkna ett inte nddvandigtvis optimalt vérde for R(¢).
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Fast det inte var mycket teori som anvants i ovanstaende argument ska
vi diskutera nagra begrepp forknippade med det:

Definition 1.2. 1. Potensméngden P (M) till en méngd M &r méngden
av alla delmangder till M, dvs.

P(M):={A;AcC M}.

2. For k € N sétter vi
Pe(M) :={A; A C M,|A| =k},

mangden av alla delmangder till M med k element. De kallas ocksa
for k-(del)méngder. I synnerhet kallas 2-delméngderna ibland ocksa
méangden M’s kanter.

Example 1.3. 1. For M = ) har vi P(M) = {0} # 0.
2. For |[M| =1 har vi P(M) = {0, M}.
3. For |M| = 2, 1at oss sdga M = {z,y}, har vi P(M) = {0, {z}, {y}, M}.
4. Po(M) = {0}, och P,(M) = {M}, om |M| =n < cc.
5. Om |M| =n < oo, sa far vi en disjunkt uppdelning
P(M) = | Pu(M).
k=0
Remark 1.4. I situationen av vart spel kan strackan ij,7 # j, identifieras
med 2-delméngden (kanten) {7, j} € Po(M).
Definition 1.5. En farglaggning av elementen i en méangd A ar en avbildning
X:A—F,
dér elementen i méngden F' = {cy, ..., ¢, } kallas for fargar.
Example 1.6. Ovan har vi tittat pa farglaggningar
X:A:=Py(M)— F:={b=Dbla,r =rod},

och sett att for |M| > 6 finns det en 3-delméngd 7" C M, vars kanter har
samma farg.



Remark 1.7. Mangden av alla farglaggningar av elementen i M med fargar
i F'=1{cy,...,c,} betecknas F™. Om M ir en dndlig mingd med n element,
har vi

|FM’ =r",

eftersom for att skapa en farglaggning
x:M=Aa,...,a,} — F={cy,...,c.}

far man plocka x(a;) € F oberoende fran varandra, och da blir det de r
mojligheterna ¢y, ..., ¢, for varje i,1 <1 < n.

Proposition 1.8. For |M|=n har vi
P = 2.
Proof. Ta F':={0,1}. Vi skapar en bijektion
d:P(M) — FM,
som skickar A € P(M) till x4 € F™ med

(z) == 1, , omzeA
XALL) == 0, , omzg&A”’

alltsa

Funktionen x4 kallas ocksa den karakteristiska funktionen (eller indikator-
funktionen) till A C M. Avbildningen ® har den inversa avbildningen

. M P(M)

med
' (x) = {z € My x(z) = 1} € P(M).

Saledes
IP(M)| = |FM| =2".

For nasta resultat paminner vi om fakulteterna: Vi har

Ol:=1n:=1-2-..-(n—1) n.



Proposition 1.9. For en mangd M med n element gdller:

Pl = (})

med binomialkoefficienten

Proof. Satt
Te(n) := [Pr(M)].

Vi visar med induktion foljande n att

7o(n) = <Z)

For n = 1 ar saken klar. Om det ar sant for n, sa ocksa for n + 1: Lat
|M| = n+ 1. Forst konstaterar vi o(n +1) = 1 = (”gl). Lat nu £ > 0.
Plocka ett element b € M och siatt M* := M \ {b}. Sedan har vi en disjunkt
union

Pr(M) =Pe(M*)U{BU{b}; B € Pr_1(M")},

och saledes galler

sy =n o= () + (")
ol n!

- N :n!( n—k+1 N k )
ln—k)! (k—1)!(n—(k—1))! Kln—k+1)!  kl(n—k+1)!

l. n+1 _(n+1
S Em+1-k) k)

O
Remark 1.10. 1. Pascals triangel: Binomialkoefficienterna kan arrangeras
sa har:
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1 ’
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1



dar i n-te raden star binomialkoefficienterna (Z),O < k < n. Pga.
rekursionsformeln ar varje tal i triangeln summan av de tva talen
ovanfor till hoger och vénster.

2. Ett bevisalternativ till Prop.1.9: For att skapa en delméngd A €
Pr(M) plockar man ett element a; € M, sedan ett element ay €
M \ {a1} och generellt, om ay,....,a,,v < k, ar hittade, sa plockar
man a,y; € M\ {ay,....,a,}. Slutligen om v = k, sa & man klar med
plockandet och A = {ay, ...., a; }. T forsta steget finns det n mojligheter,
i andra steget n — 1 mojligheter, osv. Saledes finns det

n!

n(n_1)....-(n—(k—1>>=m

olika mojligheter att skapa foljden(!) (aq, ..., ax). Men det kan ju hdnda
att A = {by,....,bx} med en annan f6ljd (by, ..., bx). Sedan definierar
m:A— A a,—b,,

en bijektion fran A till sig sjilv. Saledes

1 n!
~[S(A)] (n— k)

k(1)
dér S(A) betecknar méngden av alla bijektioner A — A av en delméngd
A C M med k element. Anvand nu Prop. 1.13.
Definition 1.11. En bijektiv avbildning
T M — M

fran en mangd M till sig sjalv kallas en permutation av M. Mangden av
dessa permutationer betecknas sa har:

S(M) :={m : M — M bijektiv}.

I synnerhet hittar man

med
M, ={1,..,n}

och kallar S,, den ”symmetriska gruppen pa n bokstaver” (fast det egentligen
handlar om tal).



Remark 1.12. Vi har tva avbildningar forknippade med permutationer.
Den forsta

S(M) x S(M) — S(M), (g, f) = go f,
tillordnar tva permutationer deras sammanséttning; den andra

S(M) — S(M), f = 7,

tillordnar en permutation dess inversa avbildning. Allmént kallar man en
méngd G (i stéllet for S(M)) utrustad med tva avbildningar G x G — G
och G — G en grupp, ifall de "beter sig” som ovanstaende avbildningar for
S(M) gor.

Proposition 1.13. Lat |M|=n. Sedan |S(M)| = n!
Proof. Ovning! [

Theorem 1.14. (Binomialsats)

Proof. Ta M ={1,..,n}. En delmédngd A C M tillordnar vi produkten

PA=DP1- - Pn,

dar
_Jz, , omi€A
PPy . omiga -
Uppenbarligen
Saledes
A TR YRS M (Do
AeP(M) AeP(M k=0 \ AePy (M)

=S it =3 () )t
k=0 k=0



Proposition 1.15. Lat n, k € Nyg. Antalet majligheter att lagga k identiska
kulor i ladorna Lo, ..., L, dr
n+k—1
I .

Proof. Ett sétt att lagga k kulor i vara lador bestdms av en funktion
Xa:M:={1,..n+k—-1} — F:={0,1}, A € P.(M),

dvs. bland foljden a; = x4(j) finns k ettor och n — 1 nollor. Sedan &r
motsvarande kulofordelning foljande: 1 L; finns det lika manga kulor som
ettor fore den i-te nollan och efter den (i — 1)-te nollan ifall 1 < i < n,
medan for ¢ = 1 resp. n galler det ettor fore den forsta nollan resp. efter den
sista. Men enligt Prop. 1.9 vet vi

pani= ("),

n+k—1) )

Remark 1.16. Det finns ytterligare tolkningar av uttrycket ( ;

1. Det dr antalet funktioner f : M, — Nmed )., f(i) = k. Virdet
f(i) ar da ingenting annat &n antalet kulor i ladan L;.

2. Det ar antalet mojligheter att ta k kulor ur ett forrad med kulor av n
olika farger ¢y, ...,c,. Om f(i) ar antalet borttagna kulor av farg ¢;, sa

har vi ju 2y, f(i) = k.

Slutligen aterkommer vi till fragan vi har diskuterat i borjan och vill nu veta
vad som hander nar man ersatter trianglar genom ”/-anglar”:

Fraga: Lat ¢ € N,/ > 2. Vad maste vi kriva for |M|, for att varje
farglaggning y : Po(M) — F = {r,b} med tva fargar har en monokro-
matisk /-delméngd A C M, dvs.

X|py(a) = ¢
med ¢ = b eller ¢ =1r?

Vi ger inte nagot explicit svar, utan visar att det i alla fall finns nagon
lagre grans for |M]|:



Theorem 1.17 (Ramsey’s Theorem, forenklat). Fér varje £ € N, ¢ > 2,
finns det ett tal R = R({) sadant att varje farglaggning

X:Po(M)— F={br}

av en mangd M med atminstone R element har en monokromatisk (-delmdngd
ACM.

Remark 1.18. I synnerhet: Om man fargligger kanterna till en oandlig
méangd M, sa finns det godtyckligt stora dndliga delméngder A C M med
kanter av samma farg. Det rader alltsa inte "totalt kaos”! I sjilva verket
finns det t.o.m. en oandlig monokromatisk delmangd A C M, se Th.1.22.

Example 1.19. Om man véljer R(¢) som det minimala talet R som uppfyller
kraven i Th.1.17, sa har vi: R(3) = 6.

Utsagan i Th.1.17 gar enklare att visa, om vi forfinar den lite grann sadant
att den handlar om varje farg for sig. Den lyder da sa har:

Theorem 1.20. Fir varje par (¢1,03) av naturliga tal {; > 2 finns det R =
R(0y1,05) sadant att varje farglaggning

X :Po(M) — F={br}={c1,c2}

av en mangd M med atminstone R element har en bla {1-delmdingd eller en
rod lo-delmdngd.

Remark 1.21. R({) = R(¢, 7).
Proof. Vi gor induktion foljande ¢ := ¢ + (5.

1. Vi kan ta R(2,03) = {2, R(¢1,2) = ;. (R = 2 duger ju inte, eftersom
de konstanta farglaggningarna ocksa ar med.)

2. Nu antar vi ¢; > 2,05 > 2. Sedan ta
Li=R(l; —1,0y), Ly = R({1,05 — 1).
Talen ar valdefinierade enligt induktionshypotesen. Slutligen
R:= L+ Ls.
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Lat nu M vara en méngd med |M| > R och
X:Po(M) — F

en fargldggning; ytterligare M* := M \ {b} med nagot b € M. Vi
definierar
X"t M*— F,a— x({a,b}).

Lat n; vara antalet punkter i M* av farg ¢;. Eftersom ny + ny =
|M*| > Ly + Ly — 1, géller ny > L; eller ny > Ly — annars hade vi
juny < Ly,ns < Lo och saledes ny + ny < L1 4+ Ly — 2. Lat oss siga
ny > Ly, lat Mj C M* vara punkterna av farg c;. Enligt val av L,
hittar vi da

(a) en (f; — 1)-méngd C C My med x|p,c) = 1
eller

(b) en ly-méngd A C My, sadant att x|p,ca) = co.

I fall (b) har vi lyckats, i fall (a) tar vi A = C'U {b}.

For nojets skull visar vi:

Theorem 1.22. Lat
X:Po(M)— F ={br}

vara en fdarglaggning av kanterna till en odndlig mangd M. Da finns det en
odandlig monokromatisk delmdangd A C M.

Proof. Beviset bygger inte pa Th.1.20 eller dess bevis; det utnyttjar system-
atiskt |M| = oo och é&r inte konstruktivt:

Man skapar induktivt en f6ljd (z,) C M, sadant att kanterna {z,,z;}
har samma farg ¢, € F for alla j > n. Eftersom det ju bara finns tva farger
hittar vi en oandlig delméngd Ny C N sadant att ¢,, = ¢ € F for allan € Ny
och ta

A= {z,;n € No}.

Tillsammans med f6ljden (z,) skapar man en avstigande f6ljd av oéndliga
delméangder M, C M med x,, € M,. Man borjar med ett godtyckligt z¢ €
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My := M. Om z,, M, har hittats, ta M} := M, \ {z,}. Sedan har vi
M} = RU B, dar R resp. B bestar av punkterna i M}, sadant att kanterna
{x,, 2} ar réda resp. blaa. Atminstone en av dem &r oéndlig och den blir da
M, 1. Ta sedan ett godtyckligt z,, 1 € M, 1. ]

Multinomialkoefficienter: En delméngd A C M ger upphov till en dis-
junkt uppdelning
M=AU(M\ A).

Vi tittar nu pa uppdelningar i fler &n tva delmangder. For det behovs lite
forenklad notation:
Definition 1.23. Lat x = (21, ...,2,) € C" k= (ky, ..., k) € N".

L k| =Fk+..+k,

2. Kl =kl k),

k _ ki k
3. x =uay" - .xr.

Proposition 1.24. Latn = ky + ... + k.. Antalet disjunkta uppdelningar
M=MU..UM,

av en mangd M med n element 1 delmangder M;,i = 1,...,r av ordning
|M;| = k; dar multinomialkoefficienten

n ._ﬁl
k) kI

Proof. En uppdelning fas fram fran en f6ljd (ay, ..., a,) som tommer ut M,
dvs. M = {ay,...,a,}, genom att dela upp den i r bitar av langd ky, ..., k,.
Méangden M; bestar da av elementen i den i-te biten. Den tillhérande uppdel-
ningen ar den samma for foljden (by,...,b,), om permutationen 7 : M —
M, a; — b;, bevarar delmangderna M;. Nu motsvarar sadana permutationer
r-tipplar

dir k = (ki, ..., k)

(71, ey ) € S(M7) X ... X S(M,,).

Eftersom det finns k! = ky!- ... k! sadana r-tipplar och n! foljder (a4, ..., a,)
foljer pastaendet. ]
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Definition 1.25. Givet ett alfabet A = {a4,...,a,} och k = (ki,...,k;)
betecknar vi med

A(k)
mangden av alla A-ord, dar bokstaven a; forekommer k;-ganger.

Theorem 1.26. Lat A = {ay,...,a,} vara ett alfabet med r bokstiver, k =
(k1, ..., k) med |k| =n. Sedan

A= ()

Proof. Mark bokstéverna i alfabetet A, dvs. titta pa alfabetet

A= {(a;,5);1 <j < ki}.
Sedan

_JA@G, D !
k! Tk
O

Example 1.27. 1. Hur manga ord kan bildas fran ordet MISSISSIPPI
genom omkastning av bokstéaver? Losning: Vi tittar pa situationen

A={M,I,S P} k :=(1,4,4,2)

och far svaret "
|A(k)| = <k> = 34650.

2. Hur manga av dessa ord innehaller ordet SPIS? Losning: Vi tar
A={M,I,S P A} k=(1,3,21,1)
och tittar pa avbildningen
F: AKk) — A(k),

dér F(O) erhalls av O genom att bokstaven A ersdtts genom bok-
stavsfoljden SPIS. Vi har

|A(k)| = (i) = 3360.
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Avbildningen F' ar uppenbarligen surjektiv, men tyvéarr inte injektiv:
Det finns hogst tva SPISar: Antingen ar SPISarna disjunkta, t.ex.

MISPISIA X5 MISPISISPIS <— MIAISPIS.

eller de 6verlappar varandra sa har (SPI[S)PIS], t.ex.

MISISPIA X5 MISISPISPIS <& MISIAPIS.

Sa vi maste subtrahera antalet ord dar det ena eller det andra fenomenet
dyker upp:

(a) Rékna antalet ord med 5 bokstdver i alfabetet {M, I, A} med
k = (1,2,2); det blir 30 stycken,

(b) rékna antalet ord med 5 bokstéver i alfabetet {M, I, S, B} med
k =(1,2,1,1) - bokstaven B star for SPISPIS; det blir 60 sty-

= Y

cken.
Det slutgiltiga resultatet ar saledes 3360 — 30 — 60 = 3270.

Theorem 1.28. Multinomialsatsen:

2 Rekursion
Att rakna trad: Ett tradliv:
1. I dess forsta ar bar det ingen frukt.
2. 1 varje ar darpa bar det en frukt.
3. Frukten ramlar ner och under nésta ar uppstar ett nytt trad.
4. Traden dor aldrig.

Anta nu att en frukt stoppas ner i marken i slutet av aret 0.
Problem: Berakna antalet ¢,, av trad i slutet av aret n.
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Sa vi hittar:
1 tg=0,t; = 1.
2 tpir =ty +tn 1.
Remark 2.1. Foéljden (t,)en kallas Fibonacci-féljden.

Fraga: t, = g(n) = 7 Dvs. det efterlyses ett explicit uttryck g(n).
Losning: Forst vill vi ha en riktig rekursion genom att skriva

(tnro, tni1) = F(tn, tho1) = oo
eller kanske det ar enklast att noja sig med ett halvsteg

(tns1,tn) = Ftn, tho1) = (tn + ta1, tn).

Pa LA’s sprak lyder det sa har:

(-GG

tn 10 th1 )

Saledes:

med matrisen
11
A= ( 10 ) )

Om v € R? ir en egenvektor till A, sadant att Av = Av med ett komplext
tal A € C, sa har vi
A'v = \"v.

Vektorn ( (1) ) ar ingen egenvektor, men kanske A &r diagonaliserbar och

vi hittar en bas vi, vy € R? bestdende av egenvektorer till A, 1at oss siga
Av; = \;v;. Om vi sedan skriver

(é)z&vl—i-ﬁvg
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far vi

1
A" ( 0 ) = aA]vi + BA5va.

For att berakna egenvardena till A tar vi fram dess sekularpolynom
xa=X-X-1

med nollstallena

(1+f) 2(1—\/5)

w5 (1)

en bas till R?. I sjalva verket

Gl

()l ()0 (157

resp.

och egenvektorer

—— (1 +VB)" — (1 = V5)").

th =

2f

Lagg marke till att i ovanstaende uttryck termerna \/52 = 5% tar ut varan-

dra, medan \/52k+1 / V5 = 5F. S& det irrationella talet v/5 behdvs bara for
att fa en kortfattad formel.

Vi ska nu generalisera ovanstaende exempel. Vi borjar med en linjar
rekursionsrelation i r variabler, ett uttryck

L(zy,.c..,xy) = 1wy + ... + G,
med komplexa koefficienter ¢y, ...., ¢, € C och ar intresserade av alla foljder

a= (an)nEN S CN
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som uppfyller
ap = L(anfla ) anfr)

for n > r. Vi far uppenbarligen anta att ¢, # 0 - annars kan vi ju forkorta
rekursionsrelationen. De utgor ett delrum

VLCCN

till vektorrummet CN av alla komplexa foljder. Féljderna a € V7, kallas ocksa,
for L-rekursiva.

Remark 2.2. Vardena ay, ..., a,_; bestammer entydigt foljden a € V7, och
varje vektor in C" férekommer som ett begynnelsevarde. Eller med lite LA,
sa kan vi sdga att avbildningen att

Vi, — (Cr,a — (Clo, . ar_l),
ar en isomorfism av komplexa vektorrum. I synnerhet galler
dim V; = r.

Vi ska nu anvanda oss av samma strategi som i fallet av Fibonaccifoljden.
Vi tar fram ett komplext tal A € C och fragar, vad det behovs for att
potensfoljden

A= (A")pen € CY

ar L-rekursiv. Uppenbarligen ar det nodvandigt och tillrackligt att
N o= LOE NN

eller
galler med det karakteristiska polynomet
pr=X —aX ' — . —c 1 X —c

till rekursionsrelationen L. Légg mérke till att py(A\) = 0 innebér A # 0 pga.
¢ # 0. Men det finns fler mojligheter. Vi definierar

D:CN — N
genom
D(a) = (nap_1)nen.

I synnerhet galler
D(A) = (n)‘n_l)neN-
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Theorem 2.3. Lat \q, ..., \s € C vara nollstdllena till py, med multipliciteterna

T1y .00y Ts, dUS:
S

pr=[J(X =)

=1

Sedan utgor varje av nedanstaende familjer av foljder

1. D]()\Z)7Z =1,..,50< 7 <m

2. XIDI(\),i=1,..,5,0<j <
S (MIAN ) pen, i =1, ...,5,0 < j <1

en bas till vektorrummet Vi, av alla L-rekursiva funktioner. I synnerhet har
varje L-rekursiv foljd (an)neny € Vi formen

S

Ap = Z Gi (n)/\7

i=1
med entydiga polynom g;(X) av grad < r;.

Proof. Vi visar forst DI(\;) € Vg for ¢ = 1,...,5,0 < j < r;. Vi skriver

A = \;, 0 = r; och resonerar sa hér:
Lat A € C vara ett nollstalle till p = py. For

g(X) = X""p(X) = X" =Y X
=1

och j < o har vi for den j-te derivatan ¢¥) att

och det betyder ju helt enkelt

r

(n ’i!j)!mj S e (—(n“_l ;f);)!x"”) — 0,

i=1

dvs.

bn — i Cibnfi =0
=1
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ifall D7(A\) = (bp)nen. Sa vi har visat att den forsta familjen bestar av L-
rekursiva foljder. Sedan &ar det latt att se att de andra tva familjer spanner
upp samma delrum till V. Eftersom den tredje familjen ar linjart oberoende
och

S
dimV, =r = E i,
i=1

foljer pastaendena. O]
Example 2.4. Vi tittar pa rekursionsformeln
an = L(an—1,an-2) = 20,1 — Qp_2
Da har vi p;, = X? —2X + 1 = (X — 1)? och ser att foljderna
(Dnen, (M)nen

utgor en bas til V.

Till sist diskuterar vi foljder a = (a,)neny € CV som uppfyller en inho-
mogen rekursionsrelation

an = L(an_1, ..., an_) + dyp

med nagon foljd d = (d,,)n>,. FOr att forsta lite béttre situationen tittar vi
pa den linjara avbildningen

T:CY — CVarc=(c),

dar
Cn ‘= Qp4r — L(an+r—l7 EEEE) an)a

sa dpr = cp. For k€ Noch A € C\ {0} definierar vi delrummet
Er(N\) :={a = (ap)nen; an = q¢(n) A" med ett polynom ¢(X) av grad < k}.

Uppenbarligen galler
dim Ex(\) =k + 1.

Det &r latt att kolla att delrummen Ej () dr T-invarianta, dvs.

T(Ex(A) C Ex(N).
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Vi har redan sett att
ker(T) == VL = Em—l()\l) + ...+ Ers—l()\s)~

Det foljer att T inducerar en isomorfism

=3

om pr(A) # 0. Om déremot pr(A) = 0

surjektiv avbildning

med multiplicitet o, sa far vi en

Erio(A) = Ex(A).
med kirna E, ;(A). Vi sammanfattar

Theorem 2.5. Lat q(X) vara ett polynom av grad k samt A € C\ {0} med
multiplicitet o som nollstdlle till p(X), i synnerhet o =0 om pr(A) #0

1. Det finns en entydig foljd a = (an)nen som uppfyller
an = L(an_1,...;an_p) + q(n) A"
sadant att
a, = n?g(n)A\".
med ett polynom g(n) av grad k.
2. Mingden av alla foljder i E(N) := ,oq Ee(N) som uppfyller den givna

rekursionsrelationen ar
a—+ Eg_l()\).

Example 2.6. 1. Vi vill losa
Ap — 4an_1 — 4(1,n_2 + 2",

Forst pr(X) = X?2—4X+4 = (X—2)%2. Med A =2 harvig(X) = 1,k =
0, 0 = 2 och vet enligt Th.2.5 att (n?g2"),en ar en 16sning for lampligt
g € R. For att bestamma g stoppa vi uttrycket in i rekursionsrelationen
och far ekationen

g-n?2" =4(n —1)%g2" L —4(n — 2)%g2" 2 4 2"
g-n?2" +0-n2" + (1 — 2g) - 2.

Saledes g = 5 och den allménna lésningen i F(2) har formen

1
2
1 20n n n

19



2. Vi letar efter foljden (a,,)neny med

a, = 4a,_1 — 4a,_o + (g) ,a90 =0 =ay.

Vi har igen pp(X) = (X —2)> och A = 1,0 = 0,k = 2,¢(X) =
1(X? — X). Forst tar vi fram l6sningen enligt Th.2.5, dvs. vi letar
efter en foljd

(9(n))nen

med ett kvadratiskt polynom g(X) = aX? + X + . Vi stoppar in i
rekursionsrelationen:

g(n) = an® + B+ 7 = 4(gln — 1) ~ gln —2)) + 3(n’ —n)

1 1
= n2+(8 ——)-n+(4ﬁ—120¢),
2 2
dvs. ) .
P P :8
a=g, B 5 7=28,
resp.
1, 7

Slutligen géller det att bestimma A, B € C, sadant att

a=(g(n))nen + A(2")nen + B(n2")nen

uppfyller ag = 0 = a;. Med andra ord: A = —8, B = 2 och sa har vi
hittat: { .
an = §n2—|—§n+8+(n—4)-2”+1.

3. Om vi tittar pa en foljd
g(m)A" + ()",
sa hittar vi polynom g, § som ovan och far 16sningen

n2g(n) A" 4+ nlg(n)\".
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3 Genererande funktioner

I kombinatoriken géller det ofta att forsta en f6ljd av tal (ay,)nen, som rdknar
nagonting man ar intresserad av. Foljder kan man addera, men ocksa multi-
plicera. Deras multiplikation ar enklast att hantera om man skriva i stallet
for (an)nen en serie:

Definition 3.1. Potensserien

f= i a, X"
n=0

kallas den till foljden (a,)nen tillhorande genererande funktionen.

Om det bara ar andligt manga a, # 0, sa handlar det om ett polynom
och man kan tolka summan som ett uttryck som beskriver en funktion

C—C,zm f(2) := Zanz".

n

Lat oss i stallet titta pa den enklaste oandliga serien, den geometriska serien
F=14+X+X24+X3+ .

Vi vet att f(z) &r definierat for |z| < 1 och far en komplexvérd funktion

1
1—2

Dy(0) —>C,z»—>Zz”:

pa enhetscirkelskivan D;(0). Har betecknar
D,(0) :={z€C;|z| < 1}

den Oppna cirkelskivan i det komplexa planet med radien r. Men det kan
lika bra hdnda att f(z) har nagon mening bara om z = 0, da vi har

f(O) = Q.

T.ex. {Or

f= i n! X"
n=0
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ar det sa. Anda kan vi manipulera sadana serier - de kallas for formella
potensserier. Mangden av dessa serier betecknas

Cl[X]] = {Z an X" an, € (C} ,
n=0
den omfattar mangden
ClX] = {ZanX”;r € N,a, € C}
n=0

av alla polynom. De adderas koefficientvis

D an X"+ b X" = (an +by) X",

n

medan multiplikationen bygger pa likheten X" X™ = X"t Med andra ord:

(Z anX”> : <; an”> => <i akbn_k> xn.

n n k=0

Example 3.2. (1 - X)) X" =1. Sa vi far definiera

1 S n
%= ;OX e C[[X]].

Proposition 3.3. Om f(0) # 0, sa finns det g € C[[X]] med
fg=1

Vi skriver da % =gq.

Proof. Skriv f = ag — Xh(X). Vi far anta ap = 1 och tar

g:=1+Xh(X)+ XWX +..=> a,X"
Summan ar valdefinierad, eftersom det ar bara termerna

XFh(X)* k<n

som bidrar till a,. Med andra ord: Den oandliga summan ar koefficientvis
en andlig summa, dar antalet termer som bidrar till a,, ar n + 1. ]
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Example 3.4.

1
_ =1 - (X -X? X -X?)? - (X = X*+ ..
T s X (XX (X
I-(X X))+ (X?-2X?+ XY - X+ . =1-X-3X+ ...

Definition 3.5. For f =) a,X"™ € C[[X]] definierar vi dess derivata

f=) nap X
n=1
och den n-te derivatan
F™ e ClX]]

genom induktion:

FO = Ff0D = (10

Proposition 3.6.

n.

> fn)
n=0

Example 3.7. 1. Binomialkoefficienter: Ta f = (1 + X)" = >, ax X",
dar a; ar antalet mojligheter at skriva k£ som en summa

Nu ar
9=+ ﬁ!k)!(HX)"’“,
dvs.




2. Vi har
1 A" .
WZG?}>:ZEM

med a; = antalet sitt att skriva

med termer ¢; € N. Nu har vi

1

ﬂm:nm+n.mxn+k—wﬁjyﬁﬁ

och saledes
fO0)=nn+1) ...-(n+k—1)

resp.

ak:%n(nJrl)-...-(nJrk:—l):

Vi sammanfattar

ety (retor)

()5

3. Om a, ar antalet satt att betala n kronor med 1, 5, 10kronorsmynt,
50- och hundralappar, sa har vi

o0

X 1 1 1 1 1
E a, X" = .
1—- X1— X51— X107 — X507 _ X100

n=0

Vi kommer tillbala till L-rekursiva foljder:
Theorem 3.8. Lat

T S

h(X)=X"p (X =1-> X' =@ -X\X)",

=1 i=1

dar pr, ar det karakteristiska polynomet till rekusionsrelationen L av langd r.

For en potensserie
[e.e]
f=2 anX"
n=0

ar foljande pastaenden ekvivalenta:
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1. Den dr den genererande funktionen till en L-rekursiv foljd (an)nen, dvs.

Ap — C1Ap_1 — ..... — Clpy_yr =0, Vn > .
med ¢, # 0.
2. Vi har
- 7

med ett polynom g € C[X],deg(g) <
Example 3.9. For Fibonaccifoljden (tn)neN har vi r = 2 och
p(X)=X?-X -1, (X)=1—-X — X%

Ansatsen
g(X)=c+dX
leder till

f= }:tX”—c+dxx1+@¥+X%+nq:qﬁwd+@X+“.

dvs.
c=0,d=1.
Alltsa %
I=1T—x_=x*

Vara resultat om L-rekursiva funktioner foljer ocksa fran

Theorem 3.10. Lat
f =

med ett polynom g € C[X] och

e Cl[X]]

SN

»

(1 —=XNX)"
=1

Sedan kan vi entydigt skriva

& ﬂzy
00+ 3 (£ )

med ett polynom p(X) av grad deg(g) — deg(h) och B;; € C.
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Corollary 3.11. Rationella funktioner

f— , deg(g) <

motsvarar biyjektivt summorna

s T ﬂij
> (L) wee

i=1

Remark 3.12. Forsta termen p far man med hjalp av en polynomdivision
g=ph+r,
dér deg(r) < deg(h). Sedan far vi

rol L - h
P (Z (Zm5>)

i=1

resp.
X)
T_E (E 1—/\) 51.].)

och jamfor koefficienter framfor X* pa VL och HL. Det blir ett ekvationssys-
tem i de obekanta 3;; med en entydig 16sning.

Example 3.13. 1.

1 A B

f:(l—AX)(l—pX):l—AX+1—uX

_ (A+B)— (BA+ Ap)X
T -pX)

dvs.
A+B=1,BX+ Au=0.

resp.



143X

f:1—&w+ax3

Vi har

1-3X2+2X3=(1-X)(1+ X —2X%) = (1 - X)*(1 +2X).

Saledes
F= it Tt T
=T—% (1—X)?2 " 1+2X
Da har vi
1+ 3z 2
C= 1l 1+2z) = S0
x_)1£r11/2f(9c)( +22) (I =2)% 1 !
Ytterligare
1+ 3 4
B =l 1—2)’ = )
mlg%f@)( z) 1+2x,-0 3

Till sist far vi A = —% pga. 1 = A+ B+ C - jamfor den konstanta
termen i taljarpolynomen.

Corollary 3.14. Vektorrummet Vi, C C™ har basen

) —1
()
n neN

dir1<i<s,1<j5<mr;.

Remark 3.15. (j+”_1) ar ett polynom av grad j7 — 1 i variabeln n.

n

Proof. Lat

WX) = X"p (X =] —nx)m.

=1

Foljderna (a,)nen € Vi, motsvarar rationella funktioner

CIXT > Y " = % deg(g) < r = deg(R),
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och via partialbraksuppdelning motsvarar de summor
9X) (v Bij
hX) ~ 2 (Z oAy )
Men vi har redan sett att

1 [(j+n—1
s M N EES

n=0

anvand Ex.3.7.2 med j i stallet for n och n i stallet for k. n

Definition 3.16. Potensserien
Z A o,
f - 0 H ’

kallas den till foljden (a,)nen tillhorande exponentiella genererande funktio-
nen.

Example 3.17. Lat a, := antalet satt att bilda ord med n bokstaver fran
alfabetet A, B,C med tva A. Med andra ord, a, = antalet disjunkta up-
pdeliningar

{1,...,%}:PAUPBUP0,|PA’ Z 2.

me 2 0

keNS k1 >2

ap, 1
S DR v

keN3, [k|=n,k; >2

Saledes
och

Med andra ord

00 k
Z In yrm _ Z ﬂ

n! k!
n=0 keN3 |k|=n,k; >2

= (e —1—-X)eXeX =X (e -1 - X).
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4 Inklusion och Exklusion
Remark 4.1. 1. |AUB| =|A|+|B|—|ANB|.

2. |JAUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC]|.
Theorem 4.2. Lat ) vara en andlig mangd och Ay, ..., A, C Q). Ytterligare
X:=JA, v =0\X,

i=1

medan, for J C M, :={1,...,r} sdtter vi

Aﬁ:ﬂ&.

icJ
Sedan
1.
V)= > (A,
JCMT
2.

XI= > (=)HAy).

0£JC My

Proof. For en funktion f : (2 — C satter vi

[1=% @

€N

Au+mzéf+ég
[ xa=a

T

Y =B

i=1

och anmarker att

och

Vi har
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T

Xy = HXBz = H(l - XAz)
=1

i=1

= > O T = D2 (=0 xa,

JCM, ieJ JCM,

Integration ger den forsta likheten. Andra likheten foljer sedan fran:

X =19 - Y= 9] — 4] + D (=14,
D#£JC M,

[l
Corollary 4.3. Om |A;| bara beror av |J|, dvs. |As| =t €N, sa har vi

1.

NESNCIEIS

k=0

=300 ()

k=1
Example 4.4. Lat X,Y vara méngder, m := |X| > n := |Y|. Sedan ar

S ) -

k

k=0

antalet surjektiva funktioner f: X — Y. Vi tar
Q=YY"

och for y € Y satter vi

Ay ={feYryd (X))}

Saledes ar

2\ | 4,

yey
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méngden av alla surjektiva funktioner fran X till Y. Men for J C Y har vi
A=Y \J)*

resp.
[Asl = (n — k)™

om k = |J|.
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