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1 Mangder

Méngdlaran samt odndliga kardinaltal gar tillbaka till Georg Cantor (1845 -
1918). Vi paminner om méngdlarans grundbegrepp:

Definition 1.1. En mangd M ar en sammanfattning av vissa objekt, dess
element. Tva mangder M, N ar lika:

M=N
om de har samma element. Vi skriver
reM

om objektet  ar med i M som element. I synnerhet finns det en mangd,
den tomma méngden (), som inte har nagra element alls.

Den tomma méangden () kan jamforas med nollan: Det ar bekvamt att ha
den till sitt forfogande. Téank dig méngderna som paket: Det finns ju ocksa
ett tomt paket.

Example 1.2. 1. N:={0,1,2,3,...}.
Gud

2. Vi ska snart diskutera méanniskornas forsok att skapa naturliga tal.
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3. R := {z;x reellt tal}. Har kan vi inte langre rada upp alla element, en
sak vi ska visa senare.

Remark 1.3. 1. En méangd kan beskrivas genom ett pastaende om dess
element: Méangden

{o; P(z)}
har som element alla objekt = sadant att pastaendet P(x) &r sant.
Exempel:
(a) {x;r e R,2? =1} = {&1},
(b) {z;z € R,z*> = -1} = 0.
(c) Intervall: Slutna: [a,b] := {x € R;a <z < b} och 6ppna: (a,b) :=
{r e Rja <z < b}

2. Lat A, B vara méangder. Vi skriver
ACB

och kallar A en delméngd av B om alla element som tillhér A ocksa
tillhor B. Eller symboliskt:

innehéar

rc A = x€B.

3. Méangddifferens: Lat A, B vara méngder. Deras differens A \ B ar
méngden

A\ B :={x;x € Aoch x € B}.
Exempel: A = [a,b], B = (a+b_T"’,b— I’_T“), sa ar

A\ B = {a,a—l—b;a} U {b—b_a,b].
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4. Lat A,,n € N, vara en foljd av méngder. Deras union ar mangden

3

> —_—t~~
U A, = {x;det finns ett n € N:z € A,}.

n=0

Exempel: Ta A, := [%, 1— %] ,n € Nyg. Da har vi

GAn = (0,1).



5. Lat A,,n € N, vara mangder. Deras snitt &r mangden

%
o0 —
ﬂ Ap ={x;foralla ne N:z € A,}.
n=0
Exempel: Ta A, := [an,b,]. Om intervallfoljden A, &r avstigande,

dvs. A, D A, for alla n € N och langderna konvergerar mot 0, dvs.
b, —a, — 0, sa har vi

() An = {c}.
n=0
med det reella talet ¢ = lim,,_,o @,, = lim,,_, o, by,.

6. Cantors diskontinuum: Vi tar

1 2
T°:=[0,1,T" := |1, = | U |=,1| =T} UTy,
3 3
far fram i det tredje steget
4
=1y,
k=1

dar T? resp. Ti ar den forsta tredjedelen till T} resp. T} och T% resp.
T? den sista tredjedelen. Om vi fortsitter far vi allmant

on
™" = U TIZ:17
k=1

L
3n7

C = FjOT"

kallas for Cantors diskontinuum. Punkterna i C' motsvarar avstigande
intervallfoljder T, dvs. vi har k., = 2k, eller k,y = 2k, — 1.
Motsvarande punkt = € C' definieras genom

med delintervall 77" av langd

Snittet

sadant att 17", | ligger hoger om T}

(75, = {a}.
n=0
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medan en punkt z € C tillordnas foljden 7! med z € T}?. Om vi
anvander oss av den treadiska utvecklingen, sa far vi

C = {xGR;x:Zaﬁ_”,an € {0,2}}.

v=1

Bevis: 7C”: Forxz € CnN T,g’;l satter vi

W .. J0 , omuze Tyt
e 2 , omuxeTy "

v
saledes x =Y a,37".

72" Omnux =Y 2 a3 ar givet, ta k,, sadant att »__ a,37"

v=1
ar vanstra andpunkten till 7}! . Sedan har vi dven x € T} och saledes

ocksa z € (o, Tpr C C.

Sedan dr """ a, 37" viinstra dndpunkten till intervallet 7, ]Z:ll > x och

. Sadana ”patologiska” mangder som hans diskontinuuum C' har lett
Cantor till méngdlaran, i synnerhet ocksa till kardinaltal. Den ar en
kalla till manga intressanta anmérkningar, t.ex. foljande:

(a) C &r en "tunn” delméngd till enhetsintervallet [0,1]: Dess kom-
plement [0, 1] \ C' har samma langd som [0, 1] pga.

2V
Z ot L,

v=0

men det har lika manga element som [0, 1].

(b) Det finns en kontinuerlig icke-avtagande funktion som &r deriver-
bar pa R\ C' med derivata f’ = 0, den &r icke-avtagande och man

har
0, omz<0

f(x):{l , omz>1

Man utvidgar ovanstaende funktion stegvis fran R\7™ till R\ 7.
Det tillkommer 0ppna intervall av langd :371%7 vardet av f pa ett

av dem ar medelvardet av dess viarden pa de tva grannintervallen
iR\ 7™ For z € C definierar man

f(x) = lim f(a,)
med nagon foljd (z,)ney C R\ C.
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10.

11.

12.

13.

. En avbildning (eller funktion) f : A — B &r en regel som tillordnar

varje element x € A ett element f(z) € B.

. Lat A vara en méngd. Den identiska avvbildningen

ldAA—>A

tillordnar x € A sig sjélv, dvs. ida(z) = z. Ibland skriver vi bara id,
om det ar klart om vilken mangd A det handlar.

Avbildningar f : A — B och g : B — C kan sammansattas till
avbildningen

gof:A—C
med (g o f)(x) == g(f(x)).

En avbildning f : A — B kallas injektiv om olika element z, 2’ € M
tillordnas olika varden:

r#a = f(2) # [(&).

En avbildning f : A — B kallas surjektiv om varje element y € B
forekommer som ett funktionsvéirde: y = f(z) med nagot = € A, dvs.:

Vye Bare A: f(x)=y.

En avbildning f : A — B kallas bijektiv om den ar bade injektiv och
surjektiv. I sa fall finns det en avbildning

f':B—A

med
flof=ida, fof ! =idg.

Héar kommer nu nagra ytterligare funderingar om méangdbegreppet:

Remark 1.4. 1. Hur kan vi skapa méangder? Om a ar nagot objekt, sa

kan vi naturligtvis forpacka det i ett paket: Vi far méngden

{a} = {z;2 = a},

som har precis ett element, objektet a namligen.
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2. Vilka objekt finns det i vart universum? Maéangderna sjalva ar objekt.
Da har vi den icke-tomma mangden:

{0} #0.

Ar man nu snal sd tar man @) som ”urobjekt” och forpacka den pa olika
upprepade satt.

3. En liten lek: Naturliga tal i denna varld::
0:=0,

samt
n+1:={0,1,...,n}.

Med andra ord

1={0},2=1{0,{0}},3={0,{0},{0,{0}}}, 4= ...

Vi anmarker
n<m<<snacm

och
n<m-<—necm.

Uppenbarligen
n+1=nU{n}.

Sedan definierar vi: N ar den minsta méangden, sadant att
(a) 0 €N,

(b)) ne N=nuU{n} eN.

Fragan &ar nu, varfor det finns nagon sadan mangd. Jo, satt helt enkelt

N:= ﬂ A.

A méngd som uppfyller (a) och (b)

Vi ska inte anvanda den har méangdteoretiska tolkningen av naturliga
tal, vi har bara namnt den for rolighetens skull.
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4. Till sist blir vi lite galna och sammanfattar alla mangder i ”allmangden”
A = {M; Mméngd}.

Da galler i synnerhet A € A. Fast det verkar lite besynnerligt, maste
det ocksa vara farligt? Jo, i alla fall blir det riktigt farligt, om man tittar
pa foljande delmangd B C A, som har som element alla ”harmlésa
méangder”:

B:={M e A;M ¢ M}.

Antanu B ¢ B. Dafar vi B € B, medan B € B leder till B ¢ B, med
andra ord, det blir motségelse! (Russellska antinomin, Bertrand
Russell (1872 - 1970)). Problemet hér ar sjalvreferensen: Man har inte
an skapat méngden och fragar redan da vilka egenskaper den har. Men
denna tidsaspekt ar ju ingenting som spelar nagon roll i matematiken.
I stéllet maste man for att undvika sadana motségelser komma fram
till nagra begransningar i skapandet av méangder.

5. ZFC-axiomsystemet &ar det allmént accepterade regelsystemet for
beteendet och skapandet av mangder (Ernst Zermelo (1871 - 1953),
Adolf Abraham Halevi Fraenkel (1891 - 1965), axiom of Choice), det

handlar om ett mangduniversum, dar alla objekt sjalva ar mangder.

6. For ZFC-méangderna géller alltid M ¢ M: Funderingsaxiomet (som
ingar i ZFC) séger att varje mangd A har ett element B € A, sadant
att BN A = (). Funderingsaxiomet forbjuder namligen att det finns
oandliga foljder (B,,)neny av méngder B, med

B, 3 B,i1
for alla n € N. Om sa ar fallet tittar vi pa méngden
A :={B,,n €N}

och ser att B, € B, N A for alla n € N. I synnerhet férbjuds alltsa
M e M.

Har gor vi oss inte besvaret att diskutera alla ZFC-axiom, utan forblir
naiva i forhoppningen att det inte gar snett.



2 Kardinaltal

Malet med det fOorsta avsnittet ar att beratta lite grann om oandliga kar-
dinaltal. Andliga kardinaltal &r helt enkelt naturliga tal, som anvands for att
rakna antalet element i en dndlig mangd. Men begreppet kan generaliseras sa
det passar for oandliga mangder ocksa. I sjilva verket sager vi inte explicit,
vad ett oandligt kardinaltal ar for nagonting, utan bara hur de hanteras. Men
sa ska vi ocksa gora med reella tal i femte avsnittet!

Definition 2.1. Vi sdger att tva mangder M, N har samma kardinalitet om
det finns en bijektion
f:M — N.

I sa fall skriver vi ocksa M ~ N.
Remark 2.2. Relationen ~ har foljande egenskaper: Den ar
1. refleviv: M ~ M. Ta f =idy

2. symmetrisk: M ~ N om och endast om N ~ M. Om f: M — N ar
bijektiv, sa dr den inversa avbildningen f=': N — M ocksa bijektiv.

3. transitiv: M ~ N, N ~ O innebar M ~ O. Om f : M — N och
g : N — O ér bijektiva, blir sammanséttningen go f : M — O ocksa
en bijektion.

Definition 2.3. Lat M vara en méngd. Kardinaltalet |M| &r ett matt for
storleken av mangden M, vi har

M| =n€eN

for en andlig mangd M med n element. Annars forvantar vi oss av vara
kardinaltal
|M| = |N| om och endast om M ~ N.

Kardinaltalens storlek jamfors sa har: Vi skriver
|M] < [N,

om och endast om det finns en injektiv avbildning ¢ : M — N. (Krokpilen
— anvéinds ibland for att betona att en avbildning ar injektiv.)



Remark 2.4. Anta att injektionen ¢ : M — N inte ar surjektiv. For
dndliga méingder innebér detta |M| < |N|. For odndliga méngder ar det
annorlunda: Ta M =N= N och ¢t:N— Nz~ z+ 1.

Proposition 2.5. Lat f : M — N wvara en surjektiv avbildning. Sedan har
vi | M| > |NJ|.

Proof. Plocka fran varje fiber
Fy={z e M;f(z) =y}, y €N,

ett element och samla dem ihop i en méngd L € M. Da ar f|, : L — N
en bijektion och saledes |N| = |L| < |M]|. O

Att det gar bra med framplockningen kréavs det i urvalsaxiomet:

Urvalsaxiom: Givna icke-tomma parvis disjunkta méangder A;,7 € I, dvs.
A;NA;=0fori,jel,j+#i, finns det en méngd B med

|IBNA;| =1
for alla ¢ € 1.

Definition 2.6. En méngd M kallas rdknebar om M ar andlig eller

M| =w:=|N].

7

Hér anviands notationen ”:=" for att betona att det inte handlar om ett
pastaende, utan att vanstra ledet, i det hér fallet w, inférs som ett nytt
namn pa hogra ledet, de naturliga talens kardinalitet.

Remark 2.7. En oandlig mangd M ar raknebar om dess element kan radas
upp i en foljd:
M = {Go,al,ag, ..... }
Nimligen om f : N —s M ir bijektiv, s siitt
an = f(n).
A andra sidan ger en f6ljd (a,)nen upphov till avbildningen

fN— Mnw— a,.
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Example 2.8. 1. N ar raknebar.
2. Z ar raknebar:

Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,4, ...},

3. N? ar raknebar:
N? = {(0,0), (1,0), (0,1),(0,2), (1,1),(2,0), (3,0), (2, 1), (1,2), ........ }.

Rita en skiss genom att forbinda successiva punkter i planets forsta
kvadrant!

Proposition 2.9. Vi har w < RN for alla oandliga kardinaltal N.

Proof. Vivisar att varje oandlig mangd M har en oandlig raknebar delmangd.
Induktivt skapar vi en f6ljd (a,)neny € M med parvis olika element och sétter
L := {an;n € N}. Ta nagot som helst element ag € M. Om ay,...,a, ar
hittade, plocka a,1 € M \ {ao, ...,an} # 0. O

Nu ar det dags for nya mangder:
Definition 2.10. Lat M, B vara mangder.
1. Pontensméngden P(M) ar
P(M) = {4; A © M},
méangden av alla delméngder till M.

2. Med
MP .={f,f:B— M}

betecknas mingden av alla avbildningar f : B — M.
Example 2.11. 1. P(0) = {0}.
2. P({0}) = {0,{0}}.
3. P({0,1}) = {0, {0}, {1},{0, 1}}.

4. Om M ar andlig, sa har vi
{0, 134 = 21,
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(ay,...,a,) med komponenter i M.

6. Mingden MY kan uppfattas som mingden av alla foljder (a,)nen med
element a, € M.

Definition 2.12. For ett kardinaltal |M| definierarar vi
2M1 = 1{0,1}M].
Proposition 2.13. Vi har
(M) = 2
Proof. Vi skapar en bijektion
®:{0,1}M — P(M).
Namligen
O(f) =Er:={ze M, f(zr)=1}
Den tillhorande inversa avbildningen ar

U P(M) — {0,1}M,

med W(A) := xa, dar x4 : M — {0,1} &r den karaktdristiska funktionen
till delmangden A C M, dvs.

(z) == 1, ifzeA
XA =Y 0, ifzd A

Proposition 2.14. Vi har
2Y > w.

Proof. Pga. Prop.2.9 ricker det att visa att {0, 1}V intev &r riknebar. Anta

(0,13 = {fo, fi, for oo}

med funktionerna f,, : N — {0,1}. Sedan &r funktionen ¢ : N — {0,1}
med

g(n) =1 fu(n)

inte med i var uppréakning! Motsédgelese! O
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Olikheten R < 2% for X = n,n € N, och X = w kan generaliseras:
Proposition 2.15. For alla kardinaltal X har vi
N < 2%,
Proof. For en méangd M maste vi visa
|M| < |P(M)].

Vi har |M| < |P(M)], eftersom

M — P(M),x — {x},
ar en injektiv avbildning. Anta att det finns en bijektion

F:M— P(M).

Vi anvander oss av samma argument som i Russellska antionomin: Titta pa
mangden

A={xe Mz & F(x)}.
Men F' &r ju en bijektion, saledes
A=F(y)
med nagot y € M. Nu fragar vi om y € A eller ej:

1. Om y € A = F(y), sa hittar vi y € A enligt definition av méngden A,
sa det gar alltsa inte.

2. Om y € A= F(y), sa hittar vi y € A, sa det gar inte heller.

Med andra ord, vart antagande, existensen av en bijektiv avbildning F :
M — P(M), var fel. O

Corollary 2.16. Det finns odndligt manga odndliga kardinaltal.

Vi har definierat relationen ”<” for kardinaltal och hoppas att den har
samma egenskaper som den har nir man jamfor naturliga tal (= édndliga
kardinaltal). Hér &r ett forsta steg at det hallet:
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Proposition 2.17. Lat M, N vara mdangder. Olikheterna
|M[ < [N| < [M]

mnebar
|M| = |N]|.

Proof. Let v : M

— N and j : N — M vara injektioner. Med A :=
Ji(M)), B = j(N)\ A C:

= M\ j(N) far vi en disjunkt uppdelning
M=AUBUC.

Och sa anvander vi nedanstaende lemma med f = j o . O

Lemma 2.18. Anta att mangden M ar en disjunkt union M = AU BUC
och att det finns en bijektion

f:M— A
Sedan finns det ocksa en bijektiv avbildning
h: M — AUB.
Proof. Vi rekommenderar lasaren att rita en skiss med
A=1[-1,2|,B=(2,3],C = (3,4]
samt

5 ifxz>0
s ={

, ifz<0 7

for att hanga med i foljande argumentation:
Vi har en avstigande foljd

Ag=AD A = f(A) D Ay:=f*(A) D ...
och med B, := f"(B),C, := f*(C) far vi den disjunkta uppdelningen
An = AnJrl U Bn+1 U CnJrl-

Vi tar nu

D= FA)
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och far en oéndlig disjunkt uppdelning

M=DU G(Bnuon).

n=0

Vi definierar nu bijektionen

h:M— AUB=DU| J(B,UCps)

n=0
genom
h’D = idD, h‘Bn = idBm
medan
Corollary 2.19. Vi har
IR| =2~.

Proof. 1. 72¥ < |R|”: Avbildningen

{07 1}N — R, (an)nEN = % %7
ar injektiv.
2. 72¢ > |R|”: Avbildningen
(0,11 — 0.2 (0 3
n=0

ar surjektiv. Saledes
22 > [0, 2]] = 1(0,2)] = [R],
eftersom

1—=x

(0,2)—>R,x»—>m

ar en bijektion.
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Andra steget i vart program blir:

Proposition 2.20. Kardinaltalen till tva mdangder M, N kan jamforas: Det
galler
|M| < |N| eller |[M| > |N|.

Problemet man har ar att man inte har riktigt koll pa vilka avbildningar
som finns mellan tva mangder. Knepet ar att man inte betraktar alla avbild-
ningar, utan infor en ”ordningsstruktur” pa vara mangder och sedan kraver
att avbildningarna bevarar ordningstrukurerna. Vi behover nagra nya be-

grepp:

Definition 2.21. En linjar ordningsralation pa en méngd M &r en rela-
tion “<”, som ar

1. reflexiv: For alla x € M har vi z < x,

2. antisymmetrisk: For alla x,y € M medfor olikheterna » < y < x
likhet: z =1y ,

3. transitiv : For alla z,y, 2 € M medfor olikheterna x <y < z olikheten
<z

4. linjar (eller total): Tva godtyckliga element x,y € M kan jamforas: Vi
har z < y eller y < x.

En valordning pa M ar en linjar ordning, sadant att varje icke-tom
delméngd My C M har ett forsta element a € My, dvs. sadant att a < x
galler for alla x € M,.

Example 2.22. 1. N med den naturliga ordningsrelationen ar valordnad.

2. R med den naturliga ordningsrelationen ar inte valordnad. Sjalva reella
linjen har inte nagot forsta element, men inte heller har det 6ppna
enhetsintervallet (0,1) C R det - vi har ju 0 & (0,1).

3. N2 med den lexikografiska ordningen #r vilordnad: Den lexikografiska
ordningen fungerar sa har: Vi skriver

(a,b) < (c,d),

om a < ¢ eller a = csamt b < d.
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Definition 2.23. Lat M vara vilordnad. Givet ett element a € M sadant
att
M., ={x e M;z>a}#0

definierar vi dess omedelbara eftertriddare o(a) € M (successor) som det
forsta elementet i M-, dvs.

M>a = MZO’((I) .

Remark 2.24. Ett element a € M har inte nodvandigtvis en omedelbar
foretradare, dvs. ett element b € M, sadant att a = o(b), &ven om det inte
ar M’s forsta element. T.ex. ta M = N? med den lexikografiska ordningen
och a = (1,0). Daremot géller o(a) = (1, 1).

Definition 2.25. En delmangd M, C M till en valordnad mangd kallas ett
mitialsegment omm x < b € My = x € My, dvs. med ett element b € M,
ligger ocksa alla dess foretradare i M.

Remark 2.26. For ett initialsegment M, C M till en valordnad mangd
galler:

1. antingen My = M

2. eller
My=M., :={x € M;z <a}

med nagot a € M, ndmligen det forsta elementet i M \ M.
Theorem 2.27 (Valordningssats). Pa varje mdingd M finns det en vdlordning.
Vi ska forst visa Prop.3.10: Vi behover:

Lemma 2.28. Lat My C M, Ny C N vara initialsegment till de valordnade
mangderna M, N. Anta vi har ordningsbevarande abildningar f, g som i dia-
grammet
MoLoN
U U,

M, -+ N,

ddr g ar bijektiv och f injektiv med f(M) C N ett initialsegment. Sedan har
v g = f‘MO'
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Proof. For att borja med sa har vi

fla) =b=g(a),

dar a resp. b ar forsta elementet i M resp. N. Ytterligare

f(M<C) = N<f(6)

samt

9(M<C> = N<9(C)

for ¢ € My. Om inte f = g pa My ta ¢ € My som det forsta elementet, déar
f, g inte overensstammer. Sedan har vi

N<g(c) = 9(M<c) = f(M<c) = N<f(c)
och saledes g(c) = f(c). Motségelse! O
Prop.3.10 foljer nu fran valordningssatsen och:
Lemma 2.29. Lat M, N vara vdlordnade mdangder. Sedan finns det

1. ett initialsegment My C M tillsammans med en ordningsbevarande bi-
jektion My — N

2. eller ett initialsegment Nog C N tillsammans med en ordningsbevarande
bijektion M — N,.

Proof. Vi kan anta att bade M och N ar valordnade. Vi tittar pa par
(My,Ny), dar M7 C M och Ny C N ér initialsegment och det finns en
(entydig) ordningsbevarande bijektion f; : M; — Nj. Anta nu att (Ms, No)
ar ett sadant par till. Vi far anta M; C Ms. Enligt Lemma 2.28 har vi sedan

fola, = fi- Saledes kan vi ta unionen over alla M; och Nj och far ett
maximalt par (Mpax, NVmax) tillsammans med fiax @ Mumax — Nmax. Pga.
maximaliteten maste nu M., = M eller Ny = N. O

Bevis av valordningssatsen. Vi vill skapa en valordning pa M genom succes-
siv framplockning. Den styrs av en funktion som i nedanstaende Proposition:

Proposition 2.30. Given en funktion
v POM)\ (M} — M
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sadant att y(A) € M\ A for alla A G M, finns det en entydig vilordning pa
mangden M, som uppfyller
V(Mco) = a
for alla a € M, i synnerhet galler alltsa
o(a) = v(Mzqa).

(Man har ju M<q = Mco(q)-)

Funktionen ~ finns pga.
Lemma 2.31. Given en mangd M finns det en funktion

v PM)\{M} — M

sadant att y(A) € M\ A for alla ASG M.

Proof. Skriv
P(M)\ {0} = {Ai;i € 1},

sadant att A; # A; for i # j. Mangderna
Az’ X {Z},l S ],

ar da disjunkta och urvalsaxiomet ger oss en méngd B, som innehaller precis
ett element (a;,7) ur varje méngd A; x {i}. Definiera

p: P(M)\{0} — M, Ai = a,

och satt
Y(A) = p(M\ A).

Vi tittar pa potentiella initialsegment:

Definition 2.32. Vi kallar K C M en ~-kedja omm K har en valordning <
med v(K.,) =a for a € K.

Example 2.33. Om M har oéndligt manga element, ar
K = {an;n € N},
dar ag :=v(0), ans1 = v({ao, ..., an}), en y-kedja.
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Man visar nu foljande:

Lemma 2.34. Om K, L dr v-kedjor, sa gdller antigen K = L eller K = L,
med nagot b € L eller L = K., med nagot a € K, och ordningsrelationerna
overensstammer.

Sedan ar

My = U K

K vy—kedja

en maximal y-kedja. Men da maste vi redan ha My = M, eftersom annars
vore ju My := My U{v(My)} en stérre y-kedja. O

Bewis till lemmat 2.34. Vi tittar pa alla initialsegment Ky C K, som sam-
tidigt ar initialsegment Ly C L, dvs. Ky = Lg, och sadant att ordningsre-
lationerna pa Ky och Lo 6verensstammer. Deras union U har da samma
egenskap. Vi maste utesluta att U = K., = L.,. Men i detta fall vore ju
a=~(U) = b och

Vi=UU{n(U)}

ett storre initialsegment till bade K och L, motséagelse. O
Men inte bara kan varje mangd valordnas, utan vi har aven som foljdsats:
Proposition 2.35. Kardinaltalen ar valordnade.

Remark 2.36. Helheten av alla kardinaltal utgor inte nagon méangd, utan
bara en klass: Klasser behover inte leva upp till alla ZFC-axiom.

Proof. Lat K vara en icke-tom méngd av kardinaltal. Plocka fram X = |M| €
K. Om N > X for alla X € K behover vi inte visa nagonting.

Annars tar vi fram en valordning ”<” pa M. Vi tittar pa den icke-tomma
delmangden

My :={a € M;|M.,| € K}.

Om b € M, ar dess forsta element, sa &r |M.,| det forsta kardinaltalet i
K. O

Kardinaltalens valordning kan nu fortydligas:

0<1<2<3< .. <Ng=w <Ny < ...



dar N; 1 := o(X;) ar den omedelbara eftertriadaren till X;. Man kan nu fraga
sig, var 2¢ finns i den har foljden:

N, = 2,

kontinuumshypotesen, eller om kanske t.o.m. galler

o(N) = 28

for varje oandligt kardinaltal N, den generaliserade kontinuumshypotesen.
Lite historik:

1.

2.
3.

Forsta Hilbertska problemet, 1900: Géller kontinuumshypotesen eller
ej?
Kontinuumshypotesen: Om A C R ar oédndlig, sa finns det

(a) antingen en bijektion N — A
(b) eller en bijektion R — A.

("Det finns inga mellanméngder i R”.)
Kurt Godel, 1938: KH gar ihop med ZFC.

Paul J. Cohen: 1965: 2 > o(w) strider inte mot ZFC. (Fieldsmedalj
1966, < 40).

Nagra funderingar:

1.
2.

2" > n for n € N. Varfor skulle da gélla 2¥ = o(w)?

Sannolikt finns det forskrackligt manga delmangder till R, men med
vara verktyg forbiser man dem.

Godel skapar ett snalt méngdsuniversum (konstruerbara méngder).

Cohen kan inte peka pa en explicit mellanméngd, utan han skapar
en sofistikerad modell for ZFC inkl. 2¢ > o(w) med ett forsvagat
sanningsbegrepp. Men det ricker for att visa att 2¥ > o(w) inte strider
mot ZFC.

ZFC ar inte ett fullstandigt axiomsystem, man kan lagga till KH eller
Icke-KH och det stannar motsagelsefritt, om ZFC var motsagelsefritt.

Finns det naraliggande kompletteringar till ZFC? Hittills har ingen
hittat nagra sadana.
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3 Reella tal

Forsta analyskursen bygger pa ett intuitivt forstaelse av reella tal. I sjalva
verket skulle man val svara pa fragan vad ett reellt tal egentligen &ar for
nagonting sa har: Det ar ett dndligt eller odndligt decimalbrak med tecken.
Nista sak att gora ar da att harleda alla rakneregler for reella tal man ar van
vid! Men pga. att decimalutvecklingen inte ar helt entydigt:

1=20,99999....,

trasslar man sig snabbt in i ett ogenomtrangligt snar av tekniska problem.
Da kan man forsoka att kringga problemen genom att formulera sina
forvantningar som axiom: Det ar det forsta vi gor i det héar avsnittet. Sedan
konstrueras en modell som uppfyller vara axiom: Det man gor ar att man
identifierar ett positivt reellt tal med mangden av alla mindre positiva ra-
tionella tal.
Lat oss borja med axiomen: Reella talen kommer med tva rakneoperationer:

1. Den forsta kallas for additionen och skrivs sa har

RxR— R, (z,y) —»x+y,

2. den andra for multiplikationen

RxR—R,(z,y) = x-y =2y,

3. och ett "positivitetsomrade” Rt C R.

Axiomen handlar nu om deras egenskaper.
Foljande vill vi ha:

1. de kommutativa lagarna
T+y=y+xry =y
2. de associativa lagarna
(x+y)+z=z+y+2), (zy)z ==z(y2),
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3. den distributiva lagen
r(y +2) = xy + 22,
4. det finns ett element 0 € R, sadant att
r+0=0
for alla x € R,
5. det finns ett element 1 € R\ {0}, sadant att
l-z=x
for alla x € R,
6. for varje x € R finns det ett element —x € R med
z+ (—z) =0,
7. for varje x € R\ {0} finns det ett element z7! € R med

r-x =1,

8. vi har en disjunkt uppdelning
R=R"U{0}U(-R"),

9. om x,y € R, sa giller ocksa x + 1y, zy € R,

Remark 3.1. En mangd K med en addition och en multiplikation som
uppfyller de forsta sju axiomen kallas en kropp, om axiom 8 och 9 tillkommer
sa pratar man om en ordnad kropp.

Example 3.2. En kropp for snala: Ta K := {0, 1} med additionstabellen

+10 1
0(0 1 ,
111 0

och multiplikationstabellen

10 1
0(0 O
110 1

Lagg mérke till att K inte ar en ordnad kropp: Om sa vore fallet, hade vi
nodvandigtvis KT = {1} och sedan 0 =1+ 1 € K, motségelse!
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Innan vi presenterar det sista axiomet samlar vi ihop nagra rakneregler:

1. Elementen 0,1 &r entydiga och kallas for nollan resp. ettan. Om
namligen 0 resp. 1 skulle ha samma egenskap, fick vi

0=04+0=0+0=0

och o
1=1-1=1.

2. Elementet —a € R ar entydigt bestamt: Om b ar ett element med
samma egenskap, sa har vi

b=0+b=(a+(—a))+b=(a+b)+ (—a) =0+ (—a) = —a.
3. Nollan uppfyller
0-a=0=a-0

for allaa € R: Vihara=1-a = (1+0)a = a+ 0-a och adderar —a
till bada led.

4. Vi har (—1)a = —a pga.
0=(1+(-1)-a=a+(—1)a,
i synnerhet med a = —1 blir det
(—1)? = (=1) - (-1) = —(-1) = 1.

1 -1

5. Elementet x7" i axiom 7 ar entydigt bestamt. Vi skriver ocksa % =z

6. Vi har 1 € R". Annars hade vi —1 € R" och far da 1 = (—1)? € R™,
motsagelse.

7. Om vi definierar x < y genom y — x € RT U {0}, blir < en linjar
ordningsrelation pa R, som uppfyller de sedvanliga réaknereglerna. Vi
visar 0 < ¥ < y = z? < y?. Namligen:

r<y<=y—-reR" = (y—1z)(y+1r) e R"
=y’ -2’ e RT = 2% < ¢*
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Det sista axiomet, fullstandighetsaxiomet, gor att ”allt” ar entydigt bestamt:
Vi behover:

Definition 3.3. En méangd M C R kallas begransad uppat, om det finns ett
tal a € Rmed M < a, dvs. < a galler for alla z € M. Talet a kallas da en
ovre grans till M.

Fullstandighetsaxiom: En uppat begriansad mangd M C R har en minsta
ovre grans b € R, dvs.

1. M <boch
2. M <a=—0b<a.

Vi skriver ochsa
b =sup M,

och kallar talet b for mangden M’s supremum.
Example 3.4. Mangden

M = {z € Q;2* <2}
har inte nagon minsta ovre grans i Q.

Remark 3.5. Det finns ett motstycke till den minsta 6vre gransen, den
storsta lagre gransen eller infimum, som existerar for varje delmangd M C R
som har en lagre grans -M &ar begransad nedat. Genom att ga over till
—M C R kan vi beskriva den:

inf M = —sup(—M).
Example 3.6. Egenskaper av R:

1. Vi har N C R. Ett naturligt tal n € N identifieras med den n-faldiga
summan av 1 € R. Vi har n # 0 pga. n € R*.

2. Z=NU(-N).
3. Q C R. Rationella tal dr reella tal pg~! med p,q € Z, q # 0.
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4. Det arkimediska "axiomet” (ett klassiskt namn, fast hér ar det inte
nagot axiom, utan en foljdsats.): For alla € R finns det n € N med
n > x. Annars ar ju talet x en ovre grans for N, och sa finns det en
minsta 6vre grans b > N. Eftersom b — 1 inte ar en Ovre grans, hittar
vim € Nmed m > b — 1, saledes m + 1 > b. Motsagelse!

5. Om:x>0,séﬁnnesdetn€Nmed%<1:.
6. En kvadratrot ur 2: Ta
M = {x € Rog;2* < 2}.
Sedan:

(a) 1 € M, saledes M # 0.
(b) M <2, eftersom x > 2 =>12%>4> 2 alltsa v & M.

Vi pastar nu: b? = 2 for b := sup M. Vi maste visa

(a) b* <2
(b) 2 < b2

(a) For o =b+ < & M har vi

1 1 2b+1
2<x2—b2+—<2b+—)<b2+ a :
n n

n
alltsa ob 4+ 1
9 <2t
n
for alla n € N resp.
2 -0 <0.
(b) A andra sidan ta 2 = b— 2. Det finns y € M med z < y < b,
Saledes
22y2>$2:b2—1<2b—1) b2—2—b,
n n n
alltsa o
2—b > ——
n
for alla n € N resp.
2 —b*>0.



7. Lat n € Nyg. For varje a > 0 finns det ett entydigt bestamt tal b > 0
med a = b". Beviset fungerar som i fallet n = 2. Anvand

(' —a")=(y—2) " " +y" P+ .y P+,

Example 3.7. Lat

B apX* + ...a1 X + ag
b X 4+ 0 X + by

R(X) = {f(X) La;,b; € R, by # o}

vara kroppen av alla "rationella funktionsuttryck” med positivitetsomradet

R(X)* = {f(X)

Xk 4
_ %;ai,bj € R, ay, by >0}.
¢

Varje f(X) definierar en funktion f : R\ Py — R, dér Py ar polstalleméngden
till £(X), och
JERX)" < f(x) >0for x>0

Sedan har vi X > n for alla n € N, dvs. det arkimediska axiomet galler inte!

Definition 3.8. 1. En {6ljd (a,),en kallas begrénsad, om det finns ¢, d €
R, sadant att ¢ < a,, < d géller for alla n € N.

2. En delfoljd till (a,)nen ar en f6ljd (a,(k))gen, dér k — n(k) ar strangt
vaxande.

Theorem 3.9 (Sats av Bolzano-Weierstra$}). En begrdnsad foljd (a,)nen av
reella tal har en konvergent delfoljd (an))ren.

Proof. Mangden
M :={a € R;a < a, for odndligt manga n € N}

ar icke-tom pga. ¢ € M och har d som en 6vre grans, ta b := sup M. Vi
bestdmmer n(k) induktivt:

1. Tan(0) =0.

2. Anta n(k) ar hittad. Sedan finns det a € M med

1
- < qg<db
b k+1—a—’
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saledes ett index n > n(k) med

1
b —— <ap<b+——,
/{:—i-l_a_ +/{:+1

eftersom b + k%l < a, bara giller for andligt manga n € N. Satt

n(k+1) :=n.

Uppenbarligen galler

for alla k > 1, saledes:
lim an(k) =b.

k—o0
Vart axiomsystem for reella tal ar fullstandigt:

Theorem 3.10. Lat K vara en ordnad kropp (azxiom 1-9) som uppfyller det
arkimediska axiomet. Sedan finns det en injektion

t: K — R,
som bevarar addition och multiplikation
Uz +y) =uz) +uy), lry) =uz)-uy)
samt positivitetsomradet, dvs.
(KT) C R,
Om fullstandighetsaziomet galler for K, ar v ocksa surjektiv.

Example 3.11. Vi tittar pa delméngder K C R, sadant att 0,1 € K samt
v,y € K = x+y,2y,—x,27' € K och tar + := inklusionen K — R. T.ex.

1. K=Q %R,
2. K=Q+Qv2 <R
Proof. En skiss: Vi har

1. K+DN>OCR+
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2. och K DQ CR.
For godtyckligt z € K satter vi
x omzeQ
() ::{ supQ<, €R : omze K\Q
Vi maste visa att ¢ ar ”valdefinierat”:

1. Q<z #0: Tam € Nmed —z < m resp. —m < z, saledes

—m € QSI'

2. Q<, C R é&r begransad uppat. Tan € N C K med = < n, saledes

@SxSHGR.

Till sist: Om K uppfyller fullsténdighetsaxiomet och y € R, sa géller y = ¢(x)
med
x = supQ<, € K.

]

En modell for mangden R. Vi tar inspirationen fran beviset till Th.3.10
och definierar positiva reella tal som lampliga delmangder till Q.

Definition 3.12. Ett positivt reellt tal ar en icke-tom delmangd
_l’_
X&Q,
som ar
1. fullsténdig nedat: Med x € X tillhor alla y < x mangden X,
2. och Oppen uppat: For alla x € X finns det y € X ovanfor z.

Vi betecknar med
R* := {X € P(Q"); X positivt reellt tal}

mangden av alla positiva reella tal.
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Definition 3.13. 1. Summan och produkten av tva reella tal ar elementvisa

X+Y={zs+y;eeX,yecVY}, XY ={ay;ze€ X,yc Y}
2. Vi definierar X <Y genom X C Y.

Theorem 3.14. 1. De kommutativa och associativa lagarna och den dis-
tributiva lagen galler for additionen och multiplikationen i RT,

2. det finns ett element 1 € RT, sadant att
l-z==x
for alla x € RY, namligen Q¥,,

3. for varje x € RT finns det ett element x=1 € RT med

4. och fullstindighetsaziomet gdller.

Proof. En skiss:

1. Kommutativa och associativa lagarna och distributiva lagen géller efter-
som de galler i Q,

2. Gjort.
3. Ovning!

4. Lagsta 6vre gransen (supremum) till en icke-tom begrénsad méngd
M C R* har formen

sup M = U X €eRT,

XeM

eftersom unionen inte ar hela Q*: Méangden M har ju en 6vre grins
Y € RT, dvs.
XCY VXeM.
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Hur kommer man nu fram till hela R? For ldsbarhetens skull atergar vi
till notationen med sma bokstiver: x,y,.. betecknar positiva reella tal. Vi
tar

R:= (RT x RT)/ ~

med ekvivalensrelationen
(x,y) ~ (s,t) = ax+t=y+s.

For att forsta denna ekvivalensrelation dr det bast att tanka sig forsta kom-
ponenten x som tillganger och andra komponenten y som skulder.

Definition 3.15. Ett reellt tal dr en ekvivalensklass [z,y], dar x,y € RT.
Addition och multiplikation definieras genom

[z, 4] + [s, 1] == [z + 5,y + 1]

samt
[z, y] - [s,t] :== [xs + yt, xt + ys].

Positivitetsomradet bestar av alla [z, y] med x > y.

4 Algebrans fundamentalsats

I foregaende avsnitt har vi sett att varje reellt tal a € Ry har en (entydig)
positiv n-te rot b € Ry, dvs. sadant att 0™ = a. Nu letar vi lite mer allméant
efter reella 16sningar till ekvationen

" —a=0, a€eR.
och konstaterar:
1. For a =0 ar x = 0 den enda losningen.

2. For udda n finns det precis en 1osning.

w

. For jamnt n och a > 0 finns tva 16sningar.

W

. For jamnt n och a < 0 finns inga losningar.
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Det enklaste fallet dar losningar saknas ar
??+1=0.

Eftersom det visade sig vara bekvamt, har man hittat pa ett nytt tal 4,
som skulle uppfylla i = —1 och sedan kommit genom addition och multi-
plikation med reella tal fram till komplexa tal z = x + iy, z,y € R, som
kan adderas och multipliceras med varandra, sadant att axiomen 1 - 7 &r
uppfyllda: De utgor komplexa talkroppen C. Och sa har nu varje ekvation
2" —a = 0 en 16sning i C.

Men maste man vara fortsatt pahittig nar det nu i stéllet galler komplexa
ekvationer

2"—a=0, acC,

och forstora C?

For n = 2 kan man utan storre problem hitta komplexa losningar, medan
for n > 2 hjalper en geometrisk tolkning av komplexa tal: De ar ju faktiskt
bara par (z,y) € R? av reella tal, som kan adderas

(,y) + (s,1) == (x + 5,y + 1)
och multipliceras
(@,y) - (s,1) == (zs — yt, xt + ys).

Och om man nu anvéander sig av polarkoordinater, sa ser man att det aven
finns n-te rotter till ett givet komplext tal

a = r(cos(p) + isin(y)),

namligen talen

b, == {/r(cos (1 (o + 27w)) + isin (1

n n

(g0—|—27r1/)) ,v=0,...,n—1.

Sa det var mycket tillfredstallande! Slutligen blir man lite djarvare och
vill veta hur det star till med polynomekvationer

2ty 12 4 a1z 4 ag =0,

dar koefficienterna a,_1,...,ag € C ar komplexa tal. For n < 4 finns det
16sningsformlar som innehaller forutom de vanliga rdkneoperationerna rotter
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- sa da finns det alltid nagon komplex losning. Men for n > 5 finns inte
lingre sadana formlar.
Lat oss forst titta pa motsvarande problem for reella polynomekvationer:

g(z) ="+ ap_12" '+ .+ ayx +ag =0,

dar koefficienterna a,_1,...,ag € R ar reella tal. Om n ar udda, sa har vi
g(x) <0 for z < 0 och g(z) > 0 for x > 0, eftersom for stora z € R ar 2"
den dominerande termen:

g(x) =2" (1 +

dar andra faktorn gar mot 1 for x — oco. Da finns det mitt emellan ett
nollstélle till funktionen g(z). Det &r enkelt att skriva upp ett nollstélle

Ap—1 ay Qo
s Tt Ot m )

zo :=sup{z € R; g(z) < 0}

ar ett nollstélle, ddr man utnyttjar att funktionen g(z) ar kontinuerlig. Man
kan ocksa gora sa har:

Theorem 4.1 (Algebrans fundamentalsats). Varje polynomekvation
f(z) - Zn + a/nflznil + + CLl,Z —|— ao — 0’

av grad n > 0 med komplexa koefficienter a,_1,...,aq € C har ett komplext
nollstdlle.

Bevis: Beviset gors i tva steg:
1. Funktionen f : C — C har ett minimalstélle zy € C, dvs. sadant att

|f(2)] > | f(20)]
galler for alla z € C.

2. Minimalstallen for en polynomfunktion ar redan nollstéallen. I sjalva
verket visar man motsatsen: En punkt zy € C med f(zp) # 0 &r aldrig
ett minimalstalle for f: Nara till 2z finns alltid punkter z med

[F ()] < [f(z0)l-

Detta dr uppenbarligen fel for R i stallet for C (tink pa g(z) = 2% + 1
med xy = 0). Skillnaden beror pa att pa reella linjen en punkt bara kan
approximeras ovan- eller nedifran, medan i det komplexa planet finns
odndligt manga linjer lings vilka man kan ndrma sig en given punkt.
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1.) Existens av minimalstillen: Mangden
M:={[f(z);z€C} CR
har 0 som lagre grans. Om
b:=inf M >0

ar dess storsta lagre grians (infimum) finns det en foljd (2,),>1 C C av kom-
plexa tal med

lim | f(z,)] = b.

HU—+00

Skriv

flz)=2" <1 + i z:z”) =2"K(2).

Klammeruttrycket K (z) uppfyller

lim K(z) =1,

Z—00

eftersom varje ickekonstant term i summan gar mot 0 for z — oco. Saledes

lim f(z) = lim 2" = oo.

I synnerhet ar foljden (z,) begrinsad, eftersom (f(z,)) &r begrinsad. En-
ligt Th.3.9 (for komplexa talfoljder) finns det en delfdljd som konvergerar
mot nagot zp € C. Vi far ersitta den ursprungliga foljden genom den dar
delféljden resp. anta lim,_, 2z, = 2y och far

f(z0) = f(lim z,) = lim f(z,).

H—00 H—00

resp.
£ o)l = £ Jim 2] = lim |£(z,)] = b,

dvs. zp € C ar ett minimalstalle.

2.) Ett icke-nollstélle z; ar aldrig ett minimalstélle: Vi far anta zy = 0
- om inte det ar fallet ersitt f(z) med f(z + zo). Vi skriver

f(2) = ag + amz™ + 2" g(2)
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med ag, a,, # 0 och

n—1
g(z) _ anzn—m—l + Z CLVZV_m_l
v=m+1
for n > m, medan
9(z) =0
for n =m. Ta b € C med
m )
o — — Y
A

och undersok funktionen f(z) pa halvstralen
Rso - b= {tb,t > 0}.

Det blir sa hér:
f(th) = ag(1 —t™ + ™+ h(t))

med
berl

h(t) := ——g(th).

Qg

Eftersom ju f(0) = ag # 0, ricker det att visa

|1 — "+t h(t)| < 1
for tillrackligt litet ¢ > 0. Med

M := max |h(t)|

0<t<1
och triangelolikheten far vi uppskattningen:
11— ™+t ()| < |1 — ™|+t M

=1—t"+t" "M =1-t"(1—-tM) < 1,

om 0 <t < min(1, 7). Ty for 0 < ¢ <1 har vi ju |1 — ™| =1 —¢™ och for
t < 7 blir det 1 —tM > 0. 0

Vad som ligger bakom ovanstaende argument kan uttryckas pa ett enkelt
satt. Forst behover vi begreppet av en 6ppen mangd:
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Definition 4.2. 1. Mangden
D,(a) ={z€C;|z—a| <r}
kallas cirkelskivan kring a € C med radien r > 0.

2. En delmangd W C C kallas oppen om for varje a € W finns det
e =¢(a) > 0 med
D.(a) C W.

Example 4.3. Varje cirkelskiva D,.(b) &r en 6ppen méngd: For a € D,.(b)
tae(a) =1 — |al.

Theorem 4.4. Lat f : C — C wara en icke-konstant polynomfunktion,
W C C en oppen mdngd. Sedan dr ocksa dess bild

fW):={f(z);zeW}CC

oppen.

Corollary 4.5. Lat f : C — C vara en icke-konstant polynomfunktion, och
20 € C med f(z) # 0. Sedan finns det godtyckligt ndra till zo punkter z med

[f(2)] < [f(20)l
Proof. Tar =|f(20)] > 0 och e >0 med D.(f(z)) C f(C). Sedan har vi
F(C©)N D, (0) D DA(f(20)) N D,.(0) # 0.
[

Proof. En skiss: Given zy € C maste vi hitta e(f(z0)). Igen antar vi zyp = 0
och skriver

f(Z) = ap + am¢<2)
med ett polynom (z). Vi letar efter ett funktionsuttryck

med



Anta for 6gonblicket att vi har lyckats. Eftersom den dominerande termen i
©(z) for argument néra 0 &r z, sa hittar vi § > 0 och en 6ppen méngd U > 0,
sadant att

f‘U U — D5(0>

ar bijektiv. (Méngden U C C kan ténkas som det inre till en enkelt sluten
kurva kring origo.) Eftersom

f(2) = ag + amp(2)™,

kan restriktionen f|y faktoriseras:

U 22 Ds(0) 225 Dsn(0) 2% Dy (ag),

Eftersom den mellersta pilen ar surjektiv och de andra tva bijektiva kan vi
ta (f(0)) = ¢™. For att hitta ¢(z) skriver vi

P(z) =2"(1+biz+ ...+ b.2")

och letar efter
o(z) =z(1+cz+...).

Ekvationen
(I+cz+..)"=14+bz+ ...+ b.2"

leder till me; = b; och induktiva formlar
b, = mcy + fr(ci, ..., Cho1)

med b, = 0 for k > r. Fast ¢(z) ar ett polynom, far vi vanligtvis odndligt
manga ¢, # 0, funktionsuttrycket ¢(z) blir alltsa ett oéndligt polynom
(potensserie), som lyckligtvis konvergerar for z tillrickligt néra origo. O

I komplexa analysen studerar man funktioner som ¢(z), dvs. funktioner
som lokalt kan beskrivas genom en potensserie.

Definition 4.6. En hel funktion ar en funktion

f:C—C,z f(2) ::Zayz”.

v=0
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Example 4.7. Komplexa exponentialfunktionen

o0 Zl/
exp(z) = Z R

v=0

Den utvidgar reella exponentialfunktionen

exp(z) =€, v €R

samt
exp(z + w) = exp(z) exp(w).
Saledes
| e N (@)
exp(z + iy) = exp(z) exp(iy) = e VZ:O iy
s L& Ly
= ;(_1) 2R Z;(_l) 2kt 1)

= e”(cos(y) + isin(y)).
Remark 4.8. Algebrans fundamentalsats kan ocksa formuleras sa har:
f(€)=C
for ett icke konstant polynom. Déaremot galler
exp(C) = C\ {0}.
Theorem 4.9 (Lilla sats av Picard). For en hel funktion f : C — C har vi
f(€)=C

eller
f(C) =C\{a}

med nagot komplext tal a € C.
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5 Lorentztransformationer

Hér anvander vi vara LA-kunskaper for att harleda Lorentztransformatio-
nerna pa ett enkelt satt.

Definition 5.1. Ett koordinatsystem (eller en bas) i planet R? ar ett par
K = (vi,vy) € R? av linjart oberoende vektorer. Koordinaterna av en
vektor u € R? m.a.p. K ar talen \j, Ay, sddant att

u = )\1V1 + )\2V2.

Standardkoordinatsystemet bestar av enhetsvektorerna

(1) (2)

Remark 5.2. Koordinattransformationen fran standardkoordinatsystemet
till ett allmént koordinatsystem fungerar sa hir: Lat A = (vi,vy) € R*?
vara matrisen med vy, vy som kolonnvektorer. Om u € R? har de kartesiska
koordinaterna x, s, dvs.

u=2x€e; + T2€9,

()=2(%)
(2)=(2)

Definition 5.3. Ett koordinatsystem K = (vi,vq) kallas ortogonalt resp.
en ortonormalbas om

sa har vi uppenbarligen

resp.

vi-ve=0, ||vi|]|]=1fori=1,2.

For ortogonala koordinatsystem ar det enkelt att berakna en vektor u’s
koordinater: Vi har
u=(u-vy)vy+ (u-ve)vs,

eftersom VL och HL har samma skaldrprodukter med basvektorerna vy, v,.

39



Vi ska nu diskutera vissa icke-ortogonala koordinatsystem i planet R2.
x
t
rumskoordinat x och tidskoordinat ¢. En partikel som ror sig med konstant
hastighet q oster- eller vasterut representeras genom en linje x = +qt + x,
en foton genom en linje x = £t + x(, dvs. ljusets hastighet har normerats
till ¢ = 1.

En punkt ( € R? tolkas som en hindelse i en endimensionell virld med

Vi vill bestimma koordinatsystemet K som tillhor en observator som ror
sig med konstant hastighet ¢ osterut och var vid tid ¢ = 0 hos standard-
observatoren med koordinatsystemet K = (e1,e3). I Newtonska mekaniken
tillordnar denna observator handelsen (z, ) koordinaterna

T=x—qt, t=t

M.a.o.

K= (e1,es+qe)

(1) =2(0) (1)

Vi vill nu veta hur hans koordinatsystem K = (€1, &) ser ut i en relativistisk
varld, dér fotonerna har samma hastighet ¢ = 1 for alla observatorer. For
det forsta ror han sig inte med avseende pa sitt eget koordinatsystem K,

detta innebéar att
~ q

med nagon skalningsfaktor k£ > 0. Eftersom fotonerna har hastighet 1 maste

ra=(2)er(1).

Det enklaste vore val att valja

pga.

élzk(lgq), sadant att \ = k.

Men eftersom K och K har samma rattigheter, maste foljande relativitets-
princip uppfyllas:
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Relativitetsprincip: Om
& = A(q)e;,i=1,2
med en (2,2)-matris A(g), sa maste ocksa
& = A(—q)8i=1,2,

eftersom K ju anser att K ror sig med hastighet ¢ vésterut (eller med
hastighet —¢q Gsterut).

I synnerhet
AlQ)A(=q) = L.

Men med ovanstaende ansats far vi

mmzk(lgqf)

1— 2 2
Alg)A(—q) = ¥* ( o > # L.
Sa det verkar inte vara bra. Vi maste alltsa diskutera den allménna situatio-
nen
_ [ A—ka kq
aw = (AN

och antar for enkelhetens skull att & = k(¢) r en jamn funktion av ¢. Lat
oss nu skriva

och

Sedan vill vi att

A—kq k A+ kg —k 10
A@A(_Q):( = k:q)( ok k:q>:(0 1)’
i synnerhet
(A — kq)(—kq) + k*¢ =0

resp.
A=k(1+q).
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A andra sidan
1= (\—k)(—kq) + k> =k — k*¢*,

dvs.

Saledes

-i(1)

Vi lamnar det at ldasaren att kolla att vara forvéantningar nu blir uppfyllda.
Men ldgg marke till att vi maste betala for det: Handelser som ar sam-

tidiga m.a.p. K &r det inte lingre m.a.p. K och tvirtom. Linjerna ¢ = const

ar ju horisontella, medan linjerna ¢ = const #r sneda for ¢ # 0.
Sammanfattningsvis har vi alltsa

Proposition 5.4. En observator som ror sig med konstant hastighet q osterut
har koordinatsystemet

(o (1) o (1))

Remark 5.5. Som i den “tidslosa” euklidiska geometrin i R? finns det
ocksa i den relativistiska vérlden en utvecklingsformel, bara man ersatter
skalarprodukten

u-v=ulv
med
1 0
R — _
g(u,v) :=u <0 1 )V—xy st
for u = ;U ,V = ( ‘g ) Namligen ovanstaende koordinatsystemen K

blir da g-ortogonala, dvs. g(éi1,€;) = 0 = g(€,€1),g(€1,€1) = 1,9(€,€;) =
—1, och vi kan utveckla

u= g<u7 él)él - g(u) é?)éQ
och far Lorentztransformationerna

T = g(xel + teg,él),f: —g(mel + teg,ég).
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Vi anmarker att vektorerna u € R? med g(u,u) = 1 resp. g(u,u) = —1
ligger pa hyperblerna z? — t? = £1.

P& ett liknande sitt som ortogonala koordinatsystem i R? kan realiseras
som kolonnvektorer till rotationsmatriserna

~( cos(¥) —sin(9)
R(v) = ( sin(d)  cos(v) ) VER,

kan vi ocksa gora det med Lorentzkoordinatsystemen: Vi infér de hyperbolisk-
trigonometriska funktionerna

sinh(7)
cosh(T)

1 1
cosh(7) = §(€T + e 7),sinh(7) = 5(67 — e 7), tanh(7) :=
och anmarker att
cosh?(7) — sinh?(7) = 1.

Lorentzmatriserna har nu foljande form:

1) = (o) i) )R

med tillhorande hastighet
q = tanh(7) = tan(9),

cosh(7)
sinh(7) ) '

Medan rotationer bevarar skalarprodukten, bevarar Lorentzmatriserna g-
produkten

dar ¢ ar vinkeln mellan e; och (

g(L(T)u, L(T)v) = g(u,v).
I sjalva verket galler aven har
L(t +0) = L(1)L(0),

men medan ”banan” {R(Y)u,d € R} till nagon vektor u € R*\ {0} &ar en

cirkel 0, utgor familjen {L(7)u,7 € R} for u ¢ R ( :Ell en hyperbel.
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Example 5.6. Lat oss sdga, nagon reser vid tiden ¢ = 0 ut fran 0 med
hastighet ¢ 6sterut och vander om vid tiden ¢ for att komma hem vid t = 2t,.
Hur mycket tid har gatt for honom under hela resan?

Vi anmirker forst att tiden mellan tva hindelser u, v € R? m.a.p. koor-
dinatsystemet K &r —g(u — v, &).

Pa utresan har resenédren koordinatsystemet

o (o (1)

pa hemresan

A . 1 1 R 1 —q
K=& =—= 6y = ——— :
(1 \/1—q2(_q> i \/1—q2< 1 ))
Saledes upplever han sjilv det hela sa har: Tiden for utresan ar

—g(qtoer + tes, &) = —kg(qtoer + toes, ger + e)

—]{?(QQ — 1>t0 =\ 1— q2 to.

Samma resonemang galler for hemresan, sadant att tiden mellan utfarden
och hemkomsten for resenédren bara ar 24/1 — ¢2 ty, medan det ar 2t, for den
ororliga observatoren.

6 Zorns lemma

Vi slutar med ett resultat som anvands ofta i matematiken nar man sysslar
med oandliga méngder och vars bevis bygger pa liknande argument som
valordningssatsen.

Definition 6.1. 1. En partiell ordning pa en mangd M &r en relation
“<” som ar reflexiv, antisymmetrisk och transitiv.

2. Ett element a € M kallas maximalt m.a.p. “<”, om det inte finns
nagot element x € M med = > a.

Example 6.2. Lat elementen i M vara (vissa) delméngder till en given
mangd U, dvs.
M c PU).

Ordningsrelationen A < B definieras genom A C B.
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Remark 6.3. 1. Tva element z,y i en partiell ordnad mangd M kan
i allménheten inte jamforas med varandra, dvs. det kan hinda att
varken x < y eller y < x géller.

2. Ett maximalt element a € M behover inte uppfylla a > x for alla
x e M.

3. Lat M vara en méngd med en partiell ordning <. Vi sager att en
delmangd T' C M ar linjart ordnad om tva gottyckliga element x,y € T
kan jamforas: Vi har o < y eller y < z.

Theorem 6.4. (Zorns lemma) (Max August Zorn, 1906-1993): Lat mdingden
M wvara utrustad med den partiella ordningen "<”. Om det for alla m.a.p. <
linjart ordnade delmangder T'C M finns en ovre grins b € M, dvs. sadant
att t < b for alla t € T (eller i forkortad notation T < b), sa finns det
maximala element a € M. (OBS: Vi kraver inte b € T'!)

Example 6.5. Om M C P(U) som i Ex.6.2 och T ¢ M C P(U) ar en
linjart ordnad delméngd, sa ar unionen

B::UA

AeT

av alla méngder A € T en kandidat for en 6vre grans. Bara man maste kolla
B e M.

Héar ar en tillampning i linjara algebran:
Theorem 6.6. Varje vektorrum V' har en bas.

Proof. Vi gor precis som i Ex.6.5. Ta M C P(V) sa hdr: En delméingd
A C V tillhér M omm dess element ar linjart oberoende. Sedan kan ovre
gransen till en linjart ordnad delméngd 7" C M hittas som unionen C' av alla
A € T. Den tillhor M: Om vy,...,v, € C, lat oss sdga v; € A; € T, sa far
vi, eftersom T ar linjart ordnad, omnumrera sadant att A, C Ay C ... C A,.
Saledes &r vektorerna vy, ..., v, € A, linjart oberoende pga. A, € M.
Slutligen: Om B € M ar en maximal mangd av linjart oberoende vek-
torer, sa ar B en bas: Vi maste visa att varje vektor v € V ar en entydig
linjarkombination av vektorer i B. Entydigheten har vi pga. B € M.
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Sa ta nagon vektor v.€ V. Om v € B, ar det klart. Annars géller
BU{v} ¢ M — méngden B € M &r ju maximal — och saledes finns det en
icke-trivial relation

0= Av+\vi+..+ AV,

med vy,...,v, € B och A\ A,...,;\. € R. Men A # 0, eftersom vektorerna
Vi,..., v, ar linjart oberoende, m.a.o.

T

vV = Z(—)\_l)\i)vi.

i=1
[

Proof of Th.6.4. Vi antar, att det inte finns nagra maximala element. Lat
Lin(M) C P(M) besta av alla m.a.p. < linjart ordnade delméngder 7' C M.
Vi véljer en funktion

v : Lin(M) — M,

som tillordnar varje T" en dkta 6vre grans v(7') > T. Det finns ju i alla fall
en 6vre grans b > T och eftersom b inte dr maximalt, finns det y(7") > b.

Igen tittar vi pa "v-kedjor”: En delméngd K C M kallas y-kedja, om
K € Lin(M) &r t.o.m. vélordnad m.a.p. < och

a="(Kc)

géller for alla @ € K. Méngden av sadana ~v-kedjor &r linjart ordnad m.a.p.
C, saledes &r union av alla v-kedjor igen en v-kedja, en maximal sadan. Men
K' = KU{y(K)} ar en &nnu storre y-kedja: Motsagelse! O
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