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Forord

Kandidatprogrammet i matematik vid Uppsala universitet innehaller tva
kurser om fouriermetoder, som bada ligger i arskurs 2 och har en omfatt-
ning om 5 hogskolepodng vardera. Den inledande kursen, Transformmeto-
der, &r kalkylinriktad, medan mer teoretiska fragor som exempelvis konver-
gensvillkor for fourierserier och fullstédndighet hos ortogonalsystem behandlas
i fortsattningskursen, Fourieranalys. Det har kompendiet har utvecklats ur
foreldasningar som jag hallit for bada kurserna under arens lopp, och det tacker
gott och vil innehallet i bada kursena, &ven om tonvikten ligger at det mer
teoretiska hallet. For att vicka intresse for fortsatta studier i omradet har
jag ocksa lagt till ett kapitel om abstrakt harmonisk analys och ett kapitel
som introducerar den diskreta wavelettransformen.

Tillréckliga forkunskaper for att tillgodogora sig innehallet har man om
man ldst en kurs i flerdimensionell analys och en kurs i linjér algebra. Ef-
tersom manga studenter trots det har ganska skakiga kunskaper om konver-
gens av numeriska serier och funktionsserier, innehaller rekvisitakapitlet en
snabbrepetition av dessa saker. Naturligtvis &r det en fordel om man ocksa
ldst komplex analys, men det forutsétter jag inte.

Jag har tagit mig friheten att anvéinda Lebesgueintegralen och Lebesgues
sats om dominerad konvergens eftersom det gor det lattare att formulera
manga resultat och enklare att bevisa dem, trots att detta integralbegrepp in-
te behandlas forrén pa masterniva. Att den genomsnittlige lasaren diarigenom
inte kan forvantas forsta alla detaljer bekymrar mig inte — den som gar vida-
re mot hogre studier i matematik kommer att gora detta sa smaningom, och
den som inte fortsédtter med matematik pa hogre niva kan helt obekymrat
leva vidare i den forvissningen att Lebesgueintegralen ger samma resultat
som Riemannintegralen for alla funktioner som man (som icke-matematiker)
traffar pa i praktiken.

Uppsala, april 2009.
Lars-Ake Lindahl
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Kapitel 1

Varmeledningsekvationen

Varmefordelningen i en homogen kropp utan interna virmekéllor beskrivs av
den s. k. varmeledningsekvationen

Pu  Pu  Pu  _,0u

Ox? * oy? * AT

Hér betecknar v = u(x,y, z,t) temperaturen i punkten (x,y, z) vid tiden ¢,
och a &r en konstant som beror av kroppens varmeledningsegenskaper.

Viérmeledningsekvationen studerades av Joseph Fourier i arbetet Théorie
analytique de la chaleur, som utkom 1822, och for att 16sa ekvationen utveck-
lade Fourier en generell metod att skriva allménna funktioner som oéndliga
summor av sinus- och cosinusfunktioner.

Vi ska skissera Fouriers metod da kroppen ér en homogen stav, som halls
isolerad fran sin omgivning sa att inget virmeutbyte dger rum utom i sta-
vens bada dndar, vilka halls vid konstant temparatur noll. For att forenkla
rikningarna véljer vi de fysikaliska enheterna sa att a = 1 och staven far
langd 7. Den kan da betraktas som intervallet [0, 7] pa z-axeln. Temperatu-
ren u i punkten z vid tiden ¢ ges nu som en funktion u = u(z,t) av de tva
variablerna x och ¢.

Vi startar vid tiden ¢ = 0 och antar att den ursprungliga virmefordel-
ningen i staven &ar kénd, dvs. att vi kdnner funktionen

(B) u(z,0) = f(z), 0<z<m.

Au =

Villkoret att dndpunkterna har konstant temperatur noll innebér att
(R) u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.

Viarmeledningsekvationen reduceras for tva variabler till den partiella dif-
ferentialekvationen

0’y Ou
E —_— = = .
(E) 92— Ot O<zxz<m t>0



2 1 Viarmeledningsekvationen

Villkoret (R) &r ett randvillkor och villkoret (B) &r ett begynnelsevillkor
till differentialekvationen (E), och vi vill hitta en 16sning som satisfierar savél
randvillkoret som begynnelsevillkoret. Observera att differentialekvationen ar
linjér och homogen och att randvillkoret har samma egenskaper. Darfor ar
varje linjarkombination v = cju; + cous + - -+ + c,u, av losningar u; till
differentialekvationen som uppfyller randvillkoret ocksa sjélv en losning till
ekvationen som uppfyller randvillkoret.

Fouriers geniala idé bestod i att forst bestdmma alla l6sningar till differen-
tialekvationen (E), som uppfyller randvillkoret (R) men inte nédvandigtvis
begynnelsevillkoret, och som har den speciella formen

(1.1.1) u(z,t) = X (2)T(t).

Genom att sedan bilda en lamplig (odndlig) summa av sadana enkla 16sningar
kunde Fourier konstruera en 16sning som ocksa uppfyller begynnelsevillkoret.
Losningsmetoden kallas variabelseparation.

Anledningen till att studera funktioner pa formen (1.1.1) &r forstas att
differentialekvationen (E) for sadan funktioner far den mycket enkla formen

X"(2)T(t) = X (x)T'(¢).
Om vi skriver denna ekvation pa formen

X'(z) _T'(1)

X(z)  T(t)’

ser vi omedelbart att vinsterledet antar samma vérde for alla véirden pa =,
dvs. det &r konstant. Om vi betecknar denna konstant med —X\, sa har vi
alltsa

X"x) _T'(t)

X(x)  T(t)

eller ekvivalent

(1.1.2) {X”(m) +AX(2) =0

T'(t) + AT(t) = 0.

Vi har med andra ord ersatt var ursprungliga partiella differentialekvation
med ett system som bestar av tva ordindra differentialekvationer. Av rand-
villkoret (R) foljer vidare att X (0)T'(t) = X(m)T'(t) = 0 for alla ¢ > 0, och
om vi exkluderar den triviala 16sningen u(x,t) = 0 maste vi ha T'(¢t) # 0 for
atminstone nagot vérde pa t, varfor

(1.1.3) X(0) = X () = 0.



Lat oss nu losa den forsta av differentialekvationerna i systemet (1.1.2)
med randvillkoret (1.1.3). Det &r en linjér differentialekvation av andra ord-
ningen, och vi behover sérskilja tre fall beroende pa tecknet hos \.

Fall 1, A < 0: Skriv A pa formen A = —a? med o > 0. Den allmiinna
l6sningen till differentialekvationen dr nu X (z) = Ae** + Be™**. Konstanter-
na A och B bestams av randvillkoren; vi far A+ B = 0 och Ae®™+Be ™" = (),
vilket med en gang ger A = B = 0. Saledes ar X (z) = 0 och darmed ocksa
u(z,t) = 0. I fall 1 har differentialekvationen inga icke-triviala losningar.

Fall 2, A = 0: Nu ar X" (z) = 0, varfor X (z) = Az + B. Randvillkoret
medfor ocksa denna gang att A = B = 0, sa vi far aterigen bara den triviala
l6sningen.

Fall 3, A > 0: Vi sétter nu A\ = w?, déir w #r ett positivt reellt tal.
Losningarna till X”(z)+w?X (z) = 0 har formen X (x) = A coswz+ Bsinwz.
Randvillkoret X (0) = 0 ger att A = 0, varfor X(z) = Bsinwz. Av det
andra randvillkoret X (7) = 0 foljer slutligen att Bsinwm = 0. Eftersom vi
vill undvika den triviala 16sningen stker vi l6sningar med B # 0. Detta &r
givetvis mojligt om och endast om sinwm = 0, dvs. om och endast om w &r
ett (positivt) heltal.

For varje positivt heltal n erhaller vi saledes icke-triviala losningar pa
formen B, sinnx. Motsvarande parameterviarde \ dr A = n?, och for dessa
vérden aterstar det nu att 16sa differentialekvationen i (1.1.2) for funktionen
T(t), dvs. ekvationen

T'(t) +n’T(t) = 0.

Detta ar en enkel linjér differentialekvation av forsta ordningen med l6sningen
T(t) = Che .

Genom att vilja B, = ), = 1 erhaller vi med andra ord for varje positivt
heltal n en 16sning till (E) och (R) pa formen

up(z,t) = e " sinna.

Enligt var tidigare anmérkning om linearitet ar varje andlig linjarkombi-
nation

N
_n2t .
u = E bye ™ tsin nx
n=1

ocksa en 16sning till (E) som uppfyller randvillkoret (R). Vad giller da for
begynnelsevillkoret (B)? Jo, vi har

N
u(zx,0) = Z b, sin nz,
n=1
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sa vi har hittat en 16sning ifall f(x) rakar vara en dndlig summa av sinus-
funktioner sin nx.

Om f(z) inte dr en sadan #ndlig summa, kan vi istillet forsoka skriva
f(x) som en oéndlig summa av sinusfunktioner:

(1.1.4) f(z) = ibn sin nx.

Summan maste forstas konvergera och representera funktionen f(z) pa nagot
bra sétt. Konvergensproblemet kommer vi att aterkomma till lingre fram i
kursen, sa tills vidare tillater vi oss att resonera helt heuristiskt. Vi konsta-
terar da att motsvarande summa

u(z,t) = Z by (x,t) = Z bpe ™" sin na
n=1 n=1

representerar en 16sning till var virmeledningsekvation forutsatt att vi kan
berdkna u:s partiella derivator genom att derivera innanfér summatecknet.

Det aterstar forstas att bestamma koefficienterna b,, i serieutvecklingen
(1.1.4) av f. Vi borjar déarfor med observationen att

/Sinn:csinkxdm: /2 omk=n
0 0 om k # n.

Integralen ovan berdknas med hjélp av den trigonometriska formeln
. . 1
sinasin § = 5[005(04 — ) — cos(a+ B)],
som leder till att

™ 1 s
/ sinnz sin kz de = 5 / (cos(n — k)z — cos(n + k)z) dx
0 0

Lrsin(n — k)z  sin(n + k)z ]~ .
= — —_ = f
o1 ntk Jp=0 mrisn
medan
T 1 [ 1 in 2 ™
/ sin? kx = —/ (1 — cos2kzx)dr = = [x _ km] = /2.
0 2 /o 2 2k lo

Multiplicera nu bada sidorna av (1.1.4) med sin kxz och integrera sedan.
Forutsatt att det ar tillatet kasta om ordningen mellan summation och in-



tegration far vi da

/W f(x)sinkz = /7r (i b, sin nx sin kx) dx
0 0 n=1

= Z bn/ sin na sin ko dv = ~by,.
n=0 0 2
Alltsa ar 9 [
by = —/ f(z)sinkx dz.
T Jo

Darmed har vi kommit fram till formeln

fz) = i(% /OTr f(z)sinkx d:c) sin kz,

k=0

som representerar f(x) som en odndlig summa av sinusfunktioner i intervallet
[0, 7]. Det bor forstas betonas att hirledningen dr heuristisk och att vi maste
undersoka konvergensfragan ordentligt. Vi ska aterkomma till detta langre
fram.






Kapitel 2

Rekvisita

2.1 Komplexvirda funktioner

Vi paminner om foljande definition av exponentialfunktionen for imaginira
viarden pa argumentet:

e = cost +isint.
Genom att utnyttja vilkdnda egenskaper hos sinus och cosinus far man

—it

e =cost —isint =eit, |ef| =1, el(st1) i it

=’ och ™ =1.

Vi kan rekonstruera sinus och cosinus fran exponentialfunktionen pa foljande
vis:

t= = it —it int = — it it )
cost = o (e +e™), sint = o (e —e™)

Exponentialfunktionen e #r ett exempel pa en komplexvird funktion.
Allmént kan en funktion f, som antar komplexa virden och dr definierad pa
nagon delméngd av R, skrivas pa formen

f=u+iv,

dér u och v &r tva reella funktioner. Vi sétter helt enkelt u(t) lika med
realdelen och v(t) lika med imagindrdelen av f(t).

Definition En komplexvird funktion f kallas kontinuerlig i punkten to om
lim | f(2) = (k)] = 0.
—to

En komplexvird funktion f = w + iv &r kontinuerlig i en punkt ¢y om
och endast om de bada reella funktionerna u och v ar kontinuerliga i samma
punkt. Detta foljer enkelt av de elementéra olikheterna

[Rez| < |z|, |Imz] <|z| och |z| <|Rez|+ [Imz|,

7
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som tillimpade pa det komplexa talet z = f(t) — f(to) ger

u(t) —ulto)| < [f(t) = fto)l, |v(t) —v(to)| < [f(£) = f(to)| och
[F(8) = fto)] < fu(t) — ulto)] + [v(t) — v(to)]

Definition En komplexvéard funktion f = u + iv kallas
e deriwerbar i punkten ¢t med derivata f'(t) = u/(t) + iv'(t), om u och v
bada ar deriverbara i punkten ¢,
e integrerbar 6ver ett intervall I = [a, b] med integral

/abf(t)dt:/abu(t)dtJri/abv(t)dt

om de bada integralerna i hogerledet existerar.

I fortsittningen skriver vi ofta [, f(t) dt istéllet for fab f(t) dt. Pa motsva-
rande séitt betecknar [ f(¢) dt den generaliserade integralen [~ f(t) dt.

EXEMPEL 2.1.1 Lat oss som ett enkelt exempel berdkna derivatan av expo-
nentialfunktionen e'*® = cosat + isin at. Definitionen ger oss

d iat . . . L : iat

%(e ) = —asinat + ia cos at = ia(cos at + isinat) = iae'™.
Den komplexa exponentialfunktionen uppfor sig saledes precis som den reella
med avseende pa derivering. O

Léasaren bor som enkel 6vning verifiera att foljande linearitetsregler géller:

b b b
[ o+ peyi= [ fwis [ pod
/b cf(t)dt = c/b f(t)dt, dar cér ett godtyckligt komplext tal.

Man verifierar vidare latt att om f &r en kontinuerlig komplexvéard funk-
tion med primitiv funktion F' (dvs. F'(t) = f(t) for alla ¢ i intervallet [a, b]),
sa ar

/ f(t)dt = [F(t)]. = F(b) — F(a).

EXEMPEL 2.1.2 For a # 0 ér (i) 'e® en primitiv funktion till exponenti-
alfunktionen e'*. Det foljer att

b iab ica
. € — €
/ elat dt = -
a o
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om «a # 0.
Genom att speciellt lata o = n vara ett heltal och vélja b = a + 27, samt

utnyttja att e(@+2m) = elna . o2 — eina “ephiller vi foljande mycket viktiga
formler:

/“+27r it 2, omn =0
e dt =
a 0, omn%0.
Integralen av e™ &ver ett godtyckligt intervall av lingd 27 dr med andra ord

lika med 0 for alla nollskilda heltal n. O

Foljande olikhet generaliserar triangelolikheten och kommer att utnyttjas
manga ganger i fortsattningen.

Sats 2.1.1 (Triangelolikheten for integraler) For alla integrerbara funktioner

far
[ sy < [170)1a

Bevis. Skriv det komplexa talet [ ; f(t)dt pa polar form som Rel dir R =

’flf(t) dt

ar absolutbeloppet av talet och 6 ar argumentet. Da &ar

R:e_ie/lf(t) dt = /Ie_ief(t) dt.

Talet R = [, e™ f(t) dt &r reellt och ér dérfor lika med sin realdel. Det foljer
att

R =Re /Ie_iaf(t) dt = /IRe (e (1)) dt < /I|e_i9f(t)|dt:/l|f(t)|dt.

Den andra likheten géller pa grund av séttet att definiera integralen av kom-
plexvirda funktioner, och olikheten beror pa att Re (e ?f(t)) < |e " f(¢)]
for alla ¢. ]

2.2 Rummet L!

Definition Med rummet L'(R) menas méngden av alla komplexvirda (Le-
besgue-métbara) funktioner f, som ar definierade pa R och uppfyller

£l = /R|f(t)ydt < 0.

Det skulle fora for langt att forsoka specificera vad “Lebesgue-méatbar” be-
tyder; for vara behov ricker det att veta att alla styckvis kontinuerliga funk-
tioner ar métbara.
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EXEMPEL 2.2.1 Funktionen f(t) = tillhér L' (R) eftersom

14 ¢2
dt
||f||1=/ —_—
R

Funktionen g¢(t), definierad som ¢t~%/2 for 0 < ¢ < 1, och 0 for alla 6vriga
viirden pa t, tillhor ocksa L'(R), eftersom ||g||; = fol =12 dt = 2. O

|- |l1 kallas fér L'-normen. Vi kommer ofta att utnyttja triangelolikheten

1F+ gl < A+ gl

som foljer genom att integrera motsvarande triangelolikhet |f(t) + g(t)] <
|f(t)] + |g(t)] f6r komplexa tal.

Nir ska tva L!-funktioner f och g anses ligga niira varandra? Kom ihag
att om f och g ér reellviirda, sa méter integralen [p |f(t) — g(t)| dt arean av
omradet mellan de bada funktionernas grafer. Det later rimligt att sdga att
funktionerna ligger néra varandra ifall denna area &r liten. Vi generaliserar
nu detta for allminna komplexvirda L!-funktioner genom att anvinda

If =gl = /R () — ()] dt

som ett matt pa avstandet mellan tva sadana funktioner. Speciellt méter
alltsa || f|l1 (= ||f — O|]1) avstandet mellan funktionen f och nollfunktionen.

Integralen av en funktion paverkas inte om vi &ndrar funktionens vérden i
enstaka punkter. Om f(t) = ¢(¢) for alla utom &ndligt manga vérden pa ¢ &r
saledes [, f(t)dt = [g g(t)dt och || f — g|li = 0. I denna situation forefaller
det rimligt att betrakta de bada funktionerna sasom lika.

Mera generellt géller att f och ¢ har samma integraler ifall de bada funk-
tionerna &r lika utanfor en sa kallad nollméngd.

Definition En delméngd E av reella axeln kallas en nollmdngd, om det for
varje € > 0 dr mojligt att tidcka 6ver mangden E med en union av (odndligt
manga) intervall vars totala langd &r mindre &n e.

EXEMPEL 2.2.2 Maingden Q av alla rationella tal utgor en nollméngd, ty vi
kan réikna upp de rationella talen ry, ro, 73, ..., och sedan for varje n bilda

intervallet
I, =]rp — 27D p, 4 27(F D¢

som har talet r, som mittpunkt och lingd 27"¢. Unionen av alla dessa inter-
vall tédcker uppenbarligen 6ver Q, och den totala lingden av alla intervallen
Ary 2 27"e =€ O
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Om to dr en punkt dir funktionen f &r kontinuerlig och f(¢y) # 0, sa &r
nodvandigtvis || f||; > 0, ty pa grund av kontinuiteten finns det ett interval
[a, b] kring to, dar |f(t)] > |f(to)]/2, varav foljer att

/R O] de > / W]t > (b a) f(to)]/2 > 0.

Om t, &r en kontinuitetspunkt och || f||; = 0, sa vet vi alltsa att f(tg) = 0.
Genom att tillimpa denna information pa differensen f — ¢ mellan tva L'-
funktioner drar vi slutsatsen: Om funktionerna f och g bada dr kontinuerliga
i punkten ty och || f — gll1 =0, sa dr f(ty) = g(to).

Lat nu [ vara ett godtyckligt intervall, och lat f vara en komplexviard
funktion som &r definierad pa intervallet. Vi kan utvidga f till en funktion
F som é&r definierad pa hela R pa ett trivialt sétt genom att definiera

) f(t) fortel
)= {0 for ¢ ¢ I.

/If(t)dt:/RF(t)dt.

Vi siiger att f tillhér rummet L'(I) om och endast om den utvidgade funk-
tionen F tillhér L'(R). Om sa ér fallet, sitter vi vidare ||f|; = || F |-

Nér man talar om ||-||;-normen, maste man forstas vara medveten om
vilket underliggande intervall I som avses, men detta intervall kommer alltid
att framga av sammanhanget.

Vid sidan om ||-||;-normen kommer vi ocksa att anvénda den s. k. odnd-
lighetsnormen || -||s. Lat I vara ett givet intervall och betrakta en begréin-
sad komplexvéird funktion f pa I. (Begridnsad betyder att den icke-negativa
reellvirda funktionen |f| &r begréinsad.) Vi sétter

I = sup £ (0),

Vi far da

Uppenbarligen géller da olikheten || f + gllc < |[flloc + [|gllo0; Och vidare &r
| fllco = 0 om och endast om f &r identiskt lika med noll pa ifragavarande
intervall 1.

Om I = [a, b] &r ett begransat intervall och om funktionen f &r begrénsad

pa I, sa ar
b b
= [ 1@l < [ 1wt =0 )l

En L!-funktion kan ha olika slags diskontinuiteter, men den kan alltid
approximeras godtyckligt val av regelbundna funktioner.
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Sats 2.2.1 Ldt f € L*(R) och € > 0 vara givna. Da finns det en kontinuer-
ligt deriverbar funktion g som dr identiskt 0 utanfor nagot begransat intervall
och som uppfyller || f — g1 < e.

Bews. Eftersom vi inte har givit en precis definition av begreppet méatbarhet
kan vi inte ge ett rigorost bevis, men foljande skiss innehaller alla visentliga
ingredienser i ett sadant bevis.

Forst kan vi, eftersom [ | f(¢)| dt < oo, hitta ett positivt tal A sa att

/|t Ol <</

Pa det begrinsade intervallet [—A, A] kan vi sedan approximera funktionen
f med en trappstegsfunktion i (en funktion som &r striackvis konstant) som
uppfyller olikheten

A
/_A £(t) — h(t)| dt < /3.

Se figur 2.1. Utvidga definitionsomradet for h till hela R genom att sétta
h(t) = 0 utanfor intervallet [—A, A]; da &r

A
£ =nll= [ 1) = holde+ [ rolde<2e3
—A [t|>A
Det sista steget bestar i att approximera trappstegsfunktionen A med en
kontinuerligt deriverbar funktion g genom att runda av hornen pa trappstegs-
funktionen sasom i figuren. Man ser latt att detta kan goras pa ett sadant
satt att |h — g||; < €/3. Triangelolikheten ger nu

If =gl =1(f =h) +(h=g)lh <[If =hlh+[lh—glh <2¢/3+€¢/3=¢

Figur 2.1. Forst approximeras L'-funktionen med en trappstegsfunktion. Sedan
approximeras denna med en kontinuerligt deriverbar funktion.
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Sats 2.2.2 (Riemann-Lebesgues lemma) Lat I vara ett godtyckligt intervall
och antag att f € L*(I). Da dr

lim / ft)e Mdt =0.

Bevis. Vi kan utan inskréankning antaga att / = R. (Om I # R utvidgar vi
definitionsomradet till hela R genom att sétta f(t) = 0 utanfor intervallet
I)

Antag nu forst att funktionen f &r kontinuerligt deriverbar och lika med
noll utanfor nagot begriansat intervall [A, B]. Genom partiell integration far
vi da

Af@fwﬁ:/émn“%h{ﬂ ;ﬁ M/if )e M dt
/ f'(t) e M dt,

eftersom f(A) = f(B) = 0. Genom att utnyttja triangelolikheten for inte-
graler far vi darfor

JREIEE M| e a= gy [l

—(B—-A o
< (B4

Hogerledet i ovanstaende olikhet gar mot 0 da A — 4o0.
Antag hérnést att f dr en godtycklig L'-funktion. Givet € > 0 har vi att
visa att det finns ett reellt tal w sa att ‘fR f(t)e ™ dt’ < e giller for |\ > w.

For att uppna detta véljer vi forst en kontinuerligt deriverbar funktion g
som ar noll utanfér nagot begréansat intervall och som uppfyller olikheten
|f — gll1 < ¢€/2. Med hjélp av triangelolikheten far vi sedan

‘/f —Wdt‘ (/ _lAtdt+/g() —‘”dt‘
‘/ ) — gt *l”dt‘ + ‘/ ’i”dt’
< [ =gy ae+] [ gy ar

= [ 150 = alde+] [ gy a

=|If =gl + ‘/Rg(t) e M dt) <€/2+ ‘/Rg(t) e*iktdt’.
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Enligt bevisets forsta del gar den sista integralen mot noll da A — 4o0. Vi
kan déarfor hitta ett w sa att

‘/ g(t) e_i’\tdt‘ < €/2
R

for |A\| > w. Av olikheterna ovan foljer dirfor att ‘ Jo f(t)e M dt| < e giller
for alla |A| > w. O

Anmidrkning. Eftersom sin At = (e — ™) foljer det med en gang ur
Riemann-Lebesgues lemma att

lim /f(t) sin Mt dt = 0.
I

A—00

Motsvarande géller forstas ocksa nér sinus ersétts med cosinus.

2.3 Serier

Definition En foljd (c¢,);° av komplexa tal kallas konvergent om det finns
ett komplext tal ¢ sa att lim,, o |¢, —c| = 0. Talet ¢ kallas i sa fall for f6ljdens
gransvirde och betecknas lim,, .. ¢;,.

Grénsvérdesdefinitionen for komplexa foljder dr dédrmed reducerad till
definitionen av grinsvirdet av en (icke-negativ) reell foljd.

Genom att utnyttja de olikheter som rader mellan ett komplext tals real-
respimaginérdel och belopp erhaller man vidare ldtt foljande resultat:

Om ¢, = a, + ib,, sa konvergerar den komplexa foljden mot gransvérdet
¢ = a + ib om och endast om de bada reella foljderna (a,)° och (b,)7°
konvergerar mot a och b, respektive.

Déarigenom har vi fullsténdigt reducerat problemet att bestdmma gréins-
virdet av komplexa foljder till motsvarande problem for reella foljder.

En nackdel med gréansvirdesdefinitionen &ér att vi for att avgoéra om en
foljd &ar konvergent behover referera till det eventuella gransvardet. Foljande
sats visar att man kan avgora foljdens konvergens genom att enbart studera
foljdens termer.

Sats 2.3.1 (Cauchys konvergensprincip)  En komplez talféljd (c,)32, dr kon-
vergent om och endast om foljande villkor ar uppfyllt:
(x) For varje € > 0 finns det ett tal N sa att olikheten |c,, — c,| < € gdller
for allan>m > N.

En foljd som uppfyller villkoret (x) kallas en Cauchyfdljd.
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Bevis. Beviset for den ena riktningen, ndmligen att villkoret (x) &r upp-
fyllt om foljden ar konvergent, ar enkelt. Antag ndmligen att foljden har ett
gransvirde c. Da &r per definition lim,, . |¢, — ¢| = 0, dvs. givet € finns det
ett tal NV sa att |c, — ¢| < €/2 géller for alla n > N. Om bade m > N och
n > N, sa galler darfor pa grund av triangelolikheten att

lem —cn| = (cm — )+ (c— )| <lem —cl+]c—cn] <€/24+€/2 =€

Beviset for omvandningen, dvs. att varje Cauchyfoljd &r konvergent, ar
mer komplicerat, och vi delar upp det i ett antal steg.

1. Forst noterar vi att det réicker att visa omvandningen for reella foljder, ty
realdelen av en Cauchyfoljd (¢,)$°, dar ¢, = a, +1b,, ir ocksa en Cauchyfoljd
pa grund av olikheten |a,, — a,| < |¢;, — ¢, och motsvarande géller forstas
ocksa for imagindrdelen, och foljden (¢,)° konvergerar om de bada foljderna
(an)3° och (b,)7° konvergerar.

2. Harnést konstaterar vi att varje Cauchyfoljd &r begrinsad. Valj ndmligen
det tal N i (*) som svarar mot e = 1; da dr speciellt |¢, — en| < 1 for

alla n > N, sa det foljer av triangelolikheten att |c,| = |c, — ey + en| <
len — en| + len| < 14 |en| for n > N. Déarfor géller att |c,| < C for alla n,
om vi som C' viljer det storsta av talen |cq|, ..., |[ey—1] och 1+ |en].

3. Vi behover vidare foljande hjilpsats, som har ett visst egenintresse:

Lemma Varje reell talféljd (a,)5° innehaller en monoton delféljd, dvs. det
finns en strikt vizande foljd (ng)3, av positiva heltal sa att foljden (an, )e,
antingen dr vixande eller avtagande.

(Lemmat har foljande pittoreska tolkning: Stdll upp ett odndligt antal sol-
dater pa led. Da &r det alltid mojligt att genom att lata ett lampligt antal
soldater stiga at sidan erhalla ett resterande odndligt led av soldater som &r
ordnade efter viixande eller avtagande ldngd.)

Beuvis for lemmat. Sitt A, = {ay : k > n}; vi har da tva alternativ: Antingen
innehaller méngden A, for varje n > 1 ett storsta element, eller ocksa finns
det nagot n sa att A, inte innehaller ett storsta element.

I det forstndmnda fallet later vi ny vara det index for vilket a,, #r det
storsta elementet i A;. (Om det finns flera element som &r lika stora later vi
ny vara det minsta indexet for sadana element for att fa ett entydigt val.)
Alla element a,, i méngden A, 11, dvs. alla a,, med n > ny &r nu < a,,. Vi
véljer nu ny > ny sa att elementet a,,, ar storst i A,,, 11, och konstaterar att
Qp, > an,. Elementet a,, dr storre én eller lika med alla element i A, 1,
och vi kan fortsédtta med att hitta ett ng > n,y sa att a,, r stérst bland alla
element i A,,,;. Pa grund av vart antagande tar processen aldrig slut, sa
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med hjilp av induktion far vi en f6ljd n; < ny < nz < ... med egenskapen
att a,, > an, > an, > ..., dvs. den givna f6ljden innehaller en avtagande
delfoljd.

I det andra fallet later vi n; vara det forsta talet n for vilket A,, inte
innehaller nagot storsta element. Speciellt ar alltsa inte a,, storst i mangden
A, sa darfor finns det ett forsta index ny > ny sa att a,, > a,,. Eftersom inte
heller talet a,, &r storst finns det ett forsta index ng > ny sa att a,, > an,,
osv. Resultatet blir denna gang en (stringt) vixande delfoljd a,, < a,, <
(pg < ....Darmed &r lemmat bevisat.

4. Lat nu (a,);° vara en reell Cauchyfoljd och vélj med hjalp av steg 3
ut en monoton delféljd (a,, )3 ,. Pa grund av steg 2 &r delf6ljden sikert
begransad, sa det foljer att gransvirdet a = limg_,o a,, existerar. (Varje
monoton begrinsad talfoljd har ett gransvirde!)

Vi ska nu med hjélp av gransviardesdefinitionen visa att a ocksa ar grans-
vérde till den ursprungliga foljden. Antag dérfor att € > 0, och utnyttja forst
definitionen av Cauchyfoljd for att hitta N sa att |a, — a,| < €/2 for alla
m,n > N. Av gransvirdesdefinitionen foljer speciellt att det finns ett index
k sa att ny > N och |a,, —a| < €/2. For alla n > N far vi nu pa grund av
triangelolikheten:

la, — al = |an, — an, + an, — al <lay, — an,| + |an, —a|l <€/24+¢€¢/2 =¢,
vilket visar att lim,,_, a, = a. O

EXEMPEL 2.3.1 For komplexa tal z dr lim, .o 2" = 0 om |z| < 1, medan
griansvérdet inte existerar om |z| > 1 och z # 1.

For |z| < 1 géller namligen att |2 — 0] = |z|™ — 0, eftersom vi vet att
lim,, o 7" = 0 géller for reella tal » med 0 < r < 1.
Om diiremot |z| > 1, s& #ir [2" — 2" | = |2]"|1 — 2| > |1 — 2]|. Villkoret (x)

i Cauchys konvergensprincip kan dérfor inte vara uppfyllt for nagot N om
€ < |1 — z|, och det foljer darfor av Cauchys konvergensprincip att foljden
(2")%2, inte har nagot grénsvérde, savida inte z = 1. O

Definition Lat (c¢,)%, vara en f6ljd av komplexa tal. Med serien

S = icn
n=1

menas foljden (5,)52, bestaende av de dndliga partialsummorna

n

Sn == ch.

k=1
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Serien .S séges konvergera eller vara konvergent om féljden av partialsum-
mor ar konvergent. Om sa &r fallet kallas gransvérdet lim,,_,., S, for seriens
summa, och summan betecknas ocksa den med S. En icke-konvergent serie
kallas divergent.

Observera alltsa att symbolen Y >° | ¢, anvénds i tva betydelser — dels
for att beteckna en foljd (f6ljden av partialsummor), dels for att beteckna ett
gransvirde (gréansvérdet av partialsummorna). Detta kan vara forvirrande i
borjan men ar praktiskt.

EXEMPEL 2.3.2 Serien )~ 2", dér z &r ett komplext tal, kallas en geomet-
risk serie. Den geometriska serien ér konvergent om och endast om |z| < 1,

i vilket fall -
>
n=0
Vi kan nédmligen berdkna partialsummorna exakt och far for z #£ 1 att
1 — 2"
S, =
Z i

Slutsatsen om konvergens och summa f6ljer nu direkt av exempel 2.3.1. (Fal-
let z =1 &ar forstas trivialt.) O

Genom att dela upp termerna ¢, i en komplex serie i sina real- och ima-
gindrdelar, ¢, = a, + ib,, far vi en motsvarande uppdelning av serien i tva
reella serier:

oo o0 o0

(2.3.1) ch:Zan—l—ian.
n=1 n=1 n=1

Hér &r den komplexa serien Y~ | ¢, konvergent om och endast om de bada
reella serierna » - a, och Y 7 b, &r konvergenta, i vilket fall (2.3.1) ocksa
galler for seriernas summor. Att sa ér fallet féljer omedelbart av motsvarande
resultat for foljder.

Dérigenom har vi forstas i princip reducerat alla problem fér komplexa
serier till problem for reella serier. Emellertid ar det oftast enklast att ga
direkt pa den komplexa serien. Vi fortsétter darfor med att formulera ett an-
tal definitioner och resultat for komplexa serier. Féljande konvergensprincip
foljer direkt ur Cauchys konvergensprincip for foljder.

Sats 2.3.2 (Cauchys konvergensprincip for serier) Serien Y, ¢, dr konver-
gent om och endast om féljande villkor dar uppfyllt:

(x) For varje € > 0 finns det ett tal N sa att |y ,_  cx| < € gdller for alla
n>m>N.
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Bevis. Detta dr ingenting annat &n Cauchys konvergensprincip for foljder
(sats 2.3.1) tillampad pa foljden (S,)5>; av partialsummor S, = > }_; ¢.
For denna foljd &r ndmligen |S,, — Spo1| = | D op_,, Ckl- O

Korollarium 2.3.3  Om serien Y | ¢, konvergerar, sa drlim, . ¢, = 0.

Beuvis. Detta foljer omedelbart av den ldtta riktningen av Cauchys konver-
gensprincip, ty genom att speciellt vilja n = m i villkoret (%) ser vi att det
givet € > 0 finns ett N sa att n > N medfor att |c,| = | > ,_, ] <e O

Definition En komplex serie Y, ¢, kallas absolutkonvergent om den po-
sitiva reella serien > 7 | |c,| dr konvergent.

Sats 2.3.4 Varje absolutkonvergent serie dr konvergent.

Bevis. Antag att serien Y - ¢, &r absolutkonvergent. Vi ska visa att villko-
ret (%) i Cauchys konvergensprincip ar uppfyllt. Lat déarfor € > 0 vara givet;
Cauchys konvergensprincip tillimpad pa den konvergenta serien » >, |c,|
ger oss ett N sa att olikheten Y ,_ |ex| < € géller for alla n > m > N. Pa
grund av triangelolikheten

n n
2 el <) led
k=m k=m
géller darfor ocksa | > x| < € for alla n > m > N. Men detta innebér
enligt Cauchys konvergensprincip att serien » > | ¢, r konvergent. O

EXEMPEL 2.3.3 Om > 7 r, dr en konvergent serie med positiva termer

n=1
Ty, sa ar serien »_ -, r,e™ absolutkonvergent for alla ¢, eftersom |r,e™| =

T O

For att framgangsrikt kunna tillimpa sats 2.3.4 behéver man veta nér en
positiv serie dr konvergent. Vi ¢vergar dérfor nu till att repetera ett antal
resultat for positiva serier.

Definition Med en positiv serie Y, a, menas en serie vars alla termer a,,
ar icke-negativa reella tal.

I en positiv serie bildar partialsummorna S,, = Y, _, aj en vixande foljd
beroende pa att S,11 — S, = a,r1 > 0. For en vixande foljd finns bara tva
alternativ; antingen ar den uppat begrinsad och da &r foljden konvergent,
eller ocksa &r den inte uppat begrinsad och da har foljden det oegentliga
gransvirdet +o0o. Vi har med andra ord foljande resultat:
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Sats 2.3.5 En positiv serie Y- | a, dr konvergent om och endast om det
finns en konstant M sa att Y ,_, ax < M gdller for alla n.

Detta leder omedelbart till féljande kriterium fér konvergens.

Sats 2.3.6 (Jamforelsekriteriet) Lat > >~ a, och > 7 b, vara tvd positiva
serier och antag att det finns en positiv konstant M sa att a, < Mb, for
allan. Da dr serien Y | a, konvergent ifall den "storre” serien - by, dr
konvergent.

Bevis. Antag att serien - b, &r konvergent och beteckna summan med

B. Da ar . . .
Zak < MZbk < MZbk — MB
k=1 k=1 k=1

for alla n, dvs. partialsummorna till serien ) | a,, &r uppat begrénsade (av
talet M B). Serien &r darfor konvergent. O

Lat r vara ett positivt tal < 1. Eftersom den geometriska serien ) 7"
ar konvergent, dr varje positiv serie Y~ a,, vars termer fér nagon kon-
stant M uppfyller olikheten a, < Mr™ for alla n, ocksa konvergent enligt
jamforelsekriteriet. Denna observation leder till foljande tva anvéndbara kon-
vergenskriterier.

Sats 2.3.7 Lat >~ ¢, vara en godtycklig komplex serie, och antag att

R=tim /[ eller K= lim ot

n—00 n—0o00 ’Cn|

existerar. Da dr serien
(a) absolutkonvergent om R < 1 och divergent om R > 1 (rotkriteriet);
(b) absolutkonvergent om K < 1 och divergent om K > 1 (kvotkriteriet).

Anmdrkning. Man kan visa att grinsvirdet R sikert existerar om gréins-
virdet K existerar och att da R = K, medan R kan existera dven om K inte
gor det. Rotkriteriet dr déarfor ett starkare kriterium &n kvotkriteriet.

Bevis. Antag att griansvirdet R existerar och att R < 1. Vilj ett tal r sa att
R < r < 1. Pa grund av gransvirdesdefinitionen finns det da ett tal N sa att
/Jen] < 7 giller for allan > N. For sadana n ér dérfor |e,| < 7. Naturligtvis
kan vi nu vélja konstanten M > 1 sa att olikheterna |c,| < Mr™ géller for
de dndligt manga talen n =1, 2, ..., N — 1. For alla n blir da |c,| < Mr"™.
Pa grund av jamforelsekriteriet dr dérfor serien Y, |c,| konvergent, dvs.
serien Y > | ¢, ér absolutkonvergent.
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Om déremot R > 1, sa dr {/|c,| > 1 for alla tillrdckligt stora n, dvs.
lcn| > 1 for alla tillrickligt stora n. Serien Y~ ¢, kan dérfor inte vara
konvergent eftersom termerna inte gar mot 0.

Beviset for kvotkriteriet &r analogt och limnas som Gvning till ldsaren.
O

Sats 2.3.8 (Integralkriteriet) Lat f vara en positiv, avtagande funktion de-
finterad pa intervallet [1,00[. Da dr serien Y, f(n) konvergent om och
endast om den generaliserade integralen floo f(x)dx dr konvergent.

Bevis. Genom att jamfora integralen av funktionen 6ver intervallet [n,n + 1]
med en rektangel med [n,n + 1] som bas och f(n) resp. f(n + 1) som hojd
(se figur 2.2) far man olikheterna

sy < [ " pw) de < fn).

y = f(z)
n n+1
Figur 2.2

Eftersom
N

> / " ) de = / ) da,

blir Y- ( f:ﬂ f(z)dz) lika med vérdet av den generaliserade integralen
[7° f(x) dx. Jimforelsekriteriet och den vénstra olikheten ovan visar dérfor
att serien Y 2, f(n) (som &r lika med f(1)+> 7, f(n+ 1)) &r konvergent
ifall den generaliserade integralen &r konvergent, och den hogra olikheten
ger att den generaliserade integralen &r konvergent ifall serien Y, f(n)
konvergerar. O

Integralkriteriet tillampat pa funktionen = ger nésta sats.

Sats 2.3.9 Serien Z — dr konvergent om och endast om o > 1.
na

n=1
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EXEMPEL 2.3.4 Som ett specialfall av exempel 2.3.3 far vi alltsa att serien

ar absolutkonvergent for alla ¢. ]

Déremot kan vi inte dra nagon sadan omedelbar slutsats om konvergensen
N 3 oo 1 _int. P . [e'e) l
for serien ) " | ~-e™; den &r inte absolutkonvergent eftersom serien )~ -
ar divergent, men &r den konvergent for nagot varde pa t? For att kunna

avgora fragan behover vi ett nytt resultat.

Sats 2.3.10 Lat (c,)22, vara en foljd av komplexa tal och lat (a,)e, vara
en avtagande foljd av positiva tal. Da dr serien Y | anc, konvergent om
ettdera av féljande tva villkor dr uppfyllt:

(a) Dirichlets kriterium: lim,,_,. a, = 0 och det finns en konstant M sa att
| > r_ el < M for alla n.
(b) Abels kriterium: Serien Y ", ¢, dr konvergent.

Bewvis. Vi borjar med att skriva om summan Zzzm apcr pa ett sitt som Ar
en direkt motsvarighet till partiell integration for integraler. Sétt

)

S — ij:mcj for k > m
0 for k=m —1.

Da blir ¢, = Skm — Sk—1,m for alla & > m, och vi kan darfor géra omskriv-
ningen

n n n n
g apcr = g a(Skm — Sk—1.m) = E arSkm — E akSk—1,m
k=m k=m k=m k=m
n n—1
= g A Skm — E Aj+1Skm
k;:m k:m
n—1
= anSn,m + E (ak - ak+1>8k,m~
k=m

Antag nu att |Sg.,| < C for kK > m och applicera triangelolikheten pa sum-
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man ovan vilket ger olikheten

n n—1
(2.3.2) 1) aner] < JanSnml + D (ak = ax1) Skl
k=m k=m
n—1
= an’Sn,m| + Z(ak - ak+1)’5k,m’
k=m
n—1
< a,C + Z(ak — agy1)C = a,,C.
k=m

. k -

I fallet (a) dr |Skn| = |Zj:10j _Z] 1 CJ| < |Z] Gl + |Z; 1 CJ’ <
M + M = 2M, sa olikheten (2.3.2) géller med C' = 2M. Eftersom vidare
a,, — 0 da m — oo, finns det givet € > 0 ett IV sa att olikheten 2a,,M < €
galler for alla m > N. For n > m > N &r darfor

n
| Z CLka’ <€,
k=m

° . o0 ° . .
sa serien ) >~ | a,c, konvergerar pa grund av Cauchys konvergensprincip.

I fallet (b) finns det istéllet pa grund av Cauchys konvergensprincip
tillimpad pa serien Y > ¢, ett tal N med egenskapen att |S, .| < € for
alla n > m > N, dvs. olikheten (2.3.2) giller nu med C' = e. Eftersom
foljden (a,)$° ar avtagande, foljer det att

| Z arcr| < ame < aqe.

k=m

Serien Y > | a,c, konvergerar déirfor ocksa i detta fall enligt Cauchys kon-
vergensprincip. O

EXEMPEL 2.3.5 Vi ska anvanda sats 2.3.10 for att visa att serien

0o
l int

ar konvergent for 0 < t < 2.

Foljden (%)?:1 ar uppenbarligen avtagande med grénsvarde 0, och for

sumimorna
. Nk . — e
S — § :elkt elt elt) —e :
1—et
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géller uppskattningen

1 — ent 2
S| = —| < —.
| | ‘1_elt|_|1_elt|
Dirichlets kriterium &r saledes uppfyllt med M = 2(|1 — e'|)~L. O

I fortsdttningen kommer vi huvudsakligen att betrakta serier av typen

[e.9]

(2.3.3) D e =Y e,
nez n=-—oo

och med detta menar vi serien

(2.3.4) co + Z(c_ne_i”t + cpe'™).

n=1

Eftersom skrivséttet (2.3.3) ser snyggare ut adn (2.3.4) kommer vi i allménhet
att foredra formen (2.3.3). Med konvergens hos serien (2.3.3) menar vi emel-
lertid per definition att serien (2.3.4) &r konvergent.

Genom att kombinera termerna

c_ne ™ 4 ™ = (¢, + c_p) cosnt +i(c, — c_,)sinnt

ser vi att serien (2.3.3) ekvivalent kan skrivas som

(2.3.5) ap + Z(an cosnt + by, sinnt),

n=1

dér ag = ¢o, a, = ¢, + ¢, och b, = i(¢, — c_y,) for n > 1. Omvént kan
varje trigonometrisk serie (2.3.5) skrivas pa formen (2.3.3) med ¢y = ao,

o = ${an = iby) och -y = §(a, +iby) for m > 1.

2.4 Likformig konvergens

EXEMPEL 2.4.1 Definiera tva funktionsfoljder (f,(¢))5° och (g, (t))5° pa fol-
jande sétt:

nt, 0<t<1/n nt, 0<t<1/n
fat)=4¢2—nt, 1/n<t<2/n, gn(t) =< 2n—n?, 1/n<t<2/n
0, annars 0, annars

Grafen till funktionen f, dr en triangel med intervallet [0,2/n] som bas och
hojd 1 (se figur 2.3), medan grafen till funktionen g, &r en triangel med
samma bas men hojd n.
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y=fn(t)

n

Figur 2.3.

Observera att lim,, o fn(t) = lim, o gu(t) = 0 for alla ¢ € R (ty om
t > 0 sa giller f,(t) = ¢,(t) = 0 sa snart n > 2/t, och om ¢t < 0 sa &r
fn(t) = gn(t) = 0 for alla n).

Betyder detta att funktionerna f,, och g, ligger néra den konstanta funk-
tionen f(t) = 0 ndr n &r stort? Svaret pa denna fraga beror forstas pa
hur vi méter nirhet. Vi kan anvinda L!-normen, som inférdes i avsnitt 1.4.
Eftersom || fo = flly = [[fnlls = 1/n, och [lgn — fllx = llgnllx = 1, ligger funk-
tionerna f, nira f i L'-norm for stora n, medan g, inte ir nira f for nagot
n. O

Anmirkning. Vara funktioner g, visar att likheten lim,,—, o f5, () = f(t) kan gélla for alla
t € R utan att for den skull lim,,—, || fn — f|l1 = 0.

Omvént medfor inte lim,,_, || fr. — f]j1 = 0 att f6ljden f,(¢) konvergerar mot f(t) for
nagot t. Ett exempel pa detta ges av funktionerna h,,, som vi definierar for m = 1, 2,
...pa foljande vis:

Skriv talet m pa formen m = 2" + k, dir n > 0 och 0 < k < 2™ — 1, och sitt sedan

o (1) = 1, omk/2" <t<(k+1)/2"
e 0, for alla andra ¢.

For 2" < m < 2" &r sdledes hy,(t) lika med 1 pa ett delinterval I,,, av [0, 1] vars lingd
dr lika med 27", och lika med 0 for 6vrigt. (Rita en figur!) Det foljer omedelbart att
[Amlli = 0 da m — oo. A andra sidan vandrar delintervallen I,, fram och tillbaka pa
intervallet [0, 1] nér m gar mot co. Gréansvérdet lim,, o hm (t) kan dérfor inte existera for
nagot 0 <t < 1, eftersom h,,(t) antar bade virdena 0 och 1 f6ér oéindligt manga m.

Ett annat kanske mer naturligt siatt att méta nidrhet mellan tva funktioner
f och g én att anviinda L'-normen, dr att méta den maximala absoluta diffe-
rensen | f(t)—g(t)| mellan funktionsvirdena, dér maximum tas 6ver alla ¢ som
tillhor funktionernas definitionsomrade, dvs. att anvdnda oéndlighetsnormen

For funktionerna f,, g, och f i exempel 2.4.1 géller || f, — flloo = || frlloo =

sup [ fu(t)] = fu(1/n) =1 och [[gn = flloo = lIgnllec = sup[gn(t)] = g (1/n) =
n, sa varken g, eller f, ligger néra f.
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I resten av det har avsnittet ska vi anvéanda oss av just odndlighetsnormen
for att méata avstandet mellan funktioner. Detta leder till begreppet likformig
konvergens, som definieras pa foljande sétt.

Definition En {6ljd ( f,,){° av funktioner, som ar definierade pa nagon mangd
1, sdges konvergera likformigt mot funktionen f pa I om

lim || f,, — flleo = lim sup |f,.(t) — f(t)| = 0.
T [1f = oo = lim sup | £,(8) = £(0)

Anmdrkning. Vi kommer huvudsakligen att studera likformig konvergens da
I &r ett intervall eller hela R, men definitionen och foljande satser fungerar
lika bra for delméngder I av det komplexa talplanet.

Observera att om en funktionsfoljd konvergerar likformigt pa méngden I,
sa konvergerar foljden ocksa likformigt pa varje delméngd J till I.

EXEMPEL 2.4.2 Sitt f,(t) = cos och I = [0,10]. Eftersom det for varje
t géller att cost — 1 da n — oo, siitter vi f(t) = 1. Om n &r sa stort att
10/n < m, sa ér funktionen 1 —cos £ viéixande pa intervallet [0, 10], och hirav
foljer forstas att

|fu(t) — f(E)] = l—cos% < 1_C081n_0

for alla t € [0, 10]. Foljaktligen giller det att

10
| fn — flloo =1 —cos — — 0, dan — oo,
n
dvs. f, konvergerar likformigt mot f pa intervallet [0, 10]. O
EXEMPEL 2.4.3 Betrakta samma funktioner f,(¢) = cos £ som i féregaende
exempel men vélj nu intervallet I som hela R. Eftersom f,,(n7) = cosm = —1,
ar

t
|fo = flloc = sup |1 — cos —| = 2.
teR n
Foljden (f,)5° konvergerar saledes inte likformigt pa R. ]

EXEMPEL 2.4.4 Sitt f,(t) = t" och I = [0, 1]. Definiera funktionen f genom
att sitta f(t) = 0 for 0 <t < 1 och f(1) = 1. Da &r lim, o fo(t) = f(t)
for alla ¢t € I, dvs. funktionsfoljden (f,);° konvergeras punktvis mot f pa
intervallet I, men

[fr = flloo = OS<1;I<)1 |fu(t) = f(t)] = sup t" =1,

0<t<1

sa funktionsfoljden konvergerar inte likformigt pa I. O
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Definition En serie ), a,(t) konvergerar likformigt pa mdngden I om
foljden

sult) =) ax(t)

av partialsummor konvergerar likformigt mot summan s(t) = > >~ | a,(t) pa
méngden .

EXEMPEL 2.4.5 Antag att 0 < a < 1. Da konvergerar den geometriska

serien s(t) = Y > " likformigt pa intervallet I = [—a, al.
_ n+1 1
For den geometriska serien ar namligen s,,(t) = 7 och s(t) = T3

For |t| < a fas darfor
tn-‘rl |t|n+1 an-i-l

ult) = s0)] = || < 7o < 1=

n+1
Foljaktligen géller att ||s, — sl < 1a — 0 da n — oo. Serien &r med
—a

andra ord likformigt konvergent pa I. O]

Vi ska nu beskriva ett enkelt men viktigt tillrackligt villkor for likformig
konvergens hos serier.

Sats 2.4.1 (Weierstrass majorantsats) Betrakta serien - a,(t), ddr ter-
merna ar definierade pa nagon mangd 1. Antag att det finns en foljd (M,)3°
av icke-negativa tal med féljande tva egenskaper:

(1) |a,(t)| < M, forn=1, 2 ...ochallat € I.
(ii) Den positiva serien Y .~ M, dr konvergent.
Da konvergerar serien y -, an(t) likformigt pa I.

Bevis. Med hjélp av triangelolikheten fas uppskattningen

sup |s,(t) — s(t)| = sup Zak(t)} < su?z lag(t)| < ZMk,
+1 el

tel tel " ntl

och hogerledet Y > . M, konvergerar mot 0 da n — oo. O]

)
n+1

EXEMPEL 2.4.6 Serien

o0

Z sin nt
n2

n=1

ar likformigt konvergent pa R enligt Weierstrass majorantsats, eftersom vi
kan vilja M, = 1/n% O
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EXEMPEL 2.4.7 Antag att serien ) _, a, ér absolutkonvergent. Da &r se-
rien ) ., a,e™ likformigt konvergent pa R pa grund av Weierstrass majo-
rantsats, ty |a,e™| < |a,| for alla t € R och alla n € Z. O

EXEMPEL 2.4.8 Serien ((z) = > -, n " &r konvergent om z > 1. Om
a > 1 sa ar serien vidare likformigt konvergent pa intervallet [a, oo[, eftersom
In™*| =n~" < n~* for £ > a och den numeriska serien »  n~* konvergerar.
Funktionen ((x) kallas fér Riemanns zetafunktion. O

Kontinuitet bevaras under likformig konvergens.

Sats 2.4.2 Antag att funktionerna f,, konvergerar likformigt mot f pa in-
tervallet I och att alla funktionerna f, dr kontinuerliga © punkten tq € I. Da
ar gransfunktionen f ocksa kontinuerlig © punkten tg.

Bevis. Pa grund av den likformiga konvergensen finns det for varje e > 0
ett tal N sa att ||fv — flloo < €/3. Eftersom funktionen fy &r kontinuerlig i
punkten to, finns det vidare ett § (som beror av N) sa att |t — | < 6 medfor

att |fn(t) — fv(to)] < €/3. Men

|f(t) = f(to)] < [f(t) — In(@O)] + [fn(t) — fa(to)| + [fn(to) — f(to)]
<20f = flloo + 1IN () = fn(to)| < 2€/3 4 [fn(t) — fn(to)l-

Det foljer att | f(t)— f(to)| < 2¢/34¢€/3 = € for alla t som uppfyller |[t—tq| < 0.
Detta visar att f dr kontinuerlig i punkten ¢g. ]

Det finns ocksa en serieversion av foregaende sats och den lyder som foljer.

Sats 2.4.3 Antag att s(t) = > 7 a,(t) likformigt pa I. Om varje term a,
ar kontinuerlig © punkten tg € I, sa dr ocksa summan s kontinuerlig i tg.

Bevis. Tillaimpa foregaende sats pa foljden s, () = > ") _, ax(t), och observera
att varje partialsumma s, ar kontinuerlig i . ]

EXEMPEL 2.4.9 Genom att tillampa sats 2.4.3 pa exemplen 2.4.6-2.4.8 ser
vi att summan Y- n~?sinnt ir en kontinuerlig funktion pa R (dvs. i varje
punkt ¢ € R), att summan Y, _, a,e™ ér en kontinuerlig 2r-periodisk funk-
tion om serien ) . a, &r absolutkonvergent, och att Riemanns zetafunktion
((z) ar kontinuerlig for x > 1. O

Likformig konvergens pa ett begrénsat intervall I medfor konvergens i
L'-norm:

Sats 2.4.4 Antag att de Riemannintegrerbara funktionerna f, konvergerar
likformigt mot funktionen f pa det begrinsade intervallet I = [a,b]. Da dr f
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en Riemannintegrerbar funktion pa I, och

b b
/fn(t)dt%/f(t)dt och |fn—flh =0, dan— cc.

Bewvis. Vi utelamnar beviset for att gransfunktionen f &r Riemannintegrer-
bar. Att integralen konvergerar och att funktionerna konvergerar i L!'-norm
foljer av uppskattningen

[ s [0 < [0 - 501a < 0015~ sl

Serieversionen av foregaende sats lyder som foljer:

Sats 2.4.5 Antag att serien s(t) = >~ a,(t) dr likformigt konvergent pa
det begrinsade intervallet [a,b] och att funktionerna a, dr integrerbara. Da

/Zan ) dt = Z/an

Bevis. Tillampa foregaende sats pa foljden av partialsummor. O

EXEMPEL 2.4.10 Serien i exempel 2.4.6 kan pa grund av den likformiga
konvergensen integreras pa foljande vis.

t — (" sinnt —1— (=" 1
/Zsmn dt:;/() 812271 dt:; :lg ) :zgiﬁ
:221 -2 ) n3
n= n jimn

T 1
=12 =
n=1
O

Sats 2.4.4 har ett enkelt bevis men resultatet ar inte sérskilt kraftfullt
eftersom likformig konvergens inte ar ett nédvé’mdigt villkor for att integra-
lerna [ ; fn(t) dt ska konvergera mot I f ; f(t)dt. Betrakta de bada ”triang-
elféljderna” f,, och g, i exempel 2.4.1; bada dessa foljder konvergerar punkt-
vis men inte likformigt pa intervallet [O, 1] mot nollfunktionen. Genom direkt
utrikning far vi med en gang att lim,_,. fol fot)dt =0 = fol 0dt, medan
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lim, oo [} ga(t)dt = 1 # [, 0dt. Sats 2.4.4 kan inte forklara skillnaden i
resultat, eftersom ingen av de bada foljderna &r likformigt konvergent. Sat-
sen &r inte heller direkt tillimpbar i situationer da integrationsintervallet &r
obegransat.

Ett mer anviandbart och kraftfullt resultat &r foljande sats, som vi for-
mulerar utan bevis, eftersom ett bevis skulle krdva ganska djupa kunskaper
i integrationsteori.

Sats 2.4.6 (Lebesgues sats om dominerad konvergens) Antag att (f,)° dr en
foljd av komplexvirda (Lebesque-mdtbara) funktioner som alla dr definierade
pa (det begrinsade eller obegrinsade) intervallet I, och att

£() = Tim fu(t)

existerar for alla t € 1. Antag vidare att det finns en funktion g € L'(I) sd
att
|fn(®)] < g(t) for allan och allat € I.

Da gdller att f € L*(I), lim ||f,—f|li =0 och lim /fn(t) dt = /f(t) dt

Som tillimpning pa sats 2.4.6 ger vi ett exempel som kommer att an-
véandas nér vi studerar fouriertransformen.

EXEMPEL 2.4.11 Antag att f € L*(R). D4 ér

lim n(1 \t! t)dt = /f

n—oo

Beuvis. Satt
falt) = {(1 — [t]/n)f(t), om |t| <n

0, om |t| > n.

Vi vill visa att [ fo(t)dt — [ f(t)dt. Men detta foljer av sats 2.4.6, ty
lim, oo fu(t) = f(t) for alla t € R, |f,,(t)] < |f(¢)| for alla n och alla t € R,
och funktionen |f(¢)| tillhor Ll(R). O

Héarnést foljer ett resultat om derivering och likformig konvergens. Ob-
servera att antagandet om likformig konvergens ror foljden av derivator och
inte féljden av funktioner.

Sats 2.4.7 Lat (f,)5° vara en foljd av kontinuerligt deriverbara funktioner,
som dr definierade pa nagot intervall I. Antag att det for atminstone en punkt
to € I gdller att foljden (f.(to))5° konvergerar. Antag vidare att foljden (f])5°
av deriwator dr likformigt konvergent pa varje slutet begrdansat delintervall av
I och kalla gransfunktionen g. Da gdiller:
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(a) Det finns en funktion f sa att f, — f likformigt pa varje slutet begrinsat
delintervall av I.
(b) For varjet € I existerar derivatan f'(t) och f'(t) = g(t).

Beuvis. Lat ¢ beteckna gransvardet for foljden (f,,(to))5°. For varje z € I &r

nm:ﬁw@+[ﬁmmu

och eftersom f! — g likformigt pa intervallet [to, x] f6ljer det nu av sats 2.4.4
att .
fo(z) — c+/ g(t)dt, dan — oo.

to
Satt f(x) = ¢+ ftﬁ g(t)dt. Vi vet da att f,(z) — f(x) punktvis for varje
x € I. Funktionen g ar kontinuerlig pa grund av sats 2.4.2, sa funktionen f
ar differentierbar med derivata f'(x) = g(x) enligt integralkalkylens funda-
mentalsats.

Det aterstar att bevisa att konvergensen &r likformig pa varje delintervall
av I, och det ar da naturligtvis ingen inskrénkning att bara betrakta delin-
tervall som ocksa innehaller punkten ¢y. Lat [a, b] vara ett sadant intervall
och lat = € [a,b]. Pa grund av definitionen av f &r

hle) = @) = fulto)+ [ fu0ydt == [ gt
=n%ww+/7ﬁ@—mmw.

to

Triangelolikheten ger darfor att

Ih@—ﬂwmuww—d{/ F16) — g(t)] dt

[to,x]
b
gm%%«H/Wﬂ@—ﬂMﬁ

< |falto) = | + (b — a) max [ f,(t) — g(t)].

a<t<b

Ovanstaende géller for alla x € [a, b], och hogerledet i olikheten &r oberoende
av x och gar mot 0, da n — oo. Detta innebér att f, — f likformigt pa
intervallet [a, b]. O

Serieversionen av sats 2.4.7 lyder som foljer:
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Sats 2.4.8 DBetrakta serien

s() = Y au(0)

ddr termerna a,(t) dr kontinuerligt deriverbara funktioner pa intervallet I.
Antag att serien konvergerar for atminstone nagon punktty € I och att serien

av derivator
> ()

n=1

ar likformigt konvergent pa varje slutet begrdinsat delintervall av I. Da dr
serien s(t) ocksa likformigt konvergent pa varje slutet begrinsat delintervall
av I, och summan s(t) dr en deriverbar funktion med derivata

(1) = a(b).

n=1

Beuvis. Tillimpa foregaende sats pa foljden s,(t) = > ;_, ax(t) av partial-
SumMmor. O

EXEMPEL 2.4.12 I var heuristiska hérledning i kapitel 1 av en 16sning till
varmeledningsekvationen foreslog vi en 16sning pa foljande form

[ee]
—n2t .
u(z,t) = E bpe " sinna.
n=1

Har ar

2 ™
b, = —/ f(z)sinnx dz,
T Jo

diar f(z) = wu(x,0) beskriver temperaturen i staven vid tiden ¢ = 0. Vi
forutsitter att begynnelsefunktionen f ligger i L'. Da foljer att koefficienter-
na b, ar begrénsade, dvs. det finns en konstant M sa att |b,| < M for alla
n.

I kapitel 1 kunde vi inte ge ett rigorost bevis for att summan wu(x,t)
faktiskt satisfierar differentialekvationen u,, = wu;; det kan vi gora nu med
hjalp av sats 2.4.8.

Observera forst att serien som definierar u(z,t) &r absolutkonvergent
for varje t > 0 och z € R, eftersom |b,e " *sinnz| < Me ™" och serien
S e ™ konvergerar.
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Fixera forst ¢ > 0 och derivera sedan seriens termer tva ganger med
avseende pa x; detta resulterar i serierna

o (o ¢]
—n2 —n2t .
E nb,e " " cosnx och — E n?b,e ™ ' sin nx,

vilka, betraktade som serier i z, bada konvergerar likformigt pa hela R. Detta
foljer forstas av Weierstrass majorantsats, ty

n2t

_n2 —n2t . —
nt och In?b e tsinne| < Mn2e ",

.2
"t cosnz| < Mne

|nbe
och de bada serierna )~ ne —7*t och oo nfe” °t &r konvergenta. Det foljer
dérfor av sats 2.4.8 att funktionen u(z,t) &r tva ganger deriverbar med av-
seende pa z for alla x € R och alla ¢t > 0, och att

o0
_n2 .
= E nb,e "t cos nx och Uz (T, 1) E n2b,e " “t sin na.

Nu fixerar vi istéllet @ > 0 och x € R, och deriverar termerna i summan
u(z,t) med avseende t. Vi erhaller serien

(2.4.1) - Z nbpe ™" sinna,

som (betraktad som serie i variabeln t) &r likformigt konvergent pa intervallet

la, oo, eftersom

n2 2 —n2a

sup [n?b,e " tsinnx| < Mn2e

t>a

. _mn2 o o
och serien Y2 | ne™™ ® konvergerar. Genom att ater anviinda sats 2.4.8 drar

vi slutsatsen att den partiella derivatan u(x,t) existerar nir ¢t > a, och att
ug(x,t) ges av serien (2.4.1). Talet a ar emellertid ett godtyckligt positivt
tal, sa det foljer att u;(x,t) existerar och ges av serien for alla ¢ > 0. Genom
att jamfora de tva serierna for w,(z,t) och ug,(x,t) ser vi att uz,(z,t) =
w(z, t). O

Weierstrass majorantsats &r enkel att tillimpa, men den kan bara anvindas om se-
rien dr absolutkonvergent. Betingat konvergenta funktionsserier kan ibland bevisas vara
likformigt konvergenta med hjilp av féljande sats, som dr en direkt parallell till sats 2.3.10.

Sats 2.4.9 Lat (an(t))52; och (cn(t))oX, vara tva foljder av funktioner som dr definierade
pd mingden I, och antag att funktionerna a,(t) dr reellvirda, begrinsade och icke-negativa
och att a1 (t) > as(t) > ag(t) . fér alla t € I. Dd dr funktionsserien Y, an(t)cn(t)
likformigt konvergent pa I om ettdem av foljande tva villkor dr uppfylit:
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(a) Dirichlets kriterium: a,(t) — 0 likformigt pa I da n — oo, och det finns en konstant
M sd att | > p_, cx(t)| < M for allan och allat € I.

(b) Abels kriterium: Serien >~ ¢, (t) dr likformigt konvergent pd I.

Bevis. Serien > | a,(t)c, (t) konvergerar for alla ¢ € I pa grund av sats 2.3.10. Beviset
for denna sats visar ocksa att i fall (a) &r

1D ar(t)er(t)] < 2Man(t)

k=m

for alla t € I om n > m. Vi kan lata n — oo i olikheten ovan och far da

1> an(t)en(t)] < 2Map (1)

k=m

for alla t € I. Eftersom a,,(t) — 0 likformigt pa I da m — oo, finns det givet € > 0 ett tal
N sa att 2Ma,, (t) < € for alla m > N och alla ¢t € I. Det foljer att

(2.4.2) 1> ar(t)er(t) < e
k=m

for alla t € I sa snart m > N. Detta visar att konvergensen ér likformig pa I.
I fall (b) innebér istéillet olikheten (2.3.2) i beviset for sats 2.3.10 att

n

1> ar(t)ex()] < am(t) - sup | D enlt)].
k=m

J— n>m

Enligt forutséittningarna i satsen finns det en konstant K sa att a,,(t) < a1(t) < K f{or
alla ¢ € I, och eftersom serien Y ;- ; ¢ () ér likformigt konvergent pa I, finns det till varje
e>0ett tal Nsaatt | > ;_, cx(t)| <e/K forallat € I ochallan >m > N. Av olikheten
ovan foljer darfor att

1Y ar(t)er(t) < e
k=m

for alla t € I och alla n > m > N. Vi far nu olikheten (2.4.2) genom att lata n — oo, och
dérmed #r den likformiga konvergensen visad dven i fall (b). O

EXEMPEL 2.4.13 Serien

Z o sin nt

n=1
konvergerar likformigt pa intervallet [§, 2r—d] om § > 0. Detta foljer av Dirichlets kriterium
i sats 2.4.9 med a,(t) = 1 och ¢,(t) = sinnt. Den konstanta féljden a,(t) uppfyller
uppenbarligen forutséttningarna i (a), och delsummorna S, (t) = >_,_, sin kt &r likformigt
begrinsade pa det givna intervallet, ty olikheten (jmf exempel 2.3.5)

_ ikt ikt
Su(0)] = Im Y6 < 3| < =
k=1 k=1
2 2 2
< — = <
~ Re(l—e€*) 1—cost ~ 1—cosd
géller for 6 <t <27 —§. O
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EXEMPEL 2.4.14 Antag att serien )~ ¢, &r konvergent. Da &r serien

oo
E cpt™
n=0

likformigt konvergent pa intervallet [0, 1]. Nu &r ndmligen forutsidttningarna (b) i sats 2.4.9
uppfyllda med a,(t) = t" och ¢, (t) = c,. O

EXEMPEL 2.4.15 (Abels sats) Antag att serien > ¢, ér konvergent. Da dr

oo

o0
lim Cpt" = E Cn-
t—1—

n=0

n=0

Eftersom termerna c,t™ ar kontinuerliga och serien &r likformigt konvergent, dr namligen
funktionen f(t) = Y, c,t" kontinuerlig pa intervallet [0, 1] enligt sats 2.4.3. Speciellt &r
alltsa

lim f(t) = J(1).

t—1—

2.5 Potensserier

En serie av typen

o0

(2.5.1) s(t) = apt",

n=0

dér (a,) ér en given komplex talfoljd och t dr en reell eller komplex variabel,
kallas en potensserie.

Potensserier konvergerar naturligtvis alltid for ¢ = 0 men behover inte
vara konvergenta for nagra andra vérden pa ¢t. Om potensserien (2.5.1) kon-
vergerar for t =ty # 0, sa gar termerna a,t; mot 0 da n — oo, och hérav
foljer att det finns en konstant K sa att |a,ty| < K for alla n, vilket med
r = 1/|to| betyder att

(2.5.2) la,| < Kr" for alla n.

Omvént, antag att det finns tva positiva konstanter K och r sa att féljden
(a,)g uppfyller villkoret (2.5.2). Da ér potensserien (2.5.1) absolutkonvergent
for |t| < 1/r. Detta foljer av jamforelsekriteriet for positiva serier, ty

|ant"| = lan][t]" < K (r[t])"

och den geometriska serien Y >, K (r[t|)™ &r konvergent om [¢| < 1/r.
Ovanstaende enkla observation leder till f6ljande resultat.
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Sats 2.5.1 Tull varje potensserie Y~ a,t" hor ett unikt icke-negativt tal
R eller odndlighetssymbol R = 400 med féljande egenskap: Potensserien dar
absolutkonvergent om |t| < R och divergent om |t| > R.

Talet eller odndlighetssymbolen R kallas potensseriens konvergensradie. 1 fal-
let R = 0 &r alltsa serien divergent for alla ¢ utom ¢ = 0, och i fallet R = 400
konvergerar serien absolut for alla t.

Bevis. For potensserier vars koefficienter inte uppfyller (2.5.2), och som sa-
ledes bara konvergerar for ¢ = 0, sédtter vi R = 0. For potensserier med
koefficienter som uppfyller villkoret (2.5.2), och som déarfor konvergerar for
icke-triviala viarden pa t, betraktar vi méangden

A = {r > 0| Serien Z a,r" konvergerar}.

n=0

Diskussionen fore satsen visar att méngden A inte &r tom. Sétt R =sup A i
det fall da méngden &r uppat begrdnsad, och R = +o00 om den inte &r uppat
begriansad. Vi ska visa att potensserien dr absolutkonvergent om |t| < R och
divergent om |t| > R

Antag for den skull att |[t;] < R; da finns det pa grund av definitionen
av supremum (resp. pa grund av att méngden A inte &r uppat begrinsad i
fallet R = +o00) ett tal ¢y sa att |t1] < ty < R och sa att serien ) j antj
konvergerar. Men utredningen omedelbart fore satsen visar att detta innebér
att (2.5.2) géller for r = 1/t och att serien déarfor dr absolutkonvergent om
|t| < 1/r =ty och ddrmed speciellt i punkten ¢;.

Antag darefter att [t;] > R, vilket forstas bara &r mojligt da R &r ett
andligt tal, och att potensserien &r konvergent. Da &r den enligt utredningen
fore satsen (absolut)konvergent for alla ¢ med [¢| < |¢;|, och ddrmed speciellt
ocksa for nagot reellt tal r > R, vilket strider mot definitionen av R som

supremum. Denna motségelse visar att potensserien divergerar om [t| > R.
O]

En potensserie med positiv éndlig konvergensradie R dr konvergent i cir-
kelskivan |t| < R i komplexa talplanet, vilket forklarar namnet konvergensra-
die, och i hela planet om konvergensradien ar +oo. Sats 2.5.1 ger emellertid
ingen information om vad som hénder pa sjélva randen |t| = R av konver-
genscirkeln.

EXEMPEL 2.5.1 De tre potensserierna

oo n o0

t tn =
Z ﬁ’ Z ; OCh Z tn
n=1 n=1 n=0
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har alla konvergensradie 1. Den forstnamnda konvergerar for all ¢ pa randen
|t| = 1, den andra konvergerar for alla ¢ pa randen utom ¢ = 1, och den
sistndmnda dr divergent pa hela randen. O]

EXEMPEL 2.5.2 Potensserierna

oo tn oo .
Z ] och Z n"t
n=0 n=0
har konvergensradierna +oco resp. 0. ]

Sats 2.5.2 Lat ) . a,t" vara en potensserie med positiv konvergensra-
die R och antag att 0 < r < R. Da dar potensserien likformigt konvergent i
cirkelskivan |t| <.

Bevis. Vi vet att serien &r absolutkonvergent for ¢ = r, dvs. att serien
Yoo o lan|r™ konvergerar. Satsen foljer dérfor av Weierstrass majorantsats,
ty olikheterna |a,t"| < |a,|r™ géller for alla ¢ i cirkelskivan [t| < r. O

Sats 2.5.3 En potensserie

s(t) = f: ant”
n=0

med positiv konvergensradie R dr deriverbar i omradet [t| < R med derivata

o
s'(t) = Z na,t" !,
n=1

och den deriverade serien har ocksa konvergensradie R.

En potensserie kan saledes deriveras termvis, och eftersom derivatan dr en
ny potensserie med samma konvergensradie kan vi upprepa proceduren hur
manga ganger som helst. Potensserier har med andra ord derivator av god-
tycklig ordning.

Bevis. Vi borjar med att visa att den deriverade potensserien har samma
konvergensradie R som den ursprungliga.

Antag att y > x > 0; for tillrickligt stora n dr da nz™ ' < y" (eftersom
lim,, 0o na™ 1 /y" = 0), och foljaktligen ir

|an|xn < n|an|$n_1 < |an|yn

bara n ar tillrackligt stort. Av den hogra olikheten foljer, med hjélp av
jamforelsekriteriet for positiva serier, att om den ursprungliga potensserien
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ar abolutkonvergent for t = y, sa ar den deriverade serien absolutkonver-
gent for alla ¢ med |[t| = x < y. Men som y kan vi vilja ett godtyckligt tal
< R; foljaktligen &ar den deriverade serien absolutkonvergent for alla t med
|t| < R, och detta visar att den deriverade seriens konvergensradie inte kan
vara mindre &n R.

Den vénstra olikheten ger pa motsvarande sétt att konvergensradien inte
kan vara storre &n R. De bada potensserierna har diarfér samma konvergens-
radie.

Av foregaende sats foljer darfor att den deriverade potensserien ar lik-
formigt konvergent pa varje cirkelskiva av typen [t| < r om 0 < r < R.
Slutsatsen att §'(t) = Y >7 | na,t" ' foljer dirfor av sats 2.4.8. O

EXEMPEL 2.5.3 Genom att derivera den geometriska serien

OOn 1
2=

termvis erhaller vi

ra (1—t)2

for |t] < 1. O
EXEMPEL 2.5.4 Genom termvis derivering av potensserien

o0 n

st) =)~

erhalls derivan
> 1
/ t — tn—l —
s'(t) ; =7

och eftersom s(0) = 0 kan vi nu bestdimma summan s(¢) genom integrering:

t t dﬂf
s(t) = s(t) — s(0) = / §'(x)dx = / =—1In(1—1).
0 o 1=
Detta innebéar att
; —=—In(1-1)

for |t| < 1. O
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Sats 2.5.4 Lat .
= Z ant"
n=0

vara en potensserie med positiv konvergensradie. Da dr

Bevis. Upprepad anvindning av foregaende sats leder till foljande formel for
derivatan av ordning k:

[e.9]

sk (1) = Z nin—1)(n—2)---(n—k+Da,t" ™"
n=~k
= k! a; + termer med positiva potenser av t,

och resultatet i satsen féljer nu genom inséttning av ¢t = 0, vilket ger s*)(0) =
k:!ak. ]

Koefficienterna i en potensserie dr pa grund av foregaende sats helt be-
stdmda av funktionens och derivatornas virden i origo, och dessa &r i sin tur
helt bestdmda av hur funktionen ser ut i en godtyckligt liten omgivning av
origo. Detta ger oss foljande entydighetssats.

Korollarium 2.5.5 (Entydighetssatsen) Om Zn 0 At =D 0 bt for alla
t i nagot (godtyckligt litet) intervall runt 0, sa dar a, = by, for alla n.

Ovningsuppgifter till kapitel 2

2.1 Avgor om foljande serier konvergerar eller divergerar:

N~ 214k ek
a) Y k(5 b)Y T
k=1 k=1

2.2 For vilka reella z existerar f(x ) = lim fn(x), och i vilka intervall dr kon-
vergensen likformig, om f,(x) ge
a) x" b) (1 —a?)" c) nale " d) arctannx?
n

ne+1
a) Konvergerar funktionsfoljden (f,)$° likformigt pa intervallet [0,1]?

2.3 Sitt fn(z) =

b) Ar samma funktionsfsljd likformigt konvergent pa intervallet [1, oo[?

1 1
c) Ar lim fn( )dac:/ lim f,(z)dz?
0 n—oo

n—oo
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24

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

Sitt fo(z) = ne ™" sinna.

a) Ar funktionsfoljden (f,)$° likformigt konvergent pa intervallet [0, 1]?

1
b) Berékna lim fn(z)de.

n—0o0 0

o lsint
Berdkna lim n dx.
0

n—soo T
w/2
o l’4k+1
Berékna summan .
4k +1
k=0
0 ik

Visa att serien s(z) = Z ar likformigt konvergent pa hela reella

1+ k2

k=—o00

™
axeln samt berikna integralen / s(z)dx.
0

Undersok om funktionsserien

R
2 2
—x + k

ar likformigt konvergent pa R.

Avgoér om funktionsserien
oo
§ :.’E2 e—kx
k=1

ar likformigt konvergent pa intervallet [0, 4+o0].

o0
Betrakta funktionsserien Z ze ke,
k=1
a) For vilka z &r serien konvergent?
b) Ar serien likformigt konvergent pa intervallet [0, co[?
¢) Ar serien likformigt konvergent pa intervallet [a, oo om a > 07

Undersok foljande funktionsserier med avseende pa konvergens och likformig
konvergens:

0o k oo 1
a) Zik?)f—x% b) Z(l—cosr_i_ﬂ)
k=1

k=1
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> x
2.13 Visa att om « > 1/2, sa &r serien kzzl m likformigt konvergent pa
hela R.
1
2.14 Sétt f(z) = kzl m for x > 0. Visa att funktionen f &r kontinuerlig pa
1
intervallet [0, co[, samt beridkna integralen / f(x) dx.
0
oo
2.15 Satt f(x) = Z e * cos kra for 2 > 0. Visa att funktionen f ér deriverbar
k=1
pa intervallet ]0, oo[, samt berékna f'(1).
° tsin xt
2.16 Visa att lim | ——o do=1.
t—oo Jg 1+ 2
2.17

. oo g2 1
Vlsaatt/o eﬂ’—1:2;n3'

[Ledning: Utveckla ndmnaren

| efter potenser av e™7.]



Kapitel 3

Z-transformen

3.1 Definition och egenskaper

Z-transformen anvénds for att studera foljder (a,)5° som inte blir alltfor stora
da n gar mot odndligheten. Lat oss borja med att definiera detta villkor
ordentligt.

Definition En {6ljd a = (a,)]* av komplexa tal séges ha en tillvixt som &r
hogst exponentiell, eller tillhora klassen £, om det finns tva positiva konstan-
ter K och r sa att

(3.1.1) la,| < Kr™ for alla n.

Om (ay,)y och (b,)s° ar tva foljder i € och A &r ett godtyckligt komplext
tal, sa ligger summafoljden (a, + b,)3° och produktfoljden (Aa,)s® ocksa i
klassen £. Detta betyder att klassen £ utgor ett vektorrum.

Definition For komplexa foljder a = (a,)5° i klassen £ definieras z-trans-
formen Z[a)(z) som den oéndliga serien

[e.e]
>
n=0
dar z ar en komplex variabel.
Villkoret att a tillhér £ garanterar att det finns ett icke-negativt tal o,
sa att z-transformen ZJa](z) dr absolutkonvergent for |z| > o, och divergent

for |z| < 0.

41
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Genom variabelbytet t = 1/z 6verfors ndmligen z-transformen Z[a](z) i

potensserien
oo
n
E apt”,
n=0

och enligt sats 2.5.1 (och diskussionen fére densamma) har denna serie en
positiv konvergensradie R om och endast om koefficienterna a, uppfyller
villkoret (3.1.1) for nagot K och r > 0, dvs. om och endast om foljden a
ligger i klassen €. Oversatt till z-transformen betyder detta att z-transformen
konvergerar absolut om |z| > 1/R och divergerar om |z| < 1/R.

Av resultaten for potensserier foljer vidare att z-transformen definierar en
funktion som &r oéndligt manga ganger deriverbar utanfor konvergenscirkeln
och att derivatorna fas genom att derivera serien termvis.

Den genom variabelbytet ¢ = 1/z erhallna potensserien innehaller natur-
ligtvis samma information som z-transformen. Man skulle darfor lika gérna
kunna arbeta med potensserier som med z-transformer, men analogin med
Laplacetransformer blir battre om man definierar z-transformen som vi gjort
ovan.

EXeEMPEL 3.1.1 Lat A vara ett godtyckligt komplext tal. Foljden (A\")5°
tillhor forstas klassen £, och dess z-transform &r

o0

Z(OI(:) = YN = i = 5

n=0

for |z| > A O

Ett for alla tillampningar visentligt faktum ar att z-transformen bestam-
mer talféljden entydigt. Detta ar kontentan av foljande sats.

Sats 3.1.1 (Entydighetssatsen) Z-transformen dr en injektiv avbildning pa
E, dvs. om a = (a,)3° och b= (b,)3° dar tva foljder i € och Z|a|(z) = Z[b](2)
for alla z utanfor nagon cirkel i komplexa talplanet, sa dr a = b.

Anmdrkning. Det ricker att veta att Zal(z) = Z[b](z) for alla reella tal z
som &r storre dn nagot tal, eller till och med bara att Zal(z,) = Z[b](z,) for
nagon foljd (z,)° av tal som gar mot odndligheten da n — oo, for att dra
slutsatsen att a = b. Detta foljer av att z-transformen &r en s. k. analytisk
funktion.

Bevis. Om Z[a](z) = Z[b](z) for alla z utanfér nagon cirkel sa ar motsva-
rande potensserier Z[a](1/t) och Z[b](1/t) lika for alla ¢ i nagon (punkterad)
omgivning av t = 0, och hérav foljer pa grund av entydighetssatsen for po-
tensserier att a, = b, for alla n. O
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En annan enkel observation ar att Z-transformen &r linjar som avbildning
fran vektorrummet £ till rummet av funktioner definierade pa delméngder
av det komplexa talplanet.

Sats 3.1.2 Z-transformen dr linjdr, dvs. for alla féljder a,b € € och alla
kompleza tal \, p dr

Z[Aa + pb)(2) = AZ[a](z) + pZ[b](2).

Beuwis.
ZINan) + p(0n)](2) =Y (Ao + b))z =AY anz "+ p > bz "
= AZ[a](z) + pZ[b](2). a

Om (a,)y° ér en foljd som vixer hogst exponentiellt, sa har forstas ocksa
foljden (A"a,)q° samma egenskap for varje komplext tal A, och sambandet
mellan dessa bada foljders z-transformer ges av nésta sats.

Sats 3.1.3 Om (a,)¥ dr en foljd i € med z-transform A(z), sa ar
Z[(Nan)l(2) = A(2/A).

Beuwis.

Z[(Aan)](2) = ) ANanz " = an(z/A)7" = A(z/N).

EXEMPEL 3.1.2 Bestédm en {6ljd (a,)J° som har z-transformen

23— 422472

Alz) = -1D(—-2)(z-3)

Losning. Enligt entydighetssatsen finns det hogst en sadan foljd, och for att
bestdmma den borjar vi med att bryta ut faktorn z och partialbraksuppdelar
sedan det resterande braket:

22— 4z 47 B (A+B+C’)
(2—1)(2—2)(2—3)—Z z—1 z—=-2 2z-3"

Alz) =z~

Man finner latt att koefficienterna ér A = 2, B = —3 och C = 2, varfor

z z z
-3 2- .
z—1 z—2+ z—3

A(z)=2-
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Enligt exempel 3.1.1 har foljden (A") z-transform z/(z — \), och om vi kom-
binerar detta faktum med linearitet, drar vi slutsatsen att den sokta féljden
ar

apb=2-3-2"4+2-3" ]

En naturlig generalisering av exempel 3.1.2 ar att bestdmma vilka ratio-
nella funktioner P(z)/Q(z) som ér z-transformer och att for dessa bestimma
motsvarande foljd. Ett nodvandigt villkor for att en rationell funktion ska
vara z-transform &r att téljarens gradtal inte ar storre &n ndmnarens; detta
foljer med en gang av foljande sats.

Sats 3.1.4 For alla foljder a = (a,) i & ar

zlggo Zla)(z) = ayp.
Beuvis. Variabelbytet z = 1/t och det faktum att potensserier ar kontinuerliga
funktioner medfor att

o0 o0

. 1 n
lim E ap,z " =lim E a,t" = ag.
Z—00 t—0

O

Exempel 3.1.1 ger oss den inversa f6ljden till transformen z/(z — \), men
for att komma vidare behover vi ocksa identifiera den inversa foljden till z-
transformen z/(z — \)¥ for heltal k som #r storre dn 1. Foljande sats hjilper
oss med detta. Vi paminner om att binomialkoefficienterna (Z) ges av formeln

(n) n(n—1)-(n—k+1)

k) k! '
Observera att denna formel dr meningsfull &ven for naturliga tal n som ar
mindre dn k och att (Z) =0om0<n<k.

Sats 3.1.5 Antag att a = (a,)]° dr en foljd i £ med z-transform A(z) och
satt

dar k dr ett positivt heltal. Da ligger foljden b = (b,)y i € och dess z-
transform dr

zpm) = S (a).

Speciellt ar alltsa
Z[(nay)](z) = —2A'(2).
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Bevis. For stora n &r (7) < 2" (eftersom lim (7)27" = 0), och dérav foljer

n—o0
direkt att foljden (b,)g° tillhor £.
For att bestdmma z-transformen till f6ljden b borjar vi med att derivera

sambandet
k1 Az Z 4,2 (n—k+1)

k ganger; detta resulterar i formeln

dk

@(zk_l kz n—k+1)(n—k+2)---na,z" "
n=0

Genom att multiplicera bada sidorna i formeln ovan med (—1)*z och dividera
med k! erhalls den sokta formeln

i (Z) G,z " = <_;!)kz j—; (F1A(2)).

n=0

z

Korollarium 3.1.6  Z[((})\"%)](z) = Y=

Bevis. Vi anvinder foregaende sats pa foljden (1,1, 1,...) bestaende av idel
ettor och som har z-transform z/(z — 1)~. Detta ger att

P R B G A

k! dzF\z —1 k! dzF\ 2z —1 z—1

2P —1

z—1
ett polynom i z av grad k — 1, sa darfor dr k:te derivatan av denna del lika
med noll. Det foljer att

(e = (L)
(Db UM
= (z — 1)k - (z — 1)k+1.

=T

Detta visar korollariet i fallet A = 1. Det allménna fallet fas ur detta speci-
alfall med hjalp av sats 3.1.3, som ger

2NN = oy = o

varur formeln i korollariet foljer efter division med \*. [
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Vi kan nu avgora vilka rationella funktioner som &r z-transformer och i
princip ocksa bestdmma motsvarande foljder.

Sats 3.1.7 En rationell funktion R(z) = P(z)/Q(z) dr z-transform till en
foljd i € om och endast om polynomet P(z) har ett gradtal som inte dverstiger
gradtalet hos polynomet Q(z).

Beuvis. Vi vet redan att villkoret pa gradtalen ér nodvindigt — for att bevisa
att det ocksa ar tillrackligt antar vi att P(z) har ett gradtal som hogst ar lika
med gradtalet hos Q(z). Vi skriver den rationella funktionen R(z) pa formen

och faktoriserar polynomet zQ(z):
2Q(2) = 2™ (2 = A)™ - (2 = )

Hér &r 0, Aq, ..., Ay de komplexa nollstéllena till polynomet zQ(z), och my,
mq, ..., myg ar nollstallenas multiplicitet.

Eftersom gradtalet hos ndmnaren zQ(z) &r strikt storre &n gradtalet hos
tiljaren P(z), kan den rationella funktionen P(z)/2Q)(z) skrivas som en sum-
ma av partialbrak av typen

A A A,
a1 + _22 I 0
z z Z™mo
och
BB . B

dér varje nollstille )\; ger en summa av det sistndmnda slaget.
Genom att multiplicera tillbaka z ser vi att den rationella funktionen
R(z) ar en summa av uttryck av foljande slag:

A A,
At 2 e
A zmo
och
Blz i BQZ 4 4 BmiZ
zZ — /\7, (Z — >\z)2 (Z — Al)mz ’

Den forstndmnda summan ar z-transform till f6ljden

(3.1.2) (A1, As, ..., Ay, 0,0,...)
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medan den andra summan &r z-transform till en foljd vars n-te term ar

(3.1.3) BN + By (711> AL 4 B, < ! )/\?(m”).

Pa grund av linearitet ar déarfor R(z) z-transform till den {6ljd som fas genom
att ligga ihop foljden (3.1.2) med alla foljderna (3.1.3). ]

EXEMPEL 3.1.3 Bestédm foljden (a,)° om dess z-transform &r
22+ 4z
Alz) = ——.
(2) (z —3)*
Losning. Vi borjar med att bryta ut z ur tdljaren och partialbraksuppdelar
sedan det resterande braket:

z+4 B < 7 1 z z
(

A=z = (gt o) T ey e

Det foljer nu av korollarium 3.1.6 att

_ n n—3 n n—2
=2 (D)

vilket kan forenklas till
(Tn® — 12n* + 5n) 3" .

Ay =

N —

EXEMPEL 3.1.4 Bestédm foljden (a,)5° om dess z-transform ar

2241

AD) = @ =215

Lisning. Eftersom det inte finns nagon faktor z att bryta ut ur téljaren borjar
vi med att forldnga braket A(z) med z och skriver det pa formen

22 +1
z2(z —2)(22 — 22+ 5)

Alz) =z

med avsikten att forst partialbraksuppdela den andra faktorn i ovanstaende
uttryck. Polynomet 22 — 2z + 5 har komplexa nollstillena z = 1 & 2i, sa
dess faktorisering ar (z — 1 — 2i)(z — 1 + 2i). Detta betyder att att vi har en
partialbraksuppdelning av foljande slag

22 +1 A B C D

C-(F—2:45) 2 i i—atiZiyaw
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och koefficientbestdamning ger

A= _%7 B = %7
Foljaktligen &r
Az) =

och

-2 z—1—21

C=-3%(2+1), D=-502-i)=C.

+C -+ D

z—1+42i

an,=A0,+B2"+C(1+2i)"+ D (1—-2i)",

dér § = (0,,)5°

Foljden (a,)3° &r reell beroende pa att D(1 — 2i)"
C(1 + 2i)7, vilket medfor att C'(1+2i)"+ D(1—2i)" =2 Re(

saledes

ap, = —1—105”+2"_1 —

betecknar foljden

5n:{1 omn=2~0

0 for ovriga n.

= C(1 - 2i)" =
(1+2i)"), och

FRe((2+1)(1 +20)").

Vi kommer fram till en alternativ form fér a,, genom att forst skriva de
komplexa talen 1 4 2i och 2 + i pa polér form:

1+ 2i = V5e,
24i= \/5615,

Det foljer att

(2 +1)(1 + 20)"

och att foljaktligen

Re((2+1)(1+2i)")

Saledes ar

= —L o, +2 =B

_ \/geiﬂ . \/gneina

a = arg(1l 4 2i) = arctan 2

1
f = arg(2 + i) = arctan 7

=5 "+ i(na+8)

= 5" cos(na + f3)
_ \/gnJrl

n 2
=5 +1(— cosna —

(cos na cos f — sinnasin )

sin na)

V5 NG

= /5" (2cosna — sinna).

(2 cosna — sin na). 0
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3.2 Translation och differensekvationer

Tva viktiga operationer pa rummet av alla foljder (a,,)3° ar vinstertranslation
L och hdégertranslation R, som definieras pa foljande vis:

L(a07a17a27a37 .- ) = (@176127@3,@47 .- )

R(ao,al,ag,ag, .. ) = (O,ao,al,ag, ce )

Vinstertranslationen forskjuter foljden ett steg at vanster, varvid forsta ele-
mentet aq faller bort, medan hogertranslationen forskjuter foljden ett steg at
hoger och introducerar en nolla pa forsta platsen (dvs. platsen med index 0).
Tydligen &r
L(an)g” = (an+1)0°s
medan

R(an)go = (an—l)goa

om vi infér konventionen att a_; = 0. For att slippa detta och liknande
papekanden i fortsittningen infor vi nu féljande konvention: Féljder (a,)°,
som fran borjan bara dr definierade for icke-negativa index n, utvidgas till
att vara definierade for alla heltalsindex genom att a, = 0 for alla negativa
index n.

Vinster- och hogertranslation dr uppenbarligen linjara avbildningar pa
rummet av alla féljder. Om a &r en f6ljd som véxer hogst exponentiellt,
sa har givetvis ocksa de bada translaterade foéljderna La och Ra samma
egenskap. (Om (a,)q° uppfyller tillvéxtvillkoret (3.1.1), sa uppfyller de bada
foljderna (a,+1)5° och (a,—1)g° villkoret med samma r men med K ersatt av
Kr resp. K/r.) Detta innebér att vi kan uppfatta translationerna L och R
som operatorer pa vektorrummet &.

Genom att upprepa avbildningarna L resp. R flera ganger kan vi trans-
latera flera steg at vénster resp. hoger:

LH(an)y = (ani)y och  R¥(a,)f = (ani)3-

Var nésta sats beskriver hur z-transformationen férhaller sig till transla-
tion.

Sats 3.2.1 For alla foljder a € € dr

Z[R*a)(z) = 2% Z[a](2) och

Z([L*a](2) = 2*Z[a](2) — ap2® — a12" ™t — ap2" 2 — - —ap_12.
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Beuis.

Z[RkaKz) = iankzn = i an,kz*” = zik iankz(nk)
n=0 n==k n—k

=zF Z amz ™ = 2 *Z[a](2).

o0 (oo} oo
Z[L*d](z) = E Unipz ™ = 2" E Az VTR = ok E Az ™
n=0 n=0 m=k

k—1

= (Z[a](z) - Z amz_m>. 0

m=0

Som tillimpning pa foregaende sats visar vi nu hur man kan anvénda
z-transformen for att l6sa linjéra differensekvationer.

EXEMPEL 3.2.1 Los differensekvationen
Qpt2 — OAptq + 6a, =4,

med begynnelsevillkoren ag = 1 och a; = 2.

Losning. Med hjélp av de givna begynnelsevillkoren kan vi rekursivt be-
stdimma as, as, ay, . .. pa ett entydigt sitt, sa differensekvationen har en en-
tydig losning a = (a,)°. Lat A(z) beteckna 16sningsfoljdens z-transform. De
bada vénstertranslaterade foljderna (a,41)5° och (a,42)3° har da z-transfor-
merna zA(z) — z resp. 22A(2) — 22 — 2z. Z-transformen till f6ljden i differens-
ekvationens vénsterled dr darfor pa grund av linearitet lika med

PA(2) — 22 — 22— 5(2A(2) — 2) + 6A(2) = (22 — 5z +6)A(z) — 2> + 32
medan z-transformen till den konstanta féljden 4 i hogerledet ges av exem-
pel 3.1.1 (med A\ = 1) och dr 4z/(z — 1). Foljaktligen &r
4z

(22 =52+ 6)A(2) — 22+ 32 = T
Z_

vilket leder till att
4z 23— 422+ 72
2 — Az) = 2% — = h
(22 =bz+6)A(2) == 3z—|—z_1 po oc
23— 42 + Tz 25— 422 + Tz
A(z) = = :
(z—=1)(z2=52+6) (2—1)(z—2)(z—3)
[ exempel 3.1.2 fann vi att A(z) ar z-transform till foljden
apb=2-3-2"4+2-3",

som darfor ocksa ar differensekvationens losning. O]
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3.3 Faltning och svarta lador

Faltning

Néar tva potensserier

A(t) = ag + art + agt® + ast® + . .. och
B(t) :bo+b1t+bgt2+b3t3+

multipliceras med varandra blir resultatet en ny potensserie
C(t) = A(t)B(t) = co + ert + cot® + c3t® + . .,
och koefficienterna i den nya serien ges av att
co = agby, 1 = agby + arby, co = agbs + a1by + asby,

och allmént
Cp = aobn + albn,l + agbnfg + -+ anbo = Z akbn,k.
k=0

Detta sétt att av tva foljder a = (a,) och b = (b,)3° bilda en ny foljd
¢ = () kallas faltning och man skriver

c=a*b.

Man kan visa att om tva potensserier A(t) och B(t) dr konvergenta i
en cirkelskiva |t| < R, sa &r sdkert ocksa potensserien for deras produkt
C(t) = A(t)B(t) konvergent i samma cirkelskiva. Detta innebér att foljden
¢ = a x b vixer hogst exponentiellt om de bada foljderna a och b vaxer hogst
exponentiellt. Eftersom vidare C(1/z) = A(1/2)-B(1/z) och A(1/z), B(1/z)
och C(1/z) &r z-transformerna till de tre foljderna a, b och axb, har vi kommit
fram till féljande sats.

Sats 3.3.1 Om a = (a,)y¥ och b = (b,)5° dar tva foljder i €, sa ligger fall-
ningen axb ocksa i € och for de tre foljdernas z-transformer gdller sambandet

Zlaxb](z) = Zldl(2) - 2[)(2).

Med hjalp av hogertranslationsoperatorn R kan vi uttrycka b, som
(R*D),, och foljaktligen skriva om formeln fér ¢, som

(axb)y =co =Y _ ar(R*D),.
k=0
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Med var konvention att (R*b), = b, = 0 om k > n kan vi vidare skriva
summan ovan som

(a*b), = Z ap(R*D),
k=0
for alla index n. Detta betyder att
axb= Z a,R*b,
k=0

dvs. faltningen a * b kan uppfattas som en oéndlig linjarkombination av
hogertranslat till foljden b, dér koefficienterna ges av foljden a. Observera
att vi inte har nagra konvergensproblem eftersom summan i realiteten &r
andlig for varje fixt koordinatindex n.

Svarta lador

Vi 6vergar nu till att beskriva och karakterisera diskreta ”svarta lador”. Med
en sadan lada menas en apparat som tar emot diskreta insignaler, processar
dem pa nagot sett och levererar diskret utsignaler. Sadana lador anvénds fér
att styra och reglera processer och forekommer i manga sammanhang.

Insignal Utsignal

R F

(zn) (yn)

Figur 3.1. Svart lada

Ur matematisk synvinkel &r en diskret svart lada ingenting annat &n

en funktion F' som till varje f6ljd (insignal) x = (x,)5° associerar en foljd

(utsignal) F(x) =y = (yn)-
Lat oss nu definiera tre egenskaper som en svart lada F' kan ha.
(i) Linearitet: F(ax + (z) = aF(x) + BF(z)
for alla insignaler x och z och alla reella tal o och 3.
(ii) Tidsinvarians: F(RFx) = RFF (z)
for alla insignaler x och alla naturliga tal k. Detta betyder att om en
insignal * = (x,) resulterar i utsignalen y = (y,), sa resulterar den
hogertranslaterade insignalen Rz i utsignalen R*y. Ladan ska med
andra ord fungera likadant i framtiden som den gor idag.
(iii) Kausalitet: Om z och z &r tva foljder med zy = 2z, for 0 < k < n, sa
ar F'(z), = F(2)n.
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For tva insignaler som &r lika fram till och med en viss tidpunkt n &ar
med andra ord utsignalerna ocksa lika fram till och med tidpunkten n.
Ett annat sédtt att uttrycka detta &r att sédga att utsignalens utseende
vid en viss tidpunkt inte beror av insignalens framtida utseende.

Manga fysikaliska svarta lador &r linjara (inom rimliga granser for insig-
nalerna) och fungerar alltid pa ett liknande sétt, dvs. dr tidsinvarianta. Det
ar vidare svart att tdnka sig en svart lada som inte &dr kausal. Det ar déarfor
intressant att notera att linjira, tidsinvarianta, kausala svarta lador har en
mycket enkel matematisk beskrivning.

Sats 3.3.2 For varje linjdr, tidsinvariant, kausal diskret svart lada F finns
det en foljd a sa att
F(z) =z =*a.

Omudnt dr varje lada som ges av en faltning av ovanstaende slag linjir,
tidsinvariant och kausal.

Bevis. Lat 6 beteckna foljden (1,0,0,...), och sitt a = F(J). I signalte-
orisammanhang kallas § en impuls och a ar impulssvaret. Vi ska visa att
F(x) = x x a for varje insignal = = (z,)5°.

Vi vill berdkna F'(z), och utnyttjar for den skull kausaliteten och berak-
nar istéillet F'(z),, dir z ar foljden

z = (o, T1,-..,%,,0,0,0,...).
Eftersom
RS =(0,1,0,0,...), R*&)=(0,0,1,0,...), osv.
kan vi skriva foljden 2z som féljande summa
2 =290 + 11RO + w2 R*6 + - - - + 2, R™0.
Linearitet och tidsinvarians medfér nu att

F(2) = 2oF(8) + 21 F(RS) + 2o F(R?8) + - - + 2, F (R"6)
= 20F (8) + 21 RF(8) + 2o R*F(8) + - - - + 2, R"(F6)

n
= E zRa.
k=0

Utsignalens n:te koordinat &ér saledes

F(z), = F(2)a = Y a(R*a)y = wpani = (v 5 a),,
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och eftersom n var godtyckligt valt har vi ddarmed visat att F(z) = z * a.
Omvindningen, dvs. att faltning &r en linjér, tidsinvariant och kausal
operation ldmnas som &vning at ldsaren. O]

Ovningsuppgifter till kapitel 3

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

Bestém z-transformen till f6ljande foljder (a,,)5°:

a) a, =27" b) a, =n-3" c) ap =n?-2"

Bestém foljden (a,)5° om dess z-transform &r

z 1 323 — 822 4+ 162
a) b) - c) )
3z —2 z (z—=2)2(z2+1)
Bestém foljden (ay,)y® om ap = 2, a; = 0 och apy2 — 3ap41 + 2a, = —1 for
n=0,1,2,....

Bestéam foljden (a,)q° om ag = 1, ag = 3 och ant2 + a, = 2n + 4 for
n=0,1,2,....

Los foljande system av linjéra differensekvationer

nt1= 2ap—by
bp+1 = —6a, + by,

med begynnelsevirdena ag = by = 1.

Bestém foljden (x,,)3° om



Kapitel 4

Fourierserier

4.1 Periodiska funktioner och fourierkoeffici-
enter

En funktion definierad pa R kallas periodisk med perioden 2w (eller 27-
periodisk) om

flt+2m) = f(t) forallateR.

2m-periodiska funktioner &r fullstdndigt bestdmda av sina virden pa ett
godtyckligt halvoppet intervall av langd 27, till exempel intervallet |—m, 7].
Omvént har varje funktion f som &r definierad pa ett halvoppet intervall I
av langd 27 en entydig 27-periodisk utvidgning f ; den utvidgade funktionen
definieras av att f(t + 2nm) = f(t) fort € I, n € Z.

Funktionen ¢ — e #ir 2m-periodisk och avbildar reella axeln R pa en-
hetscirkeln T. Med hjélp av denna avbildning kan vi uppfatta en 2m-periodisk
funktion f definierad pa R som en funktion F' definierad pa T genom att
siitta F'(e) = f(t), och vice versa. Vi kommer att identifiera de tva funktio-
nerna f och F. Detta innebér att vi omvéxlande betraktar en 2m-periodisk
funktion som en funktion definierad pa T, och omvént.

Méngden av alla kontinuerliga 2m-periodiska funktioner betecknas C(T).
Observera att en 2m-periodisk funktion f tillhér C(T) om och endast om
funktionen &r kontinuerlig i alla punkter pa det 6ppna intervallet |—m, 7r[ och
dessutom uppfyller

lim f(t) = lim f(t) = f(m),

t——m+ t—m—

(dvs. ar kontinuerlig fran hoger i punkten —7 och fran vénster i punkten 7).
P& motsvarande sitt definierar vi C*(T) som méngden av alla 27-perio-
diska funktioner med kontinuerliga derivator av ordning k.

95
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Om f &ar 2m-periodisk och om I ar ett godtyckligt intervall av langd
2m, sa dr [, f(t)dt = [T f(t)dt, forutsatt att den sista integralen existerar.
Detta dr geometriskt uppenbart — ett formelt bevis fas genom variabelbyte
och lyder som foljer. Lat I = [a,a + 27|, och bestdm heltalet n sa att talet
b= a — 2nm uppfyller —7 < b < 7. Da ar

a+2m
/f(t) dt = / f(t—2nm)dt = [gor variabelbytet u =t — 2n|
I a

:/bbJr%f(u)du:/Wf(u)du+/ﬂb+2ﬁf(u)du

b+2m
/ f(u du—l—/ flu—2m)du= [sétt t = u — 27|

/fdt+/fdt/f

I fortséttningen kommer vi ofta att skriva integralen av en 27- periodisk
funktion f over ett (godtyckligt) intervall av lingd 27 som fT t)dt. Vi
anviinder vidare beteckningen L!(T) fér mingden av alla (Lebesgue mét-
bara) 2m-periodiska funktioner f som uppfyller villkoret [.[f(¢)|dt < oo.
Jamfort med definitionen i avsnitt 2.2 definierar vi om L!'-normen en smula

genom att satta
1
I =55 [ 17®ldr
TJr

Skalet for den extra faktorn 1/27 dr att vi vill att den konstanta funktionen
1 ska ha norm 1, nagot som kommer att forenkla en rad framtida formler.

Mot bakgrund av var diskussion i kapitel 1 kring vérmeledningsekvatio-
nen &r vi intresserade av att representera funktioner som odndliga summor
av sinus- och cosinusfunktioner, eller ekvivalent som oédndliga summor av
exponentialfunktioner e”. Om

(4.1.1) F#) =" coe™

nez
sa maste f vara en periodisk funktion med perioden 27, ty varje exponential-
funktion ™ #r 2m-periodisk. Foljaktligen kan bara 2m-periodiska funktioner
ha en representation pa formen (4.1.1).

Antag nu att likheten (4.1.1) géller och att vi kan manipulera fritt med
integration och summation. Genom att multiplicera bada leden i (4.1.1) med
e % sedan integrera dver T och slutligen kasta om ordningen mellan sum-
mation och integration far vi

T nez T nez T
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Har har vi utnyttjat oss av att

/ imt 2r, omm =10

e dt =

T 0, omm##0

vilket medfér att [, el" M dt = 0 for alla véirden pa n utom n = k, da
integralen istéllet &r lika med 27. Slutsatsen blir alltsa att

1 ikt
k= 27T[rf(t)e dt.

Vi har kommit fram till denna formel under antagandet att funktionen f
kan skrivas som en konvergent summa och att vi far behandla odndliga sum-
mor som #andliga med avseende pa integration. Hogerledet i formeln ar emel-
lertid vildefinierat for alla L'(T)-funktioner f, eftersom funktionen f(t) e™"
tillhér L'(T) om f gor det. Formeln far dérfor bli utgangspunkt for féljande
generella definition.

Definition For f € L'(T) och n € Z sitter vi

fo) = 5= [ sy

och kallar talen f(n) for f:s fourierkoefficienter. Serien
> e
neZ

kallas funktionens fourierserie.

Vi kommer att skriva
F&)~> " f(n)e
nez

for att ange att serien ifraga &r fourierserie till funktionen f. Observera att
vi ddrmed inte pastar att fourierserien konvergerar — konvergensen ar ett
delikat problem som vi kommer att behandla i senare avsnitt.

Notera ocksé att koefficienten f (0) ar lika med medelvérdet av funktionen
f over en period.

Trigonometrisk form

Det finns flera alternativa sétt att skriva en funktions fourierserie pa — formen

> fmye

neZ
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ar enklast och bést nidr man ska analysera serien, men den kdnns inte lika
naturlig i manga tillimpningssammanhang, speciellt inte om funktionen f &r
reell. Genom att utnyttja oss av att

F(m) e 4 f(=n)e ™ = (f(n) + f(=n)) cosnt +i(f(n) — f(~n)) sinnt

och satta

A A

an = f(n) + f(=n) och b, =i(f(n) = f(-n)),

samt observera att detta speciellt innebér att f(0) = ao/2, ser vi att

(4.1.2) Zf(n int — —|— Z an cosnt + by, sinnt).

neZ

Serien i hogerledet av (4.1.2) kallas fourierseriens trigonometriska form.
Eftersom

! f( )(e ™ + ™) dt = L[ f(t) cosnt dt

27r ™

f(n)+ f(=n) =
och
1(f(n) - f( =5 / ft)(e ™ — ™) dt = / f(t)sinnt dt
ges den trigonometriska formens koefficienter a,, och b,, av féljande integraler:

1 [7 1 [7
T™J_n LR

Om funktionen f &dr udda, sa &r ocksa f(t) cosnt udda, medan f(t)sinnt
ar jamn, och for alla n ar déarfor

2 s
a, =0 och b,= —/ f(t) sinnt dt.
T Jo

Helt analogt géller for jamna funktioner f att
2 s
b, =0 och a,= —/ f(t) cosntdt
T Jo

for alla n.
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Amplitud-fasvinkelform

Antag att den 27m-periodiska funktionen f periodisk &r reell. Da ar

by = T

for alla t, varfor

~

r 1 in _ 1 T\ a—int _ i —int _
flon) = 5= [ et = oo [ FoeTa = oo [ e = ).

For n > 1 ar foljaktligen

f(=n)e ™ + f(n)e™ = f(n)e ™ + f(n)e™ = f(n)eint + f(n)e™
= Re (2f(n)e™).

Vi skriver nu det komplexa talet 2 f (n) pa polar form genom att for n > 1
satta

An=2|f(n)] och ¢, = arg f(n),
vilket innebir att 2f(n) = A, och att foljaktligen

f(_n)e—int+f(n)eint — Re (Aneiqbneint) — Re (Anei(nt-i-qbn)> =A, Cos(nt+¢n).

~

Med Ay = f(0) kan vi darfor skriva den reella funktionen f:s fourierserie pa
formen

(4.1.3) f(t) ~ Ao+ i A, cos(nt + ¢y,).

n=1

I fysiken kallas forlopp som beskrivs av funktioner av typen A cos(wt+ ¢)
for harmonisk svangningar med amplitud A, vinkelfrekvens w och fasvinkel
¢. I formel (4.1.3) framstéller darfor hogerledet funktionen f som en oéndlig
summa av harmoniska svingningar med vinkelfrekvenser n, amplituder A,
och fasvinklar ¢,, kring funktionens medelvirde A, och formeln kallas av den
anledningen for fourierseriens amplitud-fasvinkelform. Denna form anvénds
flitigt i1 fysikaliska sammanhang, men eftersom den inte &r sa lamplig for
teoretisk analys kommer vi inte att anvinda oss av den i fortsdttningen.

EXEMPEL 4.1.1 Lat oss bestamma fourierserien till den 27-periodiska funk-
tion f, som bestédms av att f(t) = ¢ for |t| < . (Notera att vi inte specificerat
nagot funktionsvérde i punkten 7, och ddrmed inte heller i nagon av punk-
terna nm for udda heltal n. Funktionsvardet f(m) &r irrelevant, eftersom inte-
gralen som definierar fourierkoefficienterna inte bryr sig om funktionsvérdet
i en enstaka punkt.)
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Fourierkoefficienten f(0) fas direkt som

f(o):zi/ﬂtdtzo,

™ J—m

medan 6vriga fourierkoefficienter f (n), n # 0, berdknas med hjilp av en
partiell integration:

5 [ 1 [ e " 1 [m
=— | te™dt=— |t It
J(n) 2m /_7r ¢ 2m [ —in}ﬂ—i_ 2mni /_We

1 . ) 1
— —1Nn7m INT O — _(— 1 n .
o (e + me™") 4+ n< )

Saledes géller att

f(t) ~ IZ (_1)neint
e
n#0

Notera att vi pa detta stadium inte vet om fourierserien konvergerar mot f(t);
vi far ge oss till tals till avsnitt 4.7 innan vi kan avgora detta. (Att serien
ovan dr konvergent for varje t foljer emellertid av av sats 2.3.10; jamfor med
exempel 2.3.5.)

Vi skriver nu fourierserien pa trigonometrisk form genom att kombinera
termer som svarar mot —n och n:

(D", (D" A1)

+ e = sin nt.
—-n n n

Vi har alltsa
t) ~ E =V 7 &innt = E = ginnt.
) 2 - sinn 2 - sinn

Att det blev en ren sinusserie beror naturligtvis pa att funktionen f &r udda.

~ Lat oss slutligen plocka fram amplitud-fasvinkelformen. Vi har Ay, =
f(0) =0, och for n > 1 ar A,, = 2|f(n)| = 2/n och

¢n = arg f(n) = arg(—1)"i = {—”/2 om 7 &r udda

m/2 om n ar jamnt.

Detta innebéar att

S 2
~;<2k_1cos 2k:—1)t—7r/2)+%cos(2k:t+7r/2)> .
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1)n—1

5
92—
Figur 4.1. Funktionen f i exempel 4.1.1 och delsumman E (7
n

sin nt till
funktionens fourierserie. n=1

Sinus- och cosinusserier

Som vi redan noterat innehaller den trigonometriska versionen av en udda
funktions fourierserie enbart sinustermer, medan en jamn funktions fourier-
serie bara har cosinustermer (och konstantterm). Vi kan utnyttja detta for
att utveckla godtyckliga L'-funktioner pa intervallet [0, 7] i rena sinusserier
eller rena cosinusserier.

Antag f € L'([0,7]), och utvidga f till en jimn 27-periodisk funktion
f genom att definiera f(—t) = f(t) = f(t) for 0 < t < 7. Da ér alla
sinuskoefficienter i fourierserieutvecklingen av f lika med noll. Det féljer att
vi kan representera f(¢) som

f(t) = % —i—;ancosnt

i alla punkter ¢ € [0, 7] dér serien konvergerar mot f(t).

Pa liknande sétt erhaller vi, genom att utvidga f till en udda 27-periodisk
funktion f (vilket kan innebéra att vi tvingas bortse fran de ursprungliga
funktionsvéirdena i punkterna 0 och 7), en representation av f i form av en
ren sinusserie

ft) = Z a, sinnt,
n=1

som konvergerar i alla punkter ¢ €]0, 7| dér serien konvergerar mot f(t).

ExEmMPEL 4.1.2 Lat f(t) =t for 0 < ¢ < 7. Den jémna utvidgningen ar
f(t) = |t]| for |t| < m, och denna funktion har en cosinusserie som (vilket
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vi kommer att kunna visa i avsnitt 4.7) konvergerar mot f(¢) for alla t.
Koefficienterna &r

2 s 2 ™ 2 1— _11’1,
CLOZ—/ tdt =m och an:—/ tcosntdt:—M, n > 1.
0 0

T T mn?

Foljaktligen &r

T 4 cos(2n + 1)t
= = — — for 0 <t <.
2 WZO (2n + 1)2 orvsteT

Den udda utvidgningen f av f ges forstas av att f(t) =tfor —m <t <m.
Vi beréiknade fourierserien av den funktionen i exempel 4.1.1 och fann da att

t)wzi(_

Serien konvergerar mot f(t) for —w < t < , varfor

tzQi(_

sin nt.

sin nt om 0<t<m.

Annan period &an 27

Periodiska funktioner med annan period &n 27 kan transformeras till 27-
periodiska funktioner med hjélp av linjira variabelbyten.

Formlerna forenklas nagot om vi infor en beteckning for halva period-
lingden. Antag darfor att funktionen f &r periodisk med periodlangd 2P,
dvs. att

f(t+2P)= f(t) forallateR,

och sitt 2 = 7/ P; talet Q kallas grundvinkelfrekvensen. Definiera funktionen
g genom att satta
9(u) = f(u/Q).

Da ar g(u+27) = f(u/Q+27/Q) = f(u/Q+2P) = f(u/Q) = g(u), dvs. ¢

ar en 2m-periodisk funktion med en fourierserieutveckling pa formen

F(u/Q) = glu) ~ Y ™

neZ

1 [7 i 1 [7
Cp = — g(u)e ™ du = —/ flu/Q) e ™ du = —/ f(t)e % e,

2 J_. 27
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och dér vi forstas gjort variabelbytet ¢ = u/Q for att erhalla den sistndmnda
integralen. Samma variabelbyte i serieutecklingen av g ger

f(t) ~ Z Cneith7

neZ

vilket ar den sokta fourierserieutvecklingen av f.
Motsvarande kan forstas goras for den trigonometriska varianten av fou-
rierserieutvecklingen, vilket resulterar i foljande formler:

1 - .
f(t) ~ 500+ ;(an cos n§t + by, sin nQt),

dér
I I
an = —/ f(t)cosnQtdt och b, = —/ f(t) sinnQt dt.
P -p P —-P

Naturligtvis finns det for reella funktionen f ocksa en generell amplitud-
fasvinkelvariant av typen

1 o0
f~ 500 + 321 A,, cos(nt + ¢,)
med A, = /a2 + 2.

4.2 Fourierkoefficienternas storlek

For att fourierserien ska ha nagon chans att konvergera maste termerna ga
mot noll, och att detta nodvindiga (men inte tillréickliga) villkor alltid &r
uppfyllt 4r ena delen av foljande sats.

Sats 4.2.1 Ldt f € LY(T). Da giller
(@) |f)<|flh och
(b)  lim f(n)=0.
. A 1 . 1 :
Bevis. (a) |f(n)| = %) /T f(tyea < o /T f(t) e~ | dt
1
— 52 [1rold =51

(b) &r ett specialfall av Riemann-Lebesgues lemma (I =]—m, 7). O
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Om en periodisk funktion ar kontinuerligt deriverbar, sa har bade funk-
tionen och derivatan fourierserier. Nasta sats beskriver sambandet mellan
dessa bada serier.

Sats 4.2.2 Antag att f € C*(T). Dd gdller

— ~

f®(n) = (in)*f(n).

Bewis. Partiell integration ger

=g [ rayea
1

=5 [f(t) e_im]i7T + % /_7; f(t)e ™ dt = inf(n).

(Hér har vi utnyttjat oss av att funktionen f(¢)e ™" ir periodisk och dérfor
har samma vérde i &ndpunkterna —7 och 7.)

Genom iteration far vi nu ﬁ(n) = inf/(n) = (in)%f(n), etc. O
Korollarium 4.2.3 Om f € C*(T), sd finns det en konstant M sd att
[F(m)] < M/In|*

for alla n # 0.

Bevis. Genom att utnyttja de bada foregaende satserna far man |n* f(n)| =
I(in)*F(n)| = [f®(n)] < ||f®];. Korollariet giller dérfor med M = || f®)]];.
[

Korollarium 4.2.4  Antag f € C*(T). Dd dr fourierserien’ Y., ., f(n) €™
(1) absolutkonvergent for varje t;
(i1) likformigt konvergent pa T.

Bevis. Eftersom | f(n)e™| = |f(n)| < M/n2, foljer det av jimforelsekriteriet
att serien &r absolutkonvergent och av Weierstrass majorantsats att den &r
likformigt konvergent pa T. m

Anmdarkning. Léangre fram kommer vi att kunna visa mera; for varje ¢ ar
seriens summa lika med f(¢).
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4.3 Faltning och Dirichletkirnan

Faltning

Lat f vara en funktion som &r definierad pa R. For varje s € R definierar vi
en funktion Rf genom att sétta

Grafen till funktionen R,f erhalls genom att translatera grafen till funktio-

nen f s enheter at hoger. Funktionen R,f kallas darfor for ett translat till
funktionen f.

f Rsf

Figur 4.2. Translat

Om f &ar begrédnsad, sa &r sjalvklart R,f begrinsad for varje s, och
|Rsflloo = [|f|loo- Om f tillhor L', s& tillhér R, f ocksa L' med ||Ryf]; =

[1£1]2-

For sma véirden pa s ligger translatet Ry f néra f i foljande mening.

Sats 4.3.1 (a) Antag att funktionen f ar likformigt kontinuerlig. (Sa dr
exempelvis fallet om funktionen dr kontinuerlig och periodisk, eller om
den dr kontinuerlig och lika med 0 utanfor nagot begransat intervall.) Da
ar

tim | Rof — flloo = 0.

(b) Antag att f € L'. Da gdller att
lim || Ry f — fl. = 0.
s—0

Bevis. (a) Att f dr likformigt kontinuerlig betyder att det for varje € > 0
finns det ett tal § > 0 sa att |s| < § medfor att |f(t — s) — f(t)] < € for alla
t. Detta ar ekvivalent med att |Rsf(t) — f(t)| < € for alla ¢, dvs. med att
[Rsf = flloo <€

(b) Givet f € L' och € > 0 borjar vi med att vilja en kontinuerlig
funktion g som é&r lika med 0 utanfor nagot begrinsat intervall [—a, a] och
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som uppfyller olikheten || f —g||; < €/3. (Har har vi anvént oss av sats 2.2.1.)
Om [s| < 1, sa dr Rsg noll utanfor intervallet [—a — 1, a + 1], varfor

a+1
|Reg — gl = / Rug(t) — ()] dt < (20 +2)||Rug — glloc.
1

—a—

Enligt (a) finns det ett positivt tal 6 (< 1), sa att |s| < 6 medfor att
(2a +2)||1Rsg — glloo < €/3.

Om [s| < ¢ sa ar saledes ||Rsg — g|1 < €/3.
Genom att utnyttja triangelolikheten for normer far vi nu féljande olikhet
for |s| < o:

|Rof = flli < |Rsf — Rsglly + (| Rsg — gllr + llg — flIx
= |Rs(f — 9)llL + [|Rsg — glls + || f — gl
=2|f — gl +[|Rsg — gll1 <2¢/3+¢€/3=¢.

Dérigenom &r beviset komplett. [

Definition Lat f och g vara tva funktioner i L'(T). Vi definierar en ny
funktion f * g, som kallas faltningen av f och g, genom att sitta

fg(t) = %/Ff(t—s)g(s) ds — %/rRsf(t)g(s) ds.

Det ar ldtt att se att funktionen f * g ar véldefinierad om f och g exem-
pelvis ér styckvis kontinuerliga funktioner, och att f g &r 2m-periodisk. Man
kan bevisa att f * ¢ alltid &r vildefinierad som L!-funktion och att féljande
olikhet géller:

1+ gl < AN llglh

Beviset for olikheten gar till pa foljande sitt, dar det avgoérande steget
ar att byta integrationsordning; detta steg kraver forstas nagon form av mo-
tivering, men det skulle fora for langt att ge en sadan i det allménna fallet,
dvs. da f och g #r godtyckliga L!-funktioner.
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17 %l = o /\f*g =5 [ |5 [ 566 =gt
_%/ /Ift—s (s)] ds dt
o |5 [ ollgts)aras
— 50 [ s (57 [ 15— olar) as
~ 5 [ 1o (57 [ rolr) as

1
=17l 5= [ lo(s)lds = 171l

Sats 4.3.2 Fultning dr en kommutativ operation, dvs.

frxg=gx[.
Beuwis.
/ f(t—s)g [sdtt u =t — s
t— 1 -+t
- _% f( gt — u) du = o _Htf(U)g(t —u)du
1 s

=0 g@—w¢ﬂmdu=g*f@)
. 0

Sats 4.3.3 Fultning dr en linjdr operation, dvs. om ¢y och co dr konstanter
och f, g1, go dr L*-funktioner, sd dr

[ (c1g1 + c292) = c1(f * g1) + ca([f * g2).
Bewvis. Uppenbart. O

EXEMPEL 4.3.1 Vi ska nu ge en mycket viktig tolkning av faltning. Definiera
for 0 < e < 7 funktionen g. pa T genom att sdtta

a(t) = {7?'/6 for [¢| § €

0 for ovrigt.
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Da &r o= [ ge(t) dt =1 och

€ t+e
f*ge(t):%/_ f(t—s)ds:%/t_ f(u) du,

dvs. f*g(t) &r lika med medelvirdet av f 6ver intervallet [t —€,t 4 €]. Om
funktionen f &r kontinuerlig i punkten ¢ och intervallet &ar kort, sa borde
detta medelvirde ligga néra funktionsvérdet f(¢), dvs. vi kan forvianta oss
att lim. o f*g.(t) = f(t). Detta &r ocksa sant, och vi kommer att aterkomma
till denna och liknande konvergensfragor i avsnitt 4.5 i samband med att vi
studerar allmédnna summationskérnor. O]

For godtyckliga icke-negativa funktioner g pa T med egenskapen att
o Jp9(t)dt =1, kan faltningen f  g(¢) uppfattas som ett viktat medelvérde
av f:s funktionsvirden. Medelvirdesbildningar jamnar ut oregelbundenhe-
ter; man kan déarfor forvinta sig att faltningen f * g ska vara mer reguljar &n
funktionen f. Exempelvis existerar i exemplet ovan derivatan (fx*g.)'(¢) i alla
punkter dar f dr kontinuerlig; genom att derivera integralen fas (f*g.)'(t) =
L(F(t+ o)~ f(t—0).

En godtycklig fourierseries partialsummor kan skrivas som faltningar. For
att se detta behover vi foljande enkla observation, dar vi anvéander skrivséttet
e™ for att beteckna funktionen som i punkten ¢ har funktionsvirdet e, dvs.
e (t) = el™.

Sats 4.3.4 Antag f € L'(T). Dd dr fxe™ = f(n)e™.

Beuwis.
fre™(t) = i/ f(s)ent=2) ds = i/ f(s)e™e s ds
21 Jp 21 Jr
1 / . N .
— emt_ f s e—ms dS — f n emt'
3 | 19 (n) ]
Dirichletkirnan

Definition Satt
N
Dy(t)= > ™
n=—N
Funktionsfoljden (Dy)¥_, kallas Dirichletkdrnan.

Nésta sats ger oss anledning att studera Dirichletkdrnan nédrmare.
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Sats 4.3.5 Ldt for f € L'(T)

N
sw(fity= Y f(n)e™
n=—N

beteckna den N :te partialsumman till funktionen f:s fourierserie. Da gdller
att

sn(fit) = f* Dn(t).

Bevis. Faltning ar en linjar operation. Det féljer darfor omedelbart med hjalp
av sats 4.3.4 att

FxDy(t)= Y fxe™(t)= > fln)e™ =sn(f;1).

Figur 4.3. Dirichletkérnan Dg.

Sats 4.3.6 Dirichletkdrnan har foljande egenskaper:

1
1 — Dyt)dt =1
() 5 [ Do)
. sin(N + )t
(i) D(t) = VL)
sm§t
(iii) lim / Dy(t)dt =0, om0<d<m.
N—oo Fy

Bevis. (i) Eftersom [, e dt =0 for n # 0, &r

1 Moo 1
— | Dy(t)dt = — gy =— | 1dt = 1.
271'/1‘ v (?) n:Z:N 27T/re 271'/1\
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(ii) Observera att Dy(t) dr en dndlig geometrisk summa med forsta term

e "N och kvot e'. Summan kan déarfor litt berdknas, och vi far
QN+t ] Gi(N+DE _ —iNt
DN<t) = eﬂNt - = -
et —1 el — 1
-t s 1 : 1 .
ez elVH)t _omiVH3)t  gin(N + 1)t
= -t y y = .

e'z elzs — ez sin %t

(iii) Grénsvérdet &r ett specialfall av Riemann-Lebesgues lemma, ty funk-
tionen 1/sin 3¢ tillhér L*([4, 7). O

4.4 Cesarosummation och Fejérkirnan

Cesarosummation

Vi ska borja med att beskriva en metod att summera serier som i manga fall
aven tilldelar divergenta serier dndliga varden.

Lat Y7, ¢, vara en godtycklig serie med partialsummor s, = Y ,_, ¢,
och lat o, beteckna det aritmetiska medelvirdet av de n forsta partialsum-
morna, dvs.

sitso s, 1w "( k:—l)
- _ 2 _ 1— .
g n nzsk z_: n Cr

Definition Om lim,_, 0, = o existerar, sa siger man att serien » .~ ¢,
ar Cesarosummerbar eller (C,1)-summerbar med (C,1)-summa o.

EXEMPEL 4.4.1 Den divergenta serien » *(-=1)"' =1—-1+1—--- &r
Cesarosummerbar med (C,1)-summa % Partialsummorna s,, ar namligen lika
med 1 for udda n och lika med 0 fér jamna n, varfor

n 1 n n+1
Ogp = — = = oc Oons1 = )
o 2 T on + 1
Det foljer att Jn%%dén—)oo. O]

Vad har da en konvergent serie for (C,1)-summa? Svaret ges av

Sats 4.4.1 Antag att serien y .~ ¢, dr konvergent med summa s. Da dr
serien ocksa Cesarosummerbar med (C,1)-summa s.

Bevis. Givet talet € > 0 maste vi visa att |0, —s| < e for alla tillrackligt stora
n. Vi borjar darfor med att vélja ett tal N med egenskapen att |s,, —s| < €/2
giiller for alla n > N, och sitter A = |31 (s — s)|.
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For n > N far vi nu

n

N
B 31~|—32+---+sn—ns’_1‘ _ _
0, 3|——‘ - = gg;(sk 9+ Y (si—9)

n
k=N+1
11 1 < 1 1 <N e
S—‘Z(Sk_5>‘+_ Z ls —s| < —A+ — Z =
nh4 L) n N 2
1 1 e A ¢
A4 -m-NE<2LE
n +n(n )2_n+2

Omn > 2A/e,sadr A/n < ¢/2. Forn > max(N,2A/e) far vi dérfor |o,—s| <
€/2 + €/2 = ¢, vilket &r vad vi ville visa. ]

Anmdrkning. Cesarosummation &dr bara ett av manga mojliga siatt som kan anvindas for
att tilldela en oéindlig serie en ”summa’. Foljande metod kallas Abelsummation. Givet en
serie Y~ ¢y, bildar vi funktionen

F) =" cnt™
n=0

Om denna funktion &r definierad fér 0 < ¢t < 1 och A = lim;_,;_ f(t) existerar, sa séges
den ursprungliga serien vara Abelsummerbar med Abelsumma A.

Exempel 2.4.15 visar att varje konvergent serie ocksa dr Abelsummerbar och att
Abelsumman &r lika med seriens vanliga summa.

EXEMPEL 4.4.2 Den divergenta serien > - n(—1)" &r inte (C,1)-summerbar. Eftersom

t
t) = A p——
f(6) = (17" = —
n=0
och lim;_,1_ f(t) = —i, ar serien dock Abelsummerbar med Abelsumma —i. O

Fejérkiarnan

Vi ska nu undersoka om fourierserier ar (C,1)-summerbara. Lat

f(t) ~ Y fln)e™,

nez

och sétt som i foregaende avsnitt

salfit) = 3 J(k) ™.

k=—n
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Det aritmetiska medelvardet oy (f;t) av so(f;t), s1(f;t), ..., sn(f;t) erhalls
genom att dividera summan av dessa tal med N + 1. Foljaktligen &r

N

on(: N+1§:%ft > (1= ) fomen

n—

Enligt sats 4.3.5 ar s,,(f;t) = f* D,(t), dar D,, ar Dirichletkdrnan. Det foljer
att

(4.4.1) JN(f;t):N;HZf*Dn(t):f*(Nilan)(t).

Uttrycket NLH Zf:;o D,,(t), som &r det aritmetiska medelvirdet av de N + 1
forsta Dirichletkdrnorna, spelar en viktig roll i fortsdttningen och foértjanar
darfor ett eget namn.

Definition Sitt
1

Evt) = 777
n=0

Da(t).

Funktionsfoljden (Fn)¥_, kallas Fejérkdrnan.
Fejérkdrnans viktigaste egenskaper finns sammanfattade i nésta sats.

Sats 4.4.2 Fejérkirnan (Fy) har féljande egenskaper:
T / Fa(t)dt = 1.

(i1) ) >0 for alla t.

(111) Antag att 0 < 0 < . Da gdller att sup Fy(t) — 0, da N — oc.
o<t <

(1v) Funktionen Fy dr jaimn, dvs. Fx(—t) = Fy(t).

(v pmw:Nilfm;ij”).

(vi) on(f;t) = f* Fyx(t) foralla f € L'(x).
Bevis. (1) Med hjilp av sats 4.3.6 (i) far vi

N
1
F D, ( 1=
o n(t)dt = N—l—lZQW/ —1-1Z

n=0

(v) Genom att anvinda oss av uttrycket for D, (t) i sats 4.3.6 kan vi
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berikna Fy(t) som imagindrdelen av en geometrisk serie pa foljande vis:

N N
(N +1)Fy(t)sin 3 Z ) sin 5t = Zsin(n + 3)t
n— n=0
| L Q]
—1 R I
. N+t _ - cos(N + 1)t — 1 +isin(N + 1)t
= 1m-— =
% _ o3 2isin 115
_ 1—cos(N+1)t sin®J(N+1)t
B 2sin %t B sin ;t '

(ii) och (iv) foljer forstas omedelbart fran (v).

(ili) Identiteten (v) och det faktum att funktionen sin 3¢ dr viixande pa
intervallet [0, 7|, ger oss omedelbart foljande olikhet for § < |t| < 7:

1 1 1 1
< .
N + 1 sin? N+1 sin2 %5

Fn(t) <

Eftersom hogerledet gar mot 0, da N — oo, dr saken klar.

(vi) dr endast en omformulering av ekvation (4.4.1). O

107

Figur 4.4. Fejérkéarnan Fg.
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4.5 Summationskarnor

Definition FEn positiv summationskdrna pa T &r en {6ljd (K,,)$° av integrer-
bara 27r—periodiska funktioner som uppfyller féljande tre villkor:

/K £ dt = 1

(i)  K,(t) >0 for alla t;
(i)  lim K, (t)dt =0 for alla 0 i intervallet |0, 7[.

Anmdarkning. Ibland kommer vi ocksa att betrakta foljande villkor:

(iii")  lim sup K,(t) =0 for alla ¢ i intervallet |0, 7|.

n—oo 5§|t‘§71’

Villkoret (iii’) &r uppenbarligen starkare &n (iii), dvs. om (iii’) ar uppfyllt
sa &ér ocksa (iii) uppfyllt.

EXEMPEL 4.5.1 Definera K,,(t) pa intervallet |—m, 7| genom att sétta

K, (1) = 2n, om [t| < 1/2n
"0, om [t| > 1/2n.

Da &r villkoren (i)—(iii) (och det starkare villkoret (iii’)) uppfyllda. Féljden
(K,)3° ar saledes en positiv summationskérna.

Vi stotte pa kidrnan (K,) redan i exempel 4.3.1, dér vi definierade funk-
tionerna k.; observera att K, = k;,,. Resonemanget i detta exempel antydde
att lim,, o f * K,(t) = f(t) for alla kontinuitetspunkter ¢ till f. Vi kommer
strax att bevisa att sa ocksa ar fallet. O

EXEMPEL 4.5.2 Det foljer med en gang ur sats 4.4.2 att Fejérkédrnan (F,,)5°
ar en positiv summationskérna. L]

Sats 4.5.1 (a) Antag att f € L*(T) och att (K,)$ dr en positiv summa-
tionskdrna. Da dr

lim ||f* K, — f|s = 0.
n—00

Om den positiva summationskdrnan uppfyller villkoret (i1i°), sa gdller
dessutom:
(b) Om f dr kontinuerlig i punkten t, sa dr lim K, x f(t) = f(t).
n—oo

(c¢) Om f dr kontinuerlig pa ett slutet delintervall I av'T, sa gar faltningen
f* K, (t) likformigt mot f(t) pa I dan — oc.
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Bewvis. (a) Genom att utnyttja villkoret (i) far man forst

f+ Kot 27T/ft—s s = f(0) 5 [ Kl

=57 | (1= 9) ) () ds

1

~or (R f(t) = f(t ))Kn<3) ds.

Genom att ta absolutbeloppet, anvinda triangelolikheten for integraler samt
utnyttja att kirnan ar icke-negativ, erhaller man sedan féljande olikhet

(45.1) 1 * Ka(t) - (/Wf F(0)] Ko(s) ds

Lat nu € > 0 vara givet. Enligt sats 4.3.1 finns det ett positivt tal § sa att
|Rsf — fll1 < € géller for alla s som uppfyller |s| < d. Vidare géller pa grund
av triangelolikheten for normen att [|[Ryf — f|l1 < [|Rsf|l1 + [|fl = 2|/ /|1
for alla s. Genom att integrera olikheten (4.5.1), kasta om integrationsord-
ningen och sedan dela upp den erhallna integralen 6ver T i en summa av tva
integraler, den ena éver intervallet [—4, d] (dér ||Rsf — f]|1 dr litet), och den
andra 6ver T \ [—4, 0], erhalles foljande kedja av likheter och olikheter:

WH&—WZL/VHMWJWﬁ

_%/%/y F(8)] Ko (s) ds dt
/gm/mf £ Ko(s) dt ds

=—/wafm (o)

= o[BS flh Kals)ds
T Jis|<é
1
+ — R,f — K, (s)ds
o o N = Sl )
1 1
< — eKn(s)ds + 5= 2|l Kn(s)ds
H<6 2T Js<|s|<n
/K Hle/ Kn(s)ds
o< |s|<m
—i——Hle/ K,(s)ds.
T Js<|s|<m
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Hér gar, pa grund av villkoret (iii), den sista integralen mot 0, da n — oo.
Foljaktligen finns det ett tal N sa att || f « K, — f||; < 2¢ for alla n > N.
Detta bevisar pastaende (a).

(b) Om f &r kontinuerlig i punkten ¢, sa finns det, givet € > 0, ett tal
d > 0saatt |[Ref(t) — f(t)| = |f(t —s) — f(t)] < € for alla s som uppfyller
|s| < d. Med utgangspunkt fran olikheten (4.5.1) far vi nu, genom att dela
upp integralen i tva delar som forut,

|[f o Kn(t) = f(1)] <

1 1
<5 s |[Bsf () = F(O)] Kn(s)ds + o~ nn |Rf(t) — f(t)] Kn(s) ds
<L [ k(s)ds+ = [Rof (1) Kn(s) ds
21 Jysj<s 27 Js<)s|<n
1
o7 Jyeren |f()] Kn(s) ds
€ 1
< g7 [ Kals)ds s Ko)- %/T|f(t ~ 8)[ds
|f()]
+ Gaal) K,(s)ds
=e+|flli- sup K,(s)+ @)l K, (s) ds.

5<ls|<n 21 Js<|si<n

Enligt vira antaganden gar sups<|sj<. K, (s) och f5<|s‘<7r K, (s)ds mot 0 da
n — 00. Det finns darfor ett tal N sa att n > N medfor att

|f % K,(t) — f(1)] < 2e.

Dérmed é&r pastaende (b) bevisat.

(¢) Om f ar kontinuerlig pa ett slutet delintervall I, sa ar f automatiskt
likformigt kontinuerlig pa I, dvs. vi kan i beviset for (b) vélja ett tal § som
fungerar for varje t € I. Eftersom | f(¢)| dr begriansad pa I, kan vidare talet N
véaljas oberoende av t € I. Detta innebér att konvergensen ér likformig. [

Anmdrkning 1. For jimna summationskarnor (K,) kan pastaende (b) i sat-
sen skarpas pa foljande vis:

(b’) Antag att A = lir% f(t+5)‘5f(t—s)
s—

lim fx K,(t) = A.

n—oQ

existerar. Da dr
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For att visa detta startar vi med likheten

[ K,(t)— A= ! (f(t—s)—A)K,(s)ds

_%T

och skriver integralen 6ver T som en summa av tva integraler, den ena Gver
[—7,0] och den andra 6ver [0, 7]. I integralen 6ver [—, 0] gor vi variabelbytet
u = —s, samt utnyttjar att K, ar jaimn. En enkel rdkning leder till resultatet

1 [0 1 [T

(f(t =) = A)Ku(s) ds = o~ 0 (F(t+5) — A)K,(s) ds.

or ) .
Genom att addera de tva delarna far man

™

fxK,(t)— A= o /. (f(t+s)+ f(t —s) —24)K,(s)ds.

Resten av beviset fortgar nu pa liknande sidtt som beviset ovan av (b), ty
|f(t+s)+ f(t—s)—24| <e

for 0 < s < ¢, forutsatt att ¢ &r tillrackligt litet.

Anmdrkning 2. Villkoret att kérnorna K, skall vara icke-negativa &r inte
sa véasentligt for giltigheten av sats 4.5.1. Satsen giller i sjdlva verket (med
ytterst sma modifikationer av beviset) om vi ersitter villkoren (i)—(iii’) i
definitionen av summationskédrnor med villkoren:

() %/TKn(t)dtzl;
(ii

) || K] < C for nagon konstant C;
(i)  lim |K,(t)|dt =0 for alla § i intervallet |0, 7[.
)

oo Ja<|t|<n

lim sup |K,(t)] =0 for alla ¢ i intervallet |0, 7.

N0 s<t|<n

For positiva summationskarnor foljer naturligtvis (ii) av (i).

)

(iii

4.6 Entydighet

Fejérkarnan (Fiv)g° dr en jamn positiv summationskédrna som uppfyller det
starkare villkoret (iii’). Eftersom oy (f;t) = fxEFn(t), foljer darfor foljande re-
sultat om Cesarosummation av fourierserier direkt ur sats 4.5.1 och anmérk-
ning 1 efter samma sats.
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1.0 7 1.0

0.5 1 0.5 1

Figur 4.5. I den vénstra figuren partialsumman sg(f;t) och i den hogra figuren
Fejérsumman og(f;t) for funktionen f(t) = sgnt, |t| < 7.

Sats 4.6.1 Antag f € L'(T).
(a) Fejér-medelvirdena on(f;t) konvergerar mot f(t) i L', dvs.

Tim [low(f:2) — £l =0.

—00

(b) Om t dar en kontinuitetspunkt hos f, sa dar ]\}im on(f;t) = f(t).
—00

(¢c) Mer allmint gdiller att om liII(l) (f(t+s)+ f(t —s)) existerar, sa dr
5>

ol 1) = tim LTS I =)
i ontit) = A

(d) Om f dar kontinuerlig pa det slutna intervallet I, sa konvergerar on(f;t)
likformigt mot f(t) pa I, da N — oo.

Foljande viktiga sats, som innebér att en kontinuerlig funktion ar entydigt
bestdmd av sina fourierkoefficienter, féljer nu létt.

Sats 4.6.2 (Entydighetssatsen) (a) Antag att f € LY(T) och att f(n) =0
for alla n € Z. Da dr ||f|ly = 0, dvs. f(t) = 0 for alla t utanfor nagon
nollmdngd. Speciellt dr alltsa f(t) = 0 i alla kontinuitetspunkter t till funk-
tionen.

(b) Lit f, g € L\(T), och antag att f(n) = §(n) for alla n € Z. Dd dir
lf=glli =0 (dvs. f(t) = g(t) utom pa en nollmdngd). Speciellt dar f(t) = g(t)
i alla punkter t ddr bada funktionerna dr kontinuerliga.
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Bevis. (a) Eftersom f(n) = 0 for alla n, &r sy(f;t) = 0 och déirmed ocksé
on(f;t) = 0 for alla N och alla t. Foljaktligen ar |lon(f;-) — fll1 = || f]1-
Men enligt foregaende sats gar ||[on(f;-) — f||1 mot noll da N — oo. Saledes
ar |[flls = 0.

(b) foljer av (a) genom att man betraktar differensen f — g. O

Om en serie konvergerar i traditionell mening, sa sammanfaller summan
med seriens Cesarosumma. Om vi av nagon anledning rakar veta att fouri-
erserien till en funktion f konvergerar i en punkt ¢, ddr funktionen &r konti-
nuerlig, sa vet vi darfor ocksa (pa grund av sats 4.6.1 (b)) att fourierseriens
summa ar lika med f(t).

Foljande sats utgor ett specialfall av denna observation.

Sats 4.6.3 Om f € C(T) har fourierkoefficienter som uppfyller villkoret

Y 1f )] < oo,

neZ

sa dr fourierserien konvergent och

ft) = Z f(n) et for allat € T.

neZz

Bevis. Fourierserien ér absolutkonvergent for alla ¢, sa resonemanget ome-
delbart fore satsen éar tillampbart. O

4.7 Punktvis konvergens

Dirichletkérnan (Dy)§° &r olyckligtvis inte en positiv summationskérna och
uppfyller heller inte de svagare villkor som beskrivs i anmérkning 2 i slutet
av avsnitt 4.5 (se 6vning 4.19), sa vi kan inte tillimpa sats 4.5.1 pa sy (f;t) =
f*Dn(t) for att erhalla resultat om punktvis konvergens (eller L!-konvergens)
for fourierserier. For att fourierserien skall konvergera punktvis krévs det
ytterligare villkor pa funktionen f, och vi skall nu hérleda ett tillrackligt
sadant.

Antag som alltid att f € L'(T), och lat till att borja med A vara ett
godtyckligt tal. Genom att utnyttja att Dy(t) dr en jamn funktion och att
5= Jp Dn(t) dt =1 ser vi att
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s(Fit)~ A= fe Dy(t) ~ A= o [ (7t~ )~ A)D(s) ds
T Jr
0
= % _ﬂ(f(t —s) — A)Dn(s)ds
+ % 7T(f(t —s) — A)Dy(s) ds.
Vi skriver om integralen 6ver [—, 0] genom att gora variabelbytet u = —s:
0 0
% _ﬂ(f(t — ) — A)Dn(s)ds = —% : (f(t+u)— A)Dn(—u)du
1 ™
=5 (f(t+s)— A)Dy(s)ds.

Genom att addera detta till den ursprungliga integralen éver [0, 7| far vi

sn(fit) — A= %/Ow(f(t—i-s) + f(t —s) —24)Dn(s) ds
= I(N) + I,(N),

ft—irs + f(t—s)—2A4

sin(N + 1)sds,

" or sin ;s
(t t—s)—2A
o(N) = — f s +'f(1 s) sin(N + 3)sds
27T s sin 3 s

och0<d<m.
Vi ska nu hérleda ett villkor som medfor att limy o (sn(f;t) — A) =0,
dvs. att limy_, sn(f;t) = A.

Vi betraktar for den skull forst integralen I5(NV). Eftersom funktionen
sin %s ar nedat begréansad av konstanten ¢ = sing > 0 pa intervallet [0, 7], &r
funktionen

Ft+s)+ f(t—s)—24
g(s) = —
sin 55
till sitt absolutbelopp begrénsad av ¢! (| f(t+s)|+|f(t—s)|+2|A]) pa samma
intervall. Det foljer dirfor att g € L'([d, 71]), sa Riemann-Lebesgues lemma
ger att I5(N) — 0, da N — co.
Det aterstar att betrakta [, (V). Sétt
Flt+s)+ f(t—s)—24
h(s) = —; .

S1n 58
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Om A tillhér L([0, d]), sa kan vi igen anviéinda Riemann-Lebesgues lemma for
att dra slutsatsen att limy_,oo 11(N) = limy_00 5= fo(S h(s)sin(N+3)sds = 0.
Som en ytterligare forenkling sétter vi nu
t t—s)—2A
h<8):f(+8)+f( s) S k(s) =S

N |
S Sln2$

-
SIDQS

Faktorn s/ sin %s ar positiv och begrénsad av nagon konstant C' pa intervallet
10, 7], ty den &r kontinuerlig pa intervallet och har ett grinsvirde (= 2) da
s — 0. Det foljer att |h(s)| < Clk(s)| pa |0, 4], sa dérfor ligger h i L'([0,d])
om (och faktiskt endast om) k tillhor L*([0, ]).

Varje villkor som innebér att

(4.7.1) /Oa\k(sﬂdsz/Oé‘f(t+s)+f;t_s)_214 ds < 0o

for nagot § > 0, medfor saledes att I;(N) — 0 da N — oco. Ett enkelt sadant
villkor &r villkoret att gransvérdet

(4.7.2) iy TS+ fE—5) =24

s—0+ S

existerar, ty detta innebér att funktionen k(s) dr begransad néira s = 0.
Sammanfattningsvis har vi alltsa visat att sy(f;t) - A da N — oo, om
villkoret (4.7.2) &r uppfyllt.
For att erhalla ett mer anvandbart villkor infor vi féljande beteckningssétt
for ensidiga gréansvéarden till en funktion f i en punkt #y:

f(to—) = Sli%if(to —5), fto+) = Sli%lJrf(tO + ).

Med den ”generaliserade hogerderivatan” f’ (to) i en punkt ¢, dér f(to+)
existerar, menas gransvirdet

Fitto) = gy O,

Pa liknande sétt definieras den ”generaliserade véinsterderivatan”

£ (to) = lim fto—s) — f(to—).

s—0+ —S

Utrustade med dessa definitioner kan vi nu formulera foljande sats.
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Sats 4.7.1 Antag att f € L'(T), och lat t vara en punkt ddir de bada ensidi-

ga grinsvirdena f(t—) och f(t+) och de tva generaliserade ensidiga deriva-

torna f'(t) och f' (t) existerar. Da konvergerar fourierserien till f i punkten
flt

tmot(( +) + ))

Bevis. Sétt A = L(f(t+)+ f(t—)). Véara antaganden medfor att
f{t+s)+ f(t—s)—24 flt+s)— f(t+)

lim = lim
s—0+ S s—04 S
. f(t B S) B f(t ) Y /
e L AT
existerar, dvs. villkoret (4.7.2) ar uppfyllt. ]

EXEMPEL 4.7.1 Betrakta den 2m-periodiska funktionen f, som definieras av

att
0, —m<t<O
t) =
1) {t, 0<t<m.

Funktionen f &r kontinuerlig utom i punkten 7, dér vi har en sprangdiskon-
tinuitet eftersom f(r—) = f(7) = 7, medan f(n+) = lim;,_._ f(t) = 0.
Funktionen ar deriverbar utom i punkterna 0 och 7, men de generaliserade
ensidiga derivatorna existerar i dessa punkter. Dessa derivator &r f’ (0) = 0,
fi(0) =1, f'(m) =1 och f! (7) = 0. Forutséttningarna i sats 4.7.1 &r dérfor
uppfyllda i varje punkt, sa funktionens fourierserie konvergerar mot f(t) for
—m <t < m, och mot 7/2 for t = 7.

Genom att utnyttja sinus/cosinus-versionen erhaller vi fljande fourier-
koefficienter till f:

1 [T g n=0
an:—/ tcostdt = (—1)" — 1
e e n>l
™m
1 ™ —1 n—1
bn:—/ tsintdtzg.
™ Jo n

Foljaktligen &r

T 2 cosnt = (—1)""1 |
f(t)NZ—; Z n2 +ZTSIH7Lt.

n udda n=1

Konvergensen i punkten ¢ = 0 innebéar att

T 2 1
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/* 3% /
2
y
\ 1
A\ T — 1 T \Y4i T T
8 -6 -4 -2 0 > 4 6 8

t

Figur 4.6. Funktionen f i exempel 4.7.1 och partialsumman sg(f,t).

dvs.
= 1 1
S o X w
k=0 (2k+1) nuddan 8

Med hjélp av detta kan vi ocksa berdkna summan Y 2 1/n? pa foljande
satt:

=1 1 1 Il =1 7 1&1
2= 2 at 2w X atlpT g i
n=1 n udda n jamn n udda k=1 n=1
Det foljer att
=1 _7r2
n:1n2— 6

Genom att sitta ¢t = 7/2 erhaller vi istéllet foljande intressanta summa:

RS O = (=D
3.5 7 =4l 4 -

n=0

Huruvida en fourierserie konvergerar i en punkt beror enbart pa funk-
tionens uppforande i en godtyckligt liten omgivning av punkten. Detta &r
inneborden av foljande sats.

Sats 4.7.2 (Lokaliseringsprincipen)

(a) Lat f € L'(T) och antag att f(t) =0 for |t — to| < 8, dir & dr ett god-
tyckligt litet positivt tal. Da konvergerar fourierserien till f mot 0 i punkten
to.

(b) Lat f,g € L*(T) och antag att f(t) = g(t) for alla t i nigon éppen
omgivning av ty. Da dr antingen fourierserierna till f och g bada konvergenta
i punkten ty med samma grinsvdrde, eller ocksa dr bada serierna divergenta.

Beuvis. (a) ar en omedelbar konsekvens av sats 4.7.1, och (b) foljer genom att
tillimpa (a) pa differensen f —g, eftersom s, (f;t) = s,(f—g;t)+s,(g;t). O
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Lokaliseringsprincipen ar onekligen 6verraskande, ty genom att dndra en
funktion utanfoér en godtyckligt liten omgivning av en punkt kan vi fordndra
samtliga koefficienter i fourierserien, men detta paverkar alltsa inte fourier-
seriens summa i punkten.

Vi avslutar det har avsnittet med nagra konvergensresultat, vars bevis ar
alltfor komplicerade for att ges hér.
Den svenske matematikern Lennart Carleson visade 1966 féljande sats.

Sats (Carleson) Den mdingd av punkter dir Fourierserien till en L*(T)-
funktion inte konvergerar dr en nollmdngd.

Rummet L?(T) forklaras i néista kapitel. Eftersom alla kontinuerliga funk-
tioner pa T ligger i L*(T) foljer speciellt:

Sats Den mdingd av punkter ddar Fourierserien till en kontinuerlig funktion
pa T inte konvergerar dr en nollmdngd.

Resultatet i satsen ovan dr det bésta man kan hoppas pa pa grund av
nasta sats.

Sats (Kahane—Katznelson) For varje nollmdngd E pa T finns det en konti-
nuerlig funktion vars fourierserie divergerar for alla punkter i E.

Och for allménna L!-funktioner har vi féljande negativa resultat.

Sats (Kolmogorov) Det finns en L'(T)-funktion vars fourierserie divergerar
punktuvis dverallt.

Fejérmedelviirdena o, (f;-) till en L'-funktion f konvergerar ju mot funk-
tionen i L'-norm enligt sats 4.6.1. Motsvarande géller dock inte for fourier-
seriens partialsummor s, (f;-).

Sats Det finns en L'(T)-funktion vars fourierserie inte konvergerar mot
funktionen i L'-mening.

For bevisen av samtliga satser ovan, forutom Carlesons sats, hidnvisas
till Yitzhak Katznelson, An introduction to Harmonic Analysis, John Wiley,
1968.

4.8 Gibbs fenomen

Lat f vara den 2m-periodiska fyrkantsvagfunktionen, som definieras som
flt)y =1for 0 <t <m, f(t) = —1 for —7w < t < m, och f(0) = 0. Ef-
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tersom funktionen ar udda, har den en sinusserie med koefficienter

b, = g/ sinnt dt = i(1 — (=),
0

™ nm

som &r noll for jaimna n. Det foljer av sats 4.7.1 att fourierserien &r konvergent
och att
4 sin(2n + 1)t
H=—y T
f®) T HZ:O 2n+1
for alla ¢.
Betrakta nu seriens partialsummor

N

4 sin(2n 4+ 1)t

Sy(t)= 2§ 2REn
w(t) anzo 2n+1

pa intervallet ]0,7[. Vi vet att Sy(t) — 1, d& N — oo, men om vi ritar
graferna till Sy kommer vi att upptécka ett mérkligt beteende. Sy (t) har
ett maximum i en punkt ¢y > 0 néra 0, och ¢y gar mot 0 da N vixer, men
maximivardet ndrmar sig inte 1 utan forblir istéllet storre dn 1.17.

10 V/\ V/\vn

0.5

-0.5

Figur 4.7. Gibbs fenomen: Fyrkantsvagen f(t) och partialsumman Ss(t).

Lat oss analysera situationen i detalj. Derivatan till Sy kan litt berdknas
pa foljande sitt:

4 N 4 N
Sy(t) = — Z cos(2n + 1)t = — - Re (Z el(2n+1)t>
7T T
n=0 n=0
el@N+2)t _ 1 4 R ei2N+2)t _ 1
; ¢ ét__e_ﬁ

i — !N+t 92 §in(2N + 2)t
e———— = — ——————
2sint T sint

4 .
:'—'I{ <1t__f______> _
T e\® el2t — 1
4
s
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Det forsta nollstéllet i intervallet |0, 7| till derivatan S’ ligger i punkten ¢y =
7/(2N +2). Genom att betrakta derivatans tecken pa 6mse sidor om punkten
drar vi slutsatsen att {5 ar en maximipunkt. Fér att berdkna maximivéardet
noterar vi forst att Sy (0) = 0, varav foljer att

tN IN
(4.8.1) SN(tN):/ Si(t) dt:%/ SInEN £ 2)¢ ),
0 0

sint

Vi vill undersoka gréansvirdet av Sy(txy) da N — oo. Eftersom integralen i
(4.8.1) ar en smula komplicerad pa grund av ndmnaren, approximerar vi den
med den enklare integralen

2 [ sin(2N + 2
/ sin(@N £2)t 5, [sitt u = (2N + 2)t]
0

In = —
N7r t

2 [ s
_—/ SR =T
™)y u

Integralerna Iy har med andra ord det konstanta vérdet I, och en numerisk
berdkning ger vid handen att [ ~ 1.179.
Hérnést noterar vi att

tN
Sn(ty) — I = 2/ (L - 1) Sin(2N + 2)t dt.
; /

sint
Funktionen

1 l_t—sint

)= — — = =
g() sint t tsint

gar mot 0 da t — 0, sa dess absoluta virde ar darfor sikert mindre &n 1 pa
intervallet [0, ty], bara N &r tillrickligt stort. Slutsatsen blir att

1

2
Sn(ty) =1 < 2ty = ——.
[Sn(tw) ‘_7? A |

Foljaktligen konvergerar Sy (tx) mot I da N — oc.

Eftersom funktionen Sy ar udda, har den ett minimum i punkten —ty,
och minimivérdet dr approximativt lika med —1.179 for stora N.

Fastén funktionen f har ett sprang i origo som &r lika med 2 enheter,
kommer saledes partialsummorna Sy i en omgivning av origo att approximera
ett vertikalt segment av ungefirlig langd 2.358, da N gar mot oéndligheten.
Detta kallas Gibbs fenomen.

Samma fenomen intréiffar vid varje sprangdiskontinuitet. Genom en trans-
lation kan vi forstas flytta sprangdiskontinuiteten till origo. Lat darfor g vara
en godtycklig funktion som &r kontinuerlig i en omgivning av 0 bortsett fran
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en sprangdiskontinuitet i 0, och antag att g uppfyller villkoren i sats 4.7.1
i omgivningen. Lat § vara storleken av spranget, dvs. § = ¢(0+) — ¢g(0—),
och bilda funktionen h(t) = g(t) — df(t), dir f &r fyrkantsvagfunktionen
som vi just har undersckt. Da dr forstas h(0+) = h(0—), sa funktionen h
ar kontinuerlig i 0 om vi definierar funktionsvérdet h(0) pa ratt sitt. Dess-
utom har h vénster- och hogerderivator i 0. Fourierserien till & konverge-
rar dirfor likformigt mot h pa nagot intervall kring 0. Eftersom sy(g;t) =
sn(h;t) + 0sn(f,t), och partialsummorna sy (h,t) konvergerar pa ett snéllt
sitt, kommer partialsummorna till g att uppfora sig som partialsummorna
for fyrkantsvagfunktionen 4 f.

4.9 Weierstrass approximationssats

Polynom &r enkla funktioner eftersom deras vérden kan berdknas exakt med
enbart elementédra aritmetiska ridkneoperationer. Det ar darfor av stor bety-
delse att varje kontinuerlig funktion kan approximeras likformigt med poly-
nom med godtycklig noggrannhet pa slutna begrinsade interval [a,b]. Man
uttrycker vanligtvis detta genom att siga att polynomen &r tdita i C([a,b]).
Med avseende pa approximation uppfor sig saledes polynomen i C([a,b]) pa
ett liknande sétt som de rationella talen i R.

Sats 4.9.1 (Weierstrass approximationssats) Lat I = [a,b] vara ett slutet,

begrinsat intervall. For varje f € C(I) finns det en foljd (p,)3° av polynom,
som konvergerar likformigt mot f pa I, da n — oo.

Beuvis. Det riicker att visa satsen for intervallet I = [0, 7], ty det allménna
fallet kan aterforas pa detta med hjilp av variabelbytet s = 7w(t —a)/(b— a).

Vi borjar med att visa att vi kan approximera funktionerna cos kt, déar
k ar ett positivt heltal, likformigt pa I med hjéilp av polynom. Detta foljer
med en gang av Taylors formel med restterm, som har formen

cos kt = Py, (t) + Ra,(1),

dar Py, (t) ar Taylorpolynomet av grad 2n och resttermen har utseendet
k22 cos ké
Ron(t) = £~ 2?12
an(!) (2n + 2)!
for nagot £ som forstas beror av t. Resttermen uppfyller for 0 < ¢t < 7
olikheten
k,2n+2 (k,ﬂ_)2n+2

Bl < g 177 = (o)
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Hogerledet gar mot 0 das n — oo, sa det foljer att Taylorpolynomen Py, (t)
konvergerar likformigt mot cos kt pa I.

Lat nu f vara en godtycklig kontinuerlig funktion pa intervallet I = [0, 7.
Utvidga forst f till en jimn funktion pa [—m,7]; den jaimna utvidgning-
en ar forstas kontinuerlig med f(—7n) = f(m), sa den 2m-periodiska utvidg-
ningen ar ocksa kontinuerlig, dvs. den tillhér C(T). Eftersom funktionen &r
jadmn, innehaller fourierseriens partialsummor s, (f;t) bara cosinustermer.
Fejérsummorna o, (f;t) innehaller dérfor ocksa bara cosinustermer.

Enligt Fejérs sats finns det for varje e > 0 ett tal N sa att

lon(fit) — f(t)] <e/2 forallatel.

Skriv nu on(f;t) som en summa av cosinustermer, sig

N
on(f;t) = Z ay. cos kt,
k=0

och villj slutligen ett positivt tal 7 sa att 5 3> ax| < €/2.

Enligt den forsta delen av beviset kan varje cosinusfunktion coskt ap-
proximeras likformigt pa I med hjilp av nagot polynom g (t) sa att olikhe-
ten | cos kt — qu(t)] < n giller pa I. Sétt p(t) = Sor_, axqr(t); da dr p(t) ett
polynom som uppfyller olikheten

[f () =p@)] < [f(8) = on(f50)] + lon(f5 1) = p(t)]

N N
< §+Z|ak||cosk:t—qk(t)| < §+772|ak| < §+§:e
k=0 k=0
for alla t € I. Darmed ar beviset klart. O

Ovningsuppgifter till kapitel 4

4.1 Funktionen f &r periodisk med period 27w. Man definierar funktionen g ge-
nom att satta .
g(t) = (1 —3).

Bestdm sambandet mellan de bada funktionernas komplexa fourierkoeffici-

~

enter f(n) och g(n).

4.2 Funktionen f &r kontinuerligt deriverbar och periodisk med period 27. Vi-
dare dr f/(t) = 2if(t + m) for alla ¢t. Bestdm f.

4.3 Funktionen f &r 2m-periodisk, f(t) = 0 for —m < ¢t < 0 och f(t) = t for
0 <t < 7. Bestdm faltningen f * cost.
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4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

Undersok om foljande serier har nagon (C,1)-summa och bestdm densamma
i forekommande fall:

a) iik_l b) i(—l)k_lk.
k=1 k=

1

Antag att serien Y7, ai har en dndlig (C,1)-summa. Visa att i sa fall &r
RS
g 2 =0

Funktionen f #r 27-periodisk och f(t) = e for —m <t < 7.

a) Bestdm funktionens fourierserie.

o
1
b) Anvind fourierserien for att berdkna summan g 1
n
=1

Funktionen f &r 2m-periodisk, f(t) = 0 for —m < t < 0 och f(t) = sint for
0<t<m.

a) Bestdm funktionens fourierserie.
b) For vilka ¢ &r fourierserien konvergent och vad dr summan?

[ee]
1
¢) Beriikna summan Z yPOREEE
n=1
Funktionen f #r 2m-periodisk och f(t) = t? for —m <t < .

a) Bestdm funktionens fourierserie.
b) Konvergerar fourierserien likformigt mot f pa R? Motiveral

(1"

n2

o0
¢) Beriikna summan E

n=1

Sitt f(t) = % for 0 <t < .

a) Utveckla funktionen f i sinusserie.
b) For vilka ¢ i intervallet 0 < ¢ < 7 &r sinussserien konvergent och vad dr

summan?

¢) Beriikna summan —_—
— 2n -1

Sitt f(t) =1+t for0<t<m.

a) Utveckla funktionen i cosinusserie.
b) For vilka ¢ konvergerar serien mot f(t).

o0
1
¢) Beridkna summan E o
- (2n+1)
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4.11

4.12

Bestam fourierserien till funktionen f om funktionen &r periodisk med period

2m och
0 for [t| < T
ft) = r oem
lt| -5 for § <|t| <,

samt skissera seriens summa pa intervallet [—3m, 37].

« dr ett reellt tal som inte #r ett heltal. Sitt f(t) = e’ for —7 <t < 7 och
utvidga f till en 2m-periodisk funktion. Visa foljande tva formler genom att
studera funktionens fourierserie fér t = 0 och t =

77 1 =2(-1)"a 1 X 2a
=— — ch cotamr = — + R E—
a+;a2—n2 © TeRAT =4 ;oﬁ—

sin arr n2’
Om man sitter x = am, sa kan formlerna ocksa skrivas pa formen
[e.@] [e.e]
1 1 2(-1)"z 1 2x
- :f+g — 55 och cot:c:——i—g 53
sinx (1 —nim x 1% —nim
n= n—=

Jamfor detta med partialbraksutveckling for rationella funktioner!

4.13 Bestdm en 16sning till virmeledningsekvationen

Up = Ugy O<zx<m t>0)
u(0,t) = u(m,t) =0 (t>0)
u(z,0) =1+sinz 0<z<m).

4.14 Bestdm en 16sning till virmeledningsekvationen

Up = Ugy O<z<m t>0)
uz(0,t) = ug(m,t) =0 (t >0)
u(z,0) =1+ 3cosdx 0<z<m).

4.15 Bestdm pa serieform en 16sning till problemet

Up = Ugy O<z<m t>0)
uz(0,t) = ug(m,t) =0 (t>0)
u(z,0) =1+=x 0<z<m).
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4.16 Los varmeledningsekvationerna

a)

Up = Uy O<z<m t>0)
uw(0,t) =u(m,t)=0  (t>0)
u(z,0) = mx — 2 (0<x<m).
b)
Up = Ugy — 2U O<zx<m t>0)
u(0,t) = u(m,t) =0 (t>0)
u(zx,0) = 7o — (0<z<m).

4.17 Bestdm en l6sning till virmeledningsekvationen

Up = Upy + SN T O<z<m t>0)
u(0,t) =0, u(m,t)=1 (t>0)
u(z,0) =0 0<z<m).

4.18 a) Visa att oy &r en positiv operator, dvs. att om f(¢) > 0 for alla ¢ sa &r
on(f;t) >0 for alla t.
b) Visa att ||on(f;-)]leo < ||fllo fOr alla begrénsade funktioner f.

4.19 Visa f6ljande normresultat for Dirichletkérnan.
4
a) [[Dnlloc =2N +1 b) [Dnlr = —log N+ O(1).

Det foljer att ||Dy|[1 — oo da N — oo, och det ér detta faktum som
gor att det exempelvis finns kontinuerliga funktioner med fourierserier som
divergerar i vissa punkter.

4.20 For 0 < r < 1 definieras den s. k. Poissonkirnan P,.(t) genom att

Pot)y= Y rlrlem,
a) Visa att for alla f € LY(T) &r (P, * f)(t) = Z " f(n)el™.
1—r2 =T

b) Visa att Pr(t) = 1 —5 -5

c) Bevisa att familjen (P, (t))o<r<1 &r en jamn, positiv summationskérna i
foljande bemérkelse:

1 s
i) — P.(t)dt = 1.
OR=y 0
(ii) P-(t) > 0 for alla t.
(iii) Pr(—t) = P.(t).
(iv) For alla § > 0 giller att ériltax P.(t) - 0dar —1.
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Av allménna resultat for positiva summationskirnor foljer darfor foljande
sats:

I varje punkt t ddr funktionen f dr kontinuerlig dr
oo
li [n| £ int _ £(4).
Jim > rllfn)e f(t)
n=-—00
4.21 Sjdlva beteckningen (C,1)-summa antyder att det finns ett generellere be-

grepp, nédmligen (C,k)-summan till en serie > | an, dér k dr ett godtyckligt
icke-negativt heltal. Héir foljder den rekursiva definition av detta begrepp.
Séatt S, (—1) = a, och definiera S, (k) for k =0,1,2,... och n =1,2,3,...

genom att satta
n

S(k) = Si(k —1).
j=1
Detta innebir att Sy, (0) = >°7_ a; = s, r den vanliga n:te partialsumman
till den givna serien, och att S, (1) = > 1, s;.
For en oéndlig serie Y > | ay,, giller dérfor att dess summa édr lim S,(0) om
n—oo

den &r konvergent, och att dess Cesaro-summa eller (C,1)-summa &r lika med
li_>m Sp(1)/n om detta grinsvirde existerar. For godtyckliga icke-negativa
n—oo

heltal k& definieras nu generellt seriens (C,k)-summa som grinsvérdet

Sn (k)
lim ———
+k—1
n—00 (n . )
forutsatt att detta gransvirde existerar. (Detta innebér speciellt att (C,0)-

summan &r den vanliga summan!)

Forklaringen till ndmnaren i definitionen av (C,k)-summa &r att for den
speciella serien 14+ 0+ 040+ ... ar S,(k) = (”HI:_I).

Berdkna (C,2)-summan till serien Z(—l)kilk.
k=1



Kapitel 5

L2-teori

5.1 Inre produktrum

I det hér avsnittet kommer vi att arbeta med komplexa vektorrum. Vi utgar
ifran att ldsaren dr bekant med reella vektorrum; i ett reellt vektorrum kan
man addera vektorerna och multiplicera dem med reella tal, och for de tva
rakneoperationerna géller ett antal naturliga rikneregler. Ett komplext vek-
torrum bestar av element som kan adderas och multipliceras med komplexa
tal. Eftersom ridknereglerna ér desamma som for ett reellt vektorrum bryr vi
oss inte om att skriva upp dem hér.

Alla reella vektorrumsbegrepp kan ocksa definieras for komplexa vektor-
rum; i deras definitioner erséitter man bara orden "reell skaldr” 6verallt med
”komplex skaldr”. Begreppen linjarkombination, linjart delrum, linjart holje,
linjart oberoende, bas och dimension &r saledes véldefinierade for komplexa
rum.

EXEMPEL 5.1.1 Det komplexa vektorrummet C™ bestar av alla n-tipler z =
(21, 29, ..., 2,) av komplexa tal. Addition i C™ &r forstas definierad som vanlig
addition av n-tipler, och multiplikation med ett komplext tal bestar i att
multiplicera varje tal i n-tipeln med ifragavarande komplexa tal. ]

Vektorrummet C" ar dndligtdimensionellt. I den har kursen kommer vi
emellertid huvudsakligen att studera vektorrum som bestar av funktioner
eller foljder, och dessa vektorrum &r oéndligtdimensionella.

EXEMPEL 5.1.2 Lat I vara ett delintervall av R. Mangden F(I) av alla
funktioner f : I — C, dvs. av alla komplexvirda funktioner som &r definie-
rade pa I, utgor ett komplext vektorrum. I detta rum definieras addition av
funktionerer och multiplikation av en funktion med ett komplext tal pa sed-
vanligt vis. Médngden C(I) av alla kontinuerliga komplexvérda funktioner pa

93
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I ar ocksa ett komplext vektorrum, och det ér ett linjart delrum av F(I). O

For att kunna studera konvergens av foljder av vektorer i ett vektorrum
behover man begreppet lingd (eller norm). Detta begrepp kan inte definieras
med hjélp av enbart vektorrumsaxiomen. Ett sétt att inféra normer &r att
gora det via inre produkter.

Definition En inre produkt eller skaldrprodukt pa ett komplext vektorrum
V' &r en komplexvird funktion (v, w) av de tva variablerna v,w € V med
foljande egenskaper:
(ir)
(i)
(i)
(iii)
Egenskap (iy) édr naturligtvis en omedelbar konsekvens av de bada egen-
skaperna (i;) och (ii). Egenskap (ii) medfor att inre produkten (v, v) &r reell

for alla v € V|, nagot som &r nédvindigt for att villkoret (iii) ska vara me-
ningsfullt.

Q101 + apvg, w) = aq (vy, W) + g (vg, W)

v, Wy + apws) = @1 (v, wy) + A (v, wa)

v, w) = (w,v)

v,v) > 0 med likhet om och endast om v = 0.

{
{
{
{

EXEMPEL 5.1.3 En naturlig inre produkt pa vektorrummet C" definieras

av
n

(z,w) = Z 2,W;.

i=1 O

EXEMPEL 5.1.4 Sétt for f, g € C([a,b])

b
(f.9) = / F()g(t)dt.

Detta gor (-, -) till en inre produkt pa C([a, b]). O

Definition Med ett inre produktrum menas ett komplext vektorrum V' for-
sett med en inre produkt (-, -).

I inre produktrum kan vi nu definiera en norm pa foéljande sétt.

Definition Normen ||v]| av ett element v i ett inre produktrum definieras

[o]l = v/ (v, ).

Definitionen &r mojlig pa grund av inre produktegenskapen (iii), som
garanterar att (v,v) > 0.
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EXEMPEL 5.1.5 De naturliga inre produkterna pa C" and Cla, b] atfoljs av
foljande normer:

e (ZH) ocn 511 = ( [ blf(t)Ith)%- .

Normen har nagra trevliga egenskaper; foljande tva foljer direkt av defi-
nitionen av norm och definitionen av inre produkt.

Sats 5.1.1 (i) |av| = |af||v]
(i) ||v|]| >0  med likhet om och endast om v = 0.

Bevis. (i) ||av]|? = (av, av) = aa (v,v) = |af? [|v]>.
(ii) ar bara en omformulering av inre produktegenskapen (iii). O

Normer i inre produktrum uppfyller ocksa en motsvarighet till triangelo-
likheten. For att bevisa denna behover man foljande olikhet.

Sats 5.1.2 (Cauchy-Schwarz olikhet) |(v,w)| < ||v]| [Jw]|.

Bewis. Olikheten &r trivialt sann om v = 0. Antag dérfor att v # 0 och sétt
f(A) = |2+ wl||?. Da dr f(A\) > 0 for alla A\ € C. Med hjilp av normens
definition och inre produktegenskaperna erhaller vi
FO) = Ow +w, v+ w) = A (v,v) + Mo, w) + Mw,v) + (w, w)
= [AP[lol? + Mo, w) + Mo, w) + [[w]]?
= [AP[lol* + 2Re (A\(v,w)) + [lw]* > 0.

Vilj nu speciellt A = \g = —(v,w)/||v||*. Detta resulterar i olikheten
fo) = ||lw|)* = [{v,w)]?/||v]|* > 0, som efter férenkling ger oss Cauchy—
Schwarz olikhet. O

Sats 5.1.3 (Triangelolikheten) For alla vektorer v och w i ett inre produkt-
rum gdller olikheten
[o 4wl <ol + flw].

Bevis. Cauchy—-Schwarz olikhet i kombination med den vanliga triangelolik-
heten for komplexa tal ger

lv+wl* = (v +w,v) + (v +w,w) < [(v+w,v)| +[{v+w,w)]
< lo 4wl vl + lv + wl| w] = [[o+ wl[ (o]l + lw]]).
Om |jv + w|| # 0, sa far man nu den sokta triangelolikheten genom att

dividera bada sidor av olikheten ovan med ||v + w||, och om ||v + w|| = 0 &r
triangelolikheten trivialt sann. ]
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Normen é&r forstas per definition entydigt bestdmd av den inre produk-
ten. Omvént dr den inre produkten bestdmd av normen, ty vi har féljande
resultat.

Sats 5.1.4 (v, w) = { (v +w|? +illv + iw|? — |lv — w|]* = i[jv — iw]|]?).

Bewvis. Utveckla hogerledet genom att anvénda definitionen av norm och
réknereglerna for inre produkt. O

Av foregaende sats foljer som korollarium att en normbevarande linjar
avbildning ocksa bevarar den inre produkten. Mer precist har vi

Sats 5.1.5 Antag att T: V — X ar en linjar avbildning mellan tva inre
produktrum V' och X, och lat k vara ett positivt reellt tal. Da dr foljande tva
villkor ekvivalenta:

(i) ||Tv||*> = k|lv||* for alla vektorer v € V.

(1)) (Tv,Tw) = k(v,w) for alla vektorer v, w € V.

Bevis. Genom att speciellt vilja w = v i (ii) ser vi att (ii) medfor (i). Antag
omvént att (i) géller for alla vektorer v. Med hjilp av sats 5.1.4 far vi da

(Tv, Tw) = (|| Tv + Tw|* +i|Tv + iTw|]* — |Tv — Tw||* — i|Tv — iTw]||?)
= 11T+ w)I* + T (v + iw)[* = [T(v — w)[|* = |7 (v — iw)]]*)
= L(k[jv + w|]* + ik|lv + iw]]* = k||v — w||* — ik[jv — iw|]?)

= k(v, w),
vilket visar att (ii) géller. O

5.2 12 och L?

I det héar avsnittet ska vi presentera tva viktiga odndligtdimensionella inre
produktrum.

Definition Lat A vara en godtycklig delméingd av Z. Mingden *(A) (vilket
uttalas lilla [-tva A) bestar av alla funktioner z: A — C som uppfyller

PEDI

Sats 5.2.1 Med den vanliga definitionen for funktioner av addition och mul-
tiplikation med komplexa tal, dvs.

(z4+w)(n) =z(n) +w(n) och (Az)(n) = Az(n), n e A,
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ar (*(A) dr ett komplext vektorrum. Rummet (*(A) dr vidare ett inre pro-
duktrum med foljande inre produkt:

(5.2.1) (z,w) = Zz(n)m

neA

2l = (312

neA

Motsvarande norm dar

Bevis. For att bevisa att (*(A) &r ett vektorrum riicker det att visa att
summan av tva funktioner i ¢2(A) ligger i ¢*(A), och att produkten av en
komplex skaldr och en funktion i ¢*(A) ligger i £2(A), ty det dr sedan mer
eller mindre uppenbart att samtliga 6vriga vektorrumsaxiom (som vi ju inte
specificerat ordentligt) &r uppfyllda.

Lat ddrfor 2 och w vara tva funktioner i £2(A), dvs. antag att de tva
positiva serierna Y, [2(n)[* och Y, _, |w(n)[* konvergerar.

Uppenbarligen konvergerar da serien ). _,|Az(n)* for varje komplext
tal \, sa funktionen Az tillhér ocksa £2(A).
Genom att kombinera den elementéra olikheten

(5.2.2) 2ab < a® + b,

som galler for alla reella tal, med triangelolikheten fér komplexa tal erhaller
vi olikheten

[2(n)[* + 2|2(n) |[w(n)] + [w(n)|?

[2(n) +w(n)* < (l2(n)] + [w(n)])* = |2(n
< 2(lz(m)” + [w(n)?).

Jamforelsekriteriet for positiva serier visar darfor att serien

> (l=(n) +w(n)?

neA

ir konvergent. Detta innebér att funktionen z + w tillhor £2(A).
For att se att (5.2.1) definierar en inre produkt behover vi forst visa att
serien konvergerar. Men pa grund av (5.2.2) géller

-1
2] < 5

och darfor ar serien absolutkonvergent enligt jamforelsekriteriet. Vi maste
ocksa visa att (5.2.1) uppfyller inre produktvillkoren (i)—(iii), men detta ar
en enkel verifikation. Exempelvis ar (z,z) = > _ 1 [2(n)[> > 0 med likhet om
och endast om alla z(n) = 0, dvs. om och endast om z = 0. O

o)+ gl
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Vi kommer i fortséittningen enbart att betrakta ¢*(A) for A = Z, och
A =7, och da skriver vi z, istéllet for z(n) och uppfattar funktionen z som
en komplexviird f6ljd (2,,)2, resp. (z,)nez. Rummet £*(Z) bestar med andra
ord av alla komplexvirda foljder (z,)nez som uppfyller >~ - ]z,|* < oo och
med inre produkten (z,w) =", 2,Wn,.

Definition Rummet L?*(T) bestar av alla (Lebesgue-métbara) 2r-periodiska
komplexvérda funktioner f med egenskapen

%/T\f(t)ﬁdt < .

Sats 5.2.2 L*(T) dr ett inre produktrum med féljande definition av den inre
produkten.:

(f.9) = %/Tf(t)ﬁ)dt.

Motsvarande norm ar

1= (57 [ 1o a) ™

Bevis. Genom att utnyttja olikheten |f(¢)+ g(t)[* < 2(|f(¢)]* +]g(t)[*) visar
man litt att L*(T) &r slutet under addition. Eftersom slutenheten under
multiplikation med skaldrer dr trivial, foljer det att L?*(T) dr ett komplext

vektorrum. Med hjélp av olikheten |f(¢)g(t)] < 5(|f(t)|* + |g(t)|?) visar man

sedan att integralen 5- [ |f(t)g(t)| dt ar &ndlig for alla L?-funktioner f och
g, dvs. integralen som definierar den inre produkten (f, g) existerar.

Samtliga inre produktegenskaper &r trivialt uppfyllda utom en, som vi
behover kommenterar ndrmare. Om

(1) = 5= [ 1#OFd =0

sa foljer det inte att f &r identiskt noll, ty integralen ar noll sa snart f &ar en
funktion som &r identiskt noll utanfor en nollméngd. Om t. ex. f(1/n) =1
for alla positiva heltal n och f(t) = 0 6verallt annars pa T, sa ar (f, f) = 0.
Den enda utvigen ur detta dilemma ar att anse att alla sadana funktioner
dr lika med nollelementet i L?(T). Detta innebér att vi maste definiera tva
funktioner f och g som samma element i L?(T) om de som funktioner bara
skiljer sig at pa en nollméangd. (Det korrekta séittet att gora detta pa, ar att
betrakta ekvivalensklasser av funktioner, men ldsaren av denna kurs behover
inte bekymra sig om sadana detaljer.) O
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Sats 5.2.3 Rummet L*(T) dr ett linjirt delrum till L'(T), och olikheten
11l < 1 f]l
géller for alla f € L*(T).

Bevis. Antag att f € L?(T), och tillimpa Cauchy—Schwarz olikhet pa de
bada funktionerna |f| and 1; detta ger

1
1fll = %/Tlf(t)\ Ldt = ([f, 1) < [[1FH2[l2 = 1 Fll2- 1= £z < oo,

vilket bevisar den angivna olikheten och att f € L'(T). O

Pa grund av sats 5.2.3 har varje L?(T)-funktion f fourierkoefficienter.
Fourierkoefficienten f(n) kan uppfattas som en inre produkt, ty

fo = o [ s an= o [ po@ma (g.em).

Vi kommer att anvinda oss av detta viktiga faktum i kommande avsnitt.

5.3 Ortogonalitet

Definition Tva vektorer v och w i ett inre produktrum kallas ortogonala
om (v,w) = 0. En vektor v kallas normerad om |jv|]| = 1. En méngd eller
foljd av vektorer kallas ortogonal om vektorerna i méngden eller féljden &r
parvis ortogonala, och méngden (eller f6ljden) kallas ortonormal eller enklare
ON om den &dr ortogonal och dessutom varje vektor i méngden (f6ljden) &r
normerad.

EXEMPEL 5.3.1 Féljden (e™),cz dr en ortonormal f5ljd i L?*(T), ty

<eint’eikt> 1 / oint =ikt gy _ i/ lln=R)t g _ 0, omk#n
T 27 Jr

T or T 1, omk=n.
[
EXEMPEL 5.3.2 Vi Overlater at ldsaren att verifiera att méangden
{cosnt; n > 0} U {sinnt; n > 1}
ir ett ortogonalt system i L*(T), och att [|1||y = 1 medan |[cosnt|l; =

|| sinnt|ls = /1/2. O
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Sats 5.3.1 (Pythagoras sats) Om A = {vy,va,...,v,} dr en ortogonal méangd
av vektorer, sa dr

lor + 02 + -+ oall* = o |* + flval® + -+ + floa]l”.

Bevis. Man visar satsen med induktion. I fallet n = 2 har vi pa grund av
ortogonalitet:

v 4 va||? = [Jua]]? + (v1, v2) + (v2,v1) + [Jva]|* = [Jua]]* + [Jva|*.

Antag nu att vi har bevisat vart pastaende for n — 1 vektorer (n > 3),
och betrakta méngden A av n parvis ortogonala vektorer. Eftersom

(01,0 4 -+ v) = (U, 02) -+ (U1, 00) =0+ +0 =0,

ar vektorn v; ortogonal mot summan vy + - - - + v,. Pa grund av induktions-
antagandet ar darfor

[+ o2+t oall* = Joal* + v+ val* = forl* + oal* +-- -+ [Joa] .
[l

Korollarium 5.3.2 Lat {ey,e,...,e,} vara en ON-mdngd och antag att

n
vV = E )\kek.
k=1
Da dar

n
oll* = (Al
k=1

Bews. Eftersom vektorerna Agep ér parvis ortogonala, ger Pythagoras sats

likheten
lwl> = el = Il
k=1 k=1 0

Lat W vara ett linjart delrum av V. Vektorn v € V' séges vara ortogonal
mot delrummet W om (v, w) = 0 for alla w € W.

Om W spénns upp av vektorerna wy,ws,...,w,, dvs. om W bestar av
alla linjarkombinationer av elementen wy, wo, ..., w,, sa ar v ortogonal mot
W om och endast om (v,wg) =0 for k=1, 2, ..., n.
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Sats 5.3.3 Lat W wara ett delrum av V' och antag att W spdanns upp av
ON-mdngden {ey,es,...,e,}. Definiera for varje v € V vektorn Py (v) i W
genom att sdtta

n

Pw(’U) = Z<U,€k>6k.

k=1
Da dr vektorn v — Py (v) ortogonal mot delrummet W .

Bewvis. For att bevisa pastaendet récker det att visa att (v — Py (v),e;) =0
for y=1,2,..., n. Men

(P (v),e) = O (v, exden,e5) = > (v, ex){ex, €5) = (v, ¢5),
k=1 k=1
och detta innebér forstas att (v — Py (v),e;) = 0. O

Figur 5.1.

Vi kan med andra ord skriva en godtycklig vektor v = Py (v)+(v— Py (v))
som en summa av en vektor i W och en vektor som &r ortogonal mot W.
Se figur 5.1. Detta dr motiveringen for att kalla vektorn Py (v) ortogonala
projektionen av v pa delrummet W. Vi Gverlater at ldsaren att bevisa att
denna uppdelning av v dr unik, dvs. att om v = v; 4+ vy dr en annan sadan
uppdelning av v som en summa av en vektor v; € W och en vektor vy som
ar ortogonal mot W, sa ér nodvandigtvis v, = Py (v).

Sats 5.3.3 ger upphov till en enkel algoritm, kdnd som Gram-Schmidts
metod, for att erhalla en ON-f6ljd av vektorer med utgangspunkt fran en
godtycklig foljd av linjart oberoende vektorer.

Sats 5.3.4 (Gram—Schmidts metod) Antag att (vg)52, dr en foljd av linjart
oberoende vektorer i ett inre produktrum V', och kalla for varje n det linjdira
delrum som spdnns upp av vektorerna vy, vs, ..., v, for W,. Definiera rekur-
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sivt tva nya vektorfoljder (f,)5, och (€,)2%, pa foljande sitt:
fi=wv, er=fi/|lfill

n

Sor = Uni1 = P, (0n41) = Ung1 — Z<Un+17 exyer,  nt1 = fasr/ || fasall

k=1
Da dr (e,)22, en ON-féljd, och det linjira holjet av vektorerna ey, ea,. .., e,
ar for varje n lika med W,.

Beuis. Beviset utnyttjar induktion. Vi antar att vektorerna ey, es, ..., e, ar
ortonormala och att de spanner upp W,,. Enligt sats 5.3.3 ar vektorn f,, 1 =
Un+1 — Pw, (Una1) ortogonal mot W,,, dvs. mot alla vektorerna eq, es, ..., €,,
och eftersom e, erhalls ur f,,.; genom normalisering, drar vi slutsatsen att
€1,€2,...,€,y1 utgdr ett ON-system. Sjalvklart kan varje linjarkombination

av vektorn f,.1; och vektorerna i W,, skrivas som en linjarkombination av
Uns1 och vektorerna i W,,, och omvént. Pa grund av induktionsantagandet
ar darfor det linjara holjet av vektorerna ey, es, ..., e,, fnr1 lika med Wi 4q.
Detta medfér naturligtvis att e, es, ..., e,41 spanner upp W, 1. Eftersom
startsteget n = 1 &r uppenbart, foljer nu satsen med hjalp av induktion. [J

EXEMPEL 5.3.3 Betrakta inre produktrummet C([—1, 1]) med inre produk-

ten
(o) = | st

Lat oss anvinda Gram—Schmidts metod och explicit beréikna de tre forsta
ortonormerade polynomen eg(t), e1(t) och es(t), som fas genom att ortogo-
nalisera polynomen (%)% . Algoritmen ger

1
pO=1 5= [ a2 wb =4

fi(t) = —(/175-%(115)%:75, ||f1||2=/t2dt 2 () = /it

-1

Sats 5.3.5 (Bessels olikhet) Lt (ex)n_, vara en dndlig eller oindlig ON-
mdngd 1V, och lat v vara en godtycklig vektor 1 V. Da dr

N
> o e < ol
k=1
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Beuvis. Om N ar ett dndligt tal, sdtter vi n = N, och om N &r oédndligt,
later vi n vara ett godtyckligt positivt heltal. Lat W beteckna det linjira
delrum som spanns upp av ON-méngden {ej, ey, ..., e,}, och betrakta den
ortogonala projektionen Py (v) av v pa W. Eftersom v = Py (v)+(v— Py (v))
ar en uppdelning av v som ett par av ortogonala vektorer, foljer det av
Pythagoras sats att

[0l = (| Pw ()II* + [l = P (o) = | B (0) [P = Y (v, en) .

I det éndliga fallet &r vi klara, och i det oédndliga fallet behéver vi nu bara
lata n — oo i olikheten ovan. ]

EXEMPEL 5.3.4 Genom att tillampa Bessels olikhet pa den odndliga ON-
foljden (e™),cz i L*(T) far vi foljande resultat:
For alla L?(T)-funktioner f giller olikheten
d_FmIE < If1E

neZ

I nasta avsnitt kommer vi att visa att olikhetstecknet kan ersattas med lik-
hetstecken. O

Den ortogonala projektionen har foljande intressanta approximations-
egenskap.

Sats 5.3.6 Lat W wara ett linjdart delrum som spinns upp av ON-mdngden
{e1,€2,...,e,}, och lat Py (v) vara den ortogonala projektionen av v pa W.
Da ar
e — min |jv — w].
lv = Pw (v)|} = min o —w|
Bevis. Lat w € W vara en godtycklig vektor, och betrakta uppdelningen
v—w=(v—Py))+ (Py(v) —w).

Den forsta delen ar ortogonal mot W, och den andra delen tillhér W. De ar
dérfor ortogonala mot varandra, sa det foljer av Pythagoras sats att

lv = wlf* = llo = Pw () [I* + [ Pw(v) = w]|* = [l = Pw(v)|

med likhet om och endast om || Py (v) — w||* = 0, dvs. om och endast om
w = Py (v). Darmed &r satsen bevisad. O
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Foljande korollarium &r forstas ett specialfall av sats 5.3.6; det fas ge-
nom att vilja V = L?*(T) och lata W vara det delrum som spénns upp av

exponentialfunktionerna (e*)n_ .

Korollarium 5.3.7 Lat f € L*(T). Bland alla trigonometriska polynom av
grad higst lika med n dr fouriersumman s,(f;t) = > p__, f(k)e* det tri-
gonometriska polynom som bést approzimerar f i L?*-mening, dvs.

n
1f = su(f3t)lla = min [|f = ) cpe™|]s.
alla cg,

k=—n

5.4 Fullstindighet

Lat A = {ey, eq,€3,...} vara en odndlig ON-méngd i ett inre produktrum V'
och sitt A, = {ey,eq,...,e,}. ON-delméngden A, spanner upp ett linjart
delrum W,,, och vi later som forut Py, (v) beteckna den ortogonala projek-
tionen av vektorn v pa delrummet W,. Vi har visat att bland alla vektorer
i W, ar Py, (v) den vektor som bést approximerar v. Genom att utnyttja
uppdelningen

v =Py, (v) + (v — Py, (v))

|?, vilket ocksa

och Pythagoras sats far vi ||[v — Py, (v)|* = [[v]|* — || Pw, (v)
kan skrivas som

n

(5.4.1) lo=> (v, enenl? = Joll* =D (v, en).

k=1

Ju storre talet n dr, desto béttre approximerar Py, (v) tydligen vektorn
v, men det finns i allménhet inga garantier for att ||v — Py, (v)|| — 0, da
n — 0o. Detta motiverar féljande definition.

Definition En ON-miéngd {eq, s, €3, ...} kallas fullstindig om det for varje
v €V giller att

n

Tim [lo— 3o, ex)es]) = 0.

k=1

I nésta sats ger vi en karakterisering av begreppet fullstdndighet.

Sats 5.4.1 Féljande tre egenskaper dr ekvivalenta for en odndlig ON-mdngd
{e1,eq,€3,...} 1 ett inre produktrum V :

(a) Mingden dr en fullstindig ON-mdngd.
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(b) |oll> = Z (v, er)|*  for allav € V.
k=1

(¢c) (v,w)="Y (v,ex)(w,er) for allav, weV.

k=1
Bevis. Att (a) och (b) &r ekvivalenta féljer omedelbart av ekvation (5.4.1).
For att visa att (b) och (c) &r ekvivalenta sétter vi

Tv = ((U,ek>)zozl.
Bessels olikhet ger

o0
Z| v, ep)? < ||lv]]* < oo,
k=1

dvs. foljden ((v,ek))zozl ligger i (*(Z,). Avbildningen T &r med andra ord
en avbildning fran V till 2(Z, ), och den #r uppenbarligen linjér. Enligt sats
5.1.5 &r [|[Tv|* = ||v|]? for alla v € V om och endast om (Tv, Tw) = (v, w)
for alla v, w € V, dvs. (b) géller om och endast om (c) géller. O

Om ON-méngden {eq, ey, €e3,...} ér fullstindig och (v,e) = 0 for alla
k, sa &r v = 0. Detta foljer omedelbart av egenskap (b) i satsen ovan. Det
ar alltsa omojligt att utvidga en fullstdindig ON-méngd till en stérre méangd
genom att addera flera vektorer.

Sats 5.4.2 ON-systemet (™), cz dr fullstindigt i L*(T).

Bevis. Lat forst g vara en godtycklig kontinuerlig funktion i L?(T). Pa grund
av Fejérs sats (sats 4.6.1) vet vi att Fejérmedelvirdena o, (g;t) konvergerar
likformigt mot g(t) pa T, dvs. givet € > 0 finns det ett tal N sa att

lon(g;t) —g(t)| <€

for alla n > N och alla t € T. Det foljer att

/2 1 1/2
lo = oulai e = (57 [ 1o —oulgioP )" < (5 [ @ar)” =
T Jr

for allan > N.

Antag dérefter att f #r en godtycklig funktion i L?(T), och 1at € > 0 vara
givet. Genom att resonera som i beviset for sats 2.2.1 kan man visa att det &r
mojligt att approximera f med en kontinuerlig funktion g sa att || f—g||2 < e.
Pa grund av den forsta delen av beviset ar

1f = on(g; )l = [1f = gll2 + llg = onlg;-)ll2 < 2e,
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om n ar tillrackligt stort. Genom att kombinera detta med korollarium 5.3.7
far vi

1f = su(fi M2 < Nf = onlgs )2 < 26
vilket bevisar satsen. O]

Anmidrkning. Genom att bilda real- och imaginirdelarna av e och sedan

normalisera erhaller man ett reellt fulltstéindigt ON-system i L?(T), nimligen
systemet bestaende av funktionerna 1, v/2 cosnt och V2 sinnt,n =1, 2, .. ..

Satserna 5.4.1 och 5.4.2 har féljande korollarium for L2-funktioner.

Sats 5.4.3 (Parsevals formler) Om f, g € L*(T) sa dr

Z|f(n)|2=%/T\f(t)|2dt och

nez

> fn)gn) = %/Tf(t)@dt.

neZ

Om man istéllet skriver fourierserien pa formen

1 oo
ft) ~ 500 + Z(an cosnt + b, sinnt),

n=1

sa far Parsevals forsta formel utseendet
1 2 = 2 2 1 / 2
- " b,|?) = = t)|° dt.
2’@0’ +n§:1(\a 1+ [bn[7) - T\f( )l

Sats 5.4.3 har en trevlig tolkning i termer av isometrier, dvs. normbeva-
rande linjéra avbildningar. Definiera for f € L*(T) féljden F(f) genom att
satta

A

F(f) = (f(n))nez.
Pa grund av sats 5.4.3 ligger foljden F(f) i rummet ¢%(Z) och

(5.4.2) IF(Dlez) = fllz2er)-

Vi har med andra ord definierat en avbildningen F: L*(T) — ¢*(Z), som
uppenbarligen &r linjar. Det foljer av (5.4.2) att avbildningen &r injektiv och
normbevarande. Genom att utnyttja egenskaper hos L*(T), som vi inte kan
forklara héar, ar det latt att visa att avbildningen ocksa &r bijektiv, dvs. en
isomorfism. Isomorfismer som bevarar normen kallas isometrier. Resultatet
kan tolkas pa foljande sétt:

Som inre produktrum dr det ingen skillnad pa L*(T) och (*(Z), utan de
kan betraktas som “samma” rum.
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EXEMPEL 5.4.1 Lat f € L*(T) vara funktionen som definieras som f(t) = ¢
for |t| < m. Funktionens fourierkoefficienter har vi beréknat i avsnitt 1.5, dar

vi fann att (1)
—1)" int
Fe)y~>° e,
n#0
Parsevals formel ger nu

1 A~ 9 9 1 T ) 7]'2
S =P == | fa=T
n#0 neZ -7

Det foljer att > 7, 1/n? = 72 /6, ett resultat som vi ocksa har erhallit tidigare
pa annat sitt. ]

Med hjélp av Parsevals formel kan man visa féljande resultat om integ-
ration av fourierserier.

Sats 5.4.4 Antag att f € L'(T) och f(0) = 0. Definiera

0= [ s

Da dr funktionen F kontinuerlig och 2m-periodisk med fourierkoefficienter

=19 arnzo, on B =2 [ i a
0

in 2T

Om dessutom f € L*(T), sd dr fourierserien till F absolutkonvergent, och

= Z F(n)e™

neZ
for alla t.

Anmirkning. Antagandet f(0) = 0 &r ingen allvarlig inskrénkning, ty om f
dr en godtycklig funktion kan vi forst subtrahera f(0) och sedan tillimpa
satsen pa differensen f — f(0).

Bewvis. F &r uppenbarligen kontinuerlig, och eftersom F(x + 27) — F(z) =
ff”ﬂ f(t)dt =2m f(0) = 0, & F periodisk med perioden 27. For att berdkna

fourierkoefficienterna F'(n) skriver vi forst integralen 5= [ F/(x) e dz som
en dubbelintegral och byter sedan integrationsordning pa foljande vis:

~ 1
F(n):%/rF(x) _lmdx—— / f(t) _lmdt dx

2 2 )
:% 0 1 /t e*lnﬂﬂdx> dt.
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Om n # 0 sa dr den inre integralen ft% e " dy = (e7™ — 1) /in, varfor

P = 5 [0 = = (o o) = E

2 n n

I fallet n = 0 far vi istéllet ftzw e " dy = 21 —t, och

1 2 . 1 2 1 2

or | TOCT—0) =2mf0) =5 | efde=—5- [ ef@)ar

F<O) - 2m

Antag nu att f € L*(T). DA ér fourierserien till F absolutkonvergent, ty
genom att tillimpa Cauchy—Schwarz olikhet (pa rummet £%(Z)) och Parsevals
formel far vi olikheten

> 17001 = 31 oliy < (3 1o () =1l T <o

n#0 n#0

Det foljer dérfor av sats 4.6.3 att fourierserien till F' konvergerar punktvis
mot F'(t) for alla ¢t € T. O

Korollarium 5.4.5 Antag att f € L*(T). Da dr
f ln lna
/ () a) ) oo ).
n#0

For en L?(T)-funktion f kan vi saledes beréikna integralen fab f(t) dt genom
att integrera fourierserien f ~ " _, f(n) e termvis.

Bevis. Om f(0) = 0, s foljer det av sats 5.4.4 att

/ f(t) dt = F(b) — F(a) — Z F(n>(einb ma Z
' n#0

neZ

mb ma)

vilket bevisar korollariet f6r sadana funktioner. Det allménna fallet f6ljer
sedan genom att man betraktar funktionen f — f(0). O

5.5 Ortogonala polynom

Lat I vara ett slutet intervall, begriansat eller obegriansat, och lat w vara en
reellvard, positiv, kontinuerlig funktion, som ar definierad 6verallt pa I utom
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mdjligen i intervallets eventuella dndpunkter. Med L?(I,w) menas méngden
av alla komplexvirda (Lebesgue-métbara) funktioner f pa I som uppfyller

/I|f(t)|2w(t) it < o,

L*(I,w) &r ett vektorrum om addition och multiplikation med skalirer de-
finieras pa vanligt sétt; beviset for detta dr analogt med beviset i avsnitt
2.2 for att L*(T) &r ett vektorrum. Vektorrummet L?(I,w) kallas ett viktat
L?-rum med viktfunktion w.

L*(I,w) &r ocksa ett inre produktrum med inre produkten

(f.g) = / F(Og@w(t) dr,

och motsvarande norm ar forstas

11 = ([ o),

som vi betecknar || f|r2(,») om vi behover specificera intervallet och vikt-
funktionen.

Om viktfunktionen w &r identiskt lika med 1 pa intervallet I, skriver man
LA(I) istéllet for L2(1,w).

Som férut anses tva funktioner f och g € L*(I,w) vara lika om f(t) = g(t)
overallt pa I utom pa en nollméngd.

Polynomen tillhér i allménhet inte rummet L2(I,w). For att detta ska
gilla maste

(5.5.1) /\t|”w(t) dt < oo for alla n > 0.
I

Detta villkor sétter restriktioner pa hur stor viktfunktionens w(t) kan vara
da ¢t ndrmar sig intervallets d&ndpunkter; w(t) kan inte vixa alltfor fort mot
oo vid en dndlig &ndpunkt och maste avtaga tillrackligt snabbt mot 0 vid en
oandlig andpunkt.

Antag nu att vi har en viktfunktion som uppfyller villkoret (5.5.1) sa
att monomen 1, ¢, t2, ¢3, .. tillhér L*(I,w). Genom att anvinda Gram-—
Schmidts algoritm pa f6ljden av monom far man en ortogonal f6ljd (¢, ())52,
av polynom, dir numreringen ar sadan att n ocksa ar lika med gradtalet hos
polynomet ¢,,(t).

For speciella val av intervall I och viktfunktion w(t) far man de klassiska
ortogonala polynomen. Vi kommer att betrakta fyra exempel:
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(a) Legendrepolynomen P,(t), som svarar mot vikten w(t) = 1 pa intervallet
I=[-1,1];

(b) Tjebysjovpolynomen T,,(t), som svarar mot vikten w(t) = (1 —2)71/2 pa
intervallet [ = [—1,1];

(¢) Laguerrepolynomen L, (t), som svarar mot vikten w(t) = e~* pa interval-
let I =0, 00];

(d) Hermitepolynomen H,(t), som svarar mot vikten w(t) = e~

vallet I = R.

Beteckningarna ovan anvédnds av tradition for att beteckna ortogonala
polynom med en standardnormalisering, som vanligtvis inte innebér att po-
lynomen &r ortonormerade. Samtliga ovanndmnda polynomklasser har stude-
rats utforligt déarfor att de spelar en viktig roll i approximationssammanhang
och i teorin for differentialekvationer. Vi kommer att lista nagra av deras vik-
tigaste egenskaper utan att ge nagra fullstdndiga bevis.

I approximationssammanhang &r det viktigt att veta att en given ortogo-
nal f6ljd &r fullsténdig. For ovanndmnda klassiska ortogonala polynom har
vi foljande positiva resultat.

2 o .
¥ pa inter-

Sats 5.5.1 Legendre-, Tjebysjov-, Laguerre- och Hermitepolynomen bildar
fullstindiga ortogonala system i sina respektive viktade L*-rum.

Anmdrkning. Man kan visa att om viktfunktionen w uppfyller villkoret

/e’“'tw(t) dt < oo for nagot r > 0,
I

och om (¢,(t))° ar en ortogonal foljd av polynom ¢,, sa ér systemet full-
stindigt i L*(I,w). Viktfunktionerna i vara fyra klassiska system uppfyller
uppenbarligen villkoret.

Bewvis. Nar I ar ett kompakt intervall, vilket ar fallet for Legendre- och Tje-
bysjovpolynomen, foljer pastaendet av Weierstrass approximationssats pa
foljande vis.

Givet f € L*(I,w) och ¢ > 0 approximerar man férst f med en kontinu-
erlig funktion g pa I som uppfyller villkoret ||f — g|| L2(1w) < €/2. Dérefter
viilljer man 7 > 0 sa att ([, w(t) dt) V2 €/2, vilket man sikert kan gora
eftersom integralen dr &ndlig (pa grund av villkoret (5.5.1) med n = 0).
Enligt Weierstrass approximationssats finns det ett polynom p(t) sa att
sup,er |g(t) — p(t)| < n. Det foljer att

o= pllozn = ([ o) = ploOPute) i) <o [widr) " <2
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Triangelolikheten ger

If = pllezaw < I1f = gllze@w + 19 = pllr2gw <€/2+€/2=¢

Eftersom varje polynom p &r en linjarkombination av de aktuella ortogonala
polynomen, foljer det nu av olikheten ovan att f kan approximeras godtyck-
ligt val av linjarkombinationer av sadana polynom. De bildar med andra ord
ett fullstiandigt system.

For icke-kompakta intervall 4r beviset mer sofistikerat, sa vi maste ute-
ldmna det. [

Inre produkten i L?(I,w) har uppenbarligen féljande egenskap
(5.5.2) (tf(t), g(t)) = (f(t),tg(t)),

och detta har till foljd att de ortogonala polynomen i L?*(I,w) #r bestimda
av en enkel rekursiv trestegsformel.

Sats 5.5.2 Lat w(t) vara en vikifunktion som uppfyller villkoret (5.5.1),
och lat (pn,(t))52, vara en godtycklig ortogonal féljd av polynom i L*(I,w),
indicerad sa att n dar lika med gradtalet hos ¢, (t). Da dr

(5.5.3)  @nr1(t) = ant ©u(t) + bpon(t) + cnn_1(t), n=0,1,2 ...,

dir ¢_1(t) =0, a, dr kvoten mellan den ledande koefficienten i @,11(t) och
den ledande koefficienten i o, (t),

_an(t @n(t), en(t))
len (@)%,
_ ale®l?
an—1||<pn—1(t)||2

b, = form>0, cg=0 och

forn > 1.

Bewvis. Definitionen av koefficienten a,, medfor att differensen

V() = Pni1(t) — antion(t)

ar ett polynom med gradtal < n, och det kan dérfor skrivas som en linjér-
kombination av polynomen ¢, (), ¢,_1(t) och nagot polynom x(t) av grad
< n — 2. For lampliga koefficienter b,, och ¢, har vi alltsa

Y(t) = bupn(t) + catpn1(t) + x (1)

(For n = 0 géller ovanstaende med ¢y = 0 och x(¢) =0.)
Eftersom varje polynom ¢ (t) har gradtal k, verensstdmmer det linjara
holjet av de n stycken polynomen ¢q(t), @1(t), ..., @n_1(t) med delrummet
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Pn_1, som bestar av alla polynom av grad mindre &n eller lika med n — 1.
Det foljer att polynomet ¢, (t) dr ortogonalt mot P,_;. Identiteten (5.5.2)
medfor darfor att

<t§0n<t)7 @k(t)> - <§0n<t)7 t@k(t» =0 for alla £ <n — 2,

ty tor(t) ar ett polynom av grad k + 1 < n — 1. Det foljer att

(x(8), (1)) = (©(t), 0k(t)) = (Pns1, 0x(t)) — anlton(t), r(t)) =0 —0=10

for alla k < n—2. Polynomet x(t) maste darfor vara ortogonalt mot sig sjélvt,
eftersom det &r en linjairkombination av polynomen ¢q(t), ..., @,_o(t). Det
foljer att x(t) = 0, vilket bevisar rekursionsformeln (5.5.3).

Genom att i (5.5.3) bilda inre produkten med ¢, (¢) erhaller man formeln
for b,. For att fa formeln for ¢,, n > 1, bildar man foérst inre produkten med
¢©n—1 och anvinder sedan (5.5.2) och rekursionsformeln med n ersatt av n—1.
Detta resulterar i

Callon-1(OII* = —=anlten(t), on-1(t)) = —an(pn(t), ton-1(t))

= —anfen®) — (alt) = Brospua(®) = corna(®)
=~ llen()I .

Legendrepolynomen

Legendrepolynomen P, (t) &r normaliserade av villkoret P,(1) = 1. De fyra
forsta polynomen &r

1 1
Pty =1, Pi(t)=t, Pyt)= 5(3t2 —1), P(t) = 5(5t3 — 3t).
Man kan visa att de satisfierar rekursionsformeln
(n+1)P1(t) = 2n+ 1)tP,(t) — nP,_1(t),

och att de ges som derivator av Rodriguesformeln!

1 d

P,(t) = — (- 1)
®) 2nn! dt”( )
Legendrepolynomen &r inte ortonormerade; istéllet géller
2
1Pall* = :
2n+1

'En Rodriguesformel #r en formel som producerar en serie av funktioner genom upp-
repad derivering av andra funktioner.
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Tjebysjovpolynomen
Tjebysjovpolynomen T),(t) &r normaliserade av villkoret 7},(1) = 1 och satis-
fierar rekursionsformeln

De forsta polynomen i foljden dr Ty(t) = 1, T1(t) = ¢, To(t) = 2t* — 1.

Tjebysjovpolynomen ges explicit av formeln
T, (t) = cos(n arccost).

Polynomen ér inte ortonormerade, ty || Ty||* = 7 och ||T,||? = m/2 for n > 1.

FLILY

-0154

-1.0

Figur 5.2. Tjebychovpolynomet T1¢(t).

Laguerrepolynomen

Laguerrepolynomen L, (t) dr normaliserade av villkoret L,,(0) = 1 och satis-
fierar rekursionsformeln

(n+1)Lpy1(t) = (2n+1— )L,y (t) — nLy_1(t).

De allra forsta dr Lo(t) = 1, L1(t) =1 —t och Lo(t) = 1 — 2t + t2/2.
Laguerrepolynomen kan uttryckas som derivator med hjéilp av Rodrigues-

formeln ‘g
e mn

L,(t) = = —(t"e™).

(t) = 7 o (t"e™)

Laguerrepolynomen bildar ett ortonormalt system eftersom ||L,[|* = 1
for alla n.

Hermitepolynomen

Hermitepolynomen H,, () satisfierar rekursionsformeln

Hyir(t) = 2¢H,(t) — 2nH,_1 (t).
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De forsta polynomen ér Hy(t) = 1, Hy(t) = 2t, Ho(t) = 4t> — 2. Polynomen
ar inte ortonormerade utan

|l = 2/,

Hermitepolynomen ges ocksa av Rodriguesformeln

o 2 d?

Hy(t) = (—1)"e" (e™).

Ovningsuppgifter till kapitel 5

5.1

5.2

9.3

0.4

2.5

Utnyttja fourierserierna till funktionerna i 6vningarna 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 resp.
4.12 for att berdkna foljande summor

o0

1 1 1
2) n; (4n? — 1) b) ;nﬂx ) nz:: (2n + 1)2
> 1 > 1
VZEer ) 2 e (fP

Bestam fourierserien till funktionen
cost, O0<t<m
f(t) =
—cost, —m<t<0
2

> n
och berdkna summan S = E T RCREERVR
— (4n* — 1)

Bestdm en ortogonal f6ljd av polynom av grad < 2 med avseende pa vikten
|t| pa intervallet [—1, 1], dvs. med avseende pa den inre produkten

1
(f.9) = / OO 1] dr,

samt bestdm déarefter det polynom av grad hogst lika med 2 som bést app-
roximerar funktionen f(t) = |¢| med avseende pa motsvarande viktade L2-
norm.

Bestam det polynom p(t) av grad < 2 som minimerar integralen

1
/ e — p(t) 2 dt.

-1

1
Berdkna minimum av / et — p(t)|? dt taget Gver alla polynom p(t) av grad

< 1 och bestdm ocksa det minimerande polynomet.
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5.6

0.7

5.8

5.9

5.10

Bestam ortogonala polynom av grad 0, 1 och 2 med avseende pa den inre

produkten
/ f®)gt)(1 —t?)dt.

Bestdam ocksa bland alla polynom p(t) av hogst grad 2 det polynom som
minimerar uttrycket

1
/ (It — () (1 — 2) dt.

-1

Bestdm en ortogonal f6ljd av polynom av grad < 2 med avseende pa vikten
|t| pa intervallet [—1, 1], dvs. med avseende pa inre produkten

/f MONIIES

samt bestdm dérefter det polynom av grad hogst lika med 2 som bést app-
roximerar funktionen f(¢) = 4/|t| med avseende pa motsvarande viktade
L?-norm.

Bevisa att Legendrepolynomen P (t) ges av formeln

P,(t) = D”(t2 Il

2]
genom att visa att om polynomen P, definieras pa detta sétt, sa &r foleen
(P (t))5° ortogonal med avseende pa skalédrprodukten (f, g) f f(t)

och P,(1) = 1. Bevisa vidare att || P,(t)||> = 2/(2n + 1).

[Ledning: Berikna 27m! 2"n!(Py (1), P, (1)) = [1, D™(1>=1)™ D™(t2—1)" dt
genom att integrera partiellt m ganger och vid varje integration flytta en
derivering fran P,,(t) till P,(¢). Den utintegrerade delen dr varje gang lika
med 0 beroende pa att +1 #r nollstéllen av multiplicitet m till (t2—1)™. Man
far darfor 27m! 270! (P (), Pu(t)) = [, (1 —3)™ D" (¢> —1)" dt. Termen
D™ (2 — 1)" &r lika med 0 om m > n, och lika med (2n)! om m = n.]

Visa att Legendrepolynomen satisfierar rekursionsformeln
(n4+1)Ppti(t) = 2n + 1)tPy(t) — nPy_1(t).

[Ledning: Anvénd sats 5.5.2 och bestdm koefficienterna a,, b, och ¢, ge-
nom att betrakta koefficienterna fér termerna av grad n 4+ 1, n ochn — 11
polynomen P, 11, P, och P,_1.]

Tjebysjovpolynomen T}, (t) &r ortogonala med avseende pa vikten (1—¢2)~1/2
pa intervallet [—1, 1] och normaliserade av villkoret att T,,(1) = 1.

a) Visa att T),(t) = cos(narccost).
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b) Visa att ||Ty||? = 7 och att ||T},||? = 7/2 for n > 1.
c¢) Visa rekursionsformeln T, 11(t) = 2tT,,(t) — T,—1(t), n > 1.

[Ledning: Genom att utnyttja att cosnr = Ree™® = Re(cosz + isinz)”
och binomialsatsen ser man att cosnx kan skrivas som ett polynom i cosx
av grad n, ndrmare bestamt som

[n/2] [n/2]
_ n—2k o _ n _ on—1
CoOSNT = ,;0 Ay, cos x, dir Ag= kgo <2k) = 2",

Det foljer att cos(n arccost) for n > 1 &r ett polynom i t av grad n med ledan-
de koefficient 2”1, och att polynomet #r udda om n #r udda och jaimnt om
n dr jimnt. Att polynomen uppfyller de dénskade ortogonalitetsrelationerna
foljer enkelt ur den inre produktens definition med hjélp av variabelsubsti-
tutionen t = cos z. Rekursionsformeln foljer sedan med hjélp av sats 5.5.2.]



Kapitel 6

Diskreta fouriertransformen

6.1 Cykliska gruppen Zy

Vektorrummet C™ av alla n-tipler (zy, 29, ..., 2,) kan identifieras med vek-
torrummet av alla funktioner z: {1,2,...,n} — C. Vilken indexméngd som
anvands ar forstas ovasentligt sa ldnge som den innehaller n stycken element;
vi kan ersédtta {1,2,...,n} med vilken annan mingd som helst med n stycken
element.

Genom att forse indexméngden med en s. k. gruppstruktur kan man kon-
struera baser for vektorrummet C™ med speciella egenskaper. I det hér ka-
pitlet skall vi studera fourierbasen och den dédrmed associerade diskreta fou-
riertransformen. Andra exempel pa sadana baser ar de s. k. waveletbaserna,
som numera utgér oumbérliga verktyg inom signal- och bildbehandling.

For att forenkla framtida beteckningar kommer vi fran och med nu att
byta index n mot N samt overga till att anvéinda {0,1,2,..., N — 1} som
indexmiingd for CV. Vi indicerar med andra ord elementen i CV sa hér:

zZ = (20,21, . ,ZNfl).

En gruppoperation ar en slags addition och som gruppoperation pa index-
méngden kommer vi att anvinda addition modulo N.

Definition Med Zy menas méingden {0,1,2,..., N — 1} forsedd med fol-
jande addition m + n for m, n € Zy:

m-+n omm+n<N-—-1
m+n=
m+n—N omm-+n>N.

Plustecknet + forekommer hér i tva betydelser; i vansterledet star det for den
definierade additionen, och pa alla stéllen i hogerledet efter klammern har

117
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det sin vanliga betydelse av addition av naturliga tal. Jag hoppas att ldsaren
har overseende med detta missbruk av symboler, som &ven i fortsdttningen
kommer att aterkomma da och da. Den precisa betydelsen framgar emellertid
alltid av sammanhanget.

Den inforda additionen brukar kallas addition modulo N. 1 Zs ar exem-
pelvis 1+1=214+2=24+1=00ch2+2=1.
Varje element n i Zy har en additiv invers —n; den definieras av att

0 omn=2~0
_n:
N—-—n om0O<n<N-—-1.

(Ocksa minustecknet anvénds forstas hér i tva betydelser!)
Sats 6.1.1 Zy dr en kommutativ grupp, dvs. for alla k, m, n € Zy dar

m+n=n-+m
kE+(m+n)=(k+m)+n
n+0=n
n+(—n)=0

Bewvis. Enkel verifikation. O

Rummet (*(Zy)

Vektorrummet CV identifieras i fortsidttningen med vektorrummet av alla
funktioner f: Zy — C. Genom att forse C med den vanliga inre produkten

gy =3 F)gm)

far vi ett inre produktrum, som betecknas ¢*(Zy). Motsvarande norm be-
tecknas || - [|2, dvs.

B = {7 =3 )P

Rummet ¢*(Zy) dr N-dimensionellt. Funktionerna eg, ey, ..., ey_1, som

definieras av att
1 omn=k%k
er(n) =

0 for ovrigt,
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bildar en ON-bas, som vi kallar standardbasen i (*(Zy).

Det ar lampligt att uppfatta index k i e som ett element i Zy. For N =5
ar exempelvis eqo3 = €y och e3 3 = e;.

Rummet ¢?(Zy) kan ocksa uppfattas som rummet av alla N-periodiska
funktioner definierade pa hela Z. Varje funktion f € ¢*(Zy) kan nimligen
pa ett unikt sédtt utvidgas till en N-periodisk funktion F': Z — C, sa att
F(n)= f(n) forn=0,1, ..., N — 1. Det dr bara att definiera

F(n+kN)=f(n) for0<n <N —1ochkeZ.

Translationsoperatorerna R;

Definition For f € (?(Zy) och k € Zy definierar vi funktionen Ry f genom
att satta

Ry f(n) = f(n—k).
Vi kallar Ry f for ett translat av f och avbildningarna Ry,: (*(Zy) — (*(Zy)
for translationer eller translationsoperatorer.

Translationsoperatorerna &r uppenbarligen linjdra operatorer. Observera
att Ry = I, den identiska avbildningen, och att RyR,, = Ry, for alla k,
m € Zy. Vidare giller for potenser av Ry att R¥ = Ry, for k = 0, 1, ...,
N — 1, medan RY = Ry = I.

Operatorerna Ry kallas translationer dérfor att de translaterar eller skju-
ter funktionsvardena k steg at hoger cykliskt. Exempelvis ar

(Rif(0), Rif(1), Rif(2),...,Rif(N —1))
= (f(N =1), f(0), f(1), ..., (N = 2)).

EXEMPEL 6.1.1 For standardbasvektorerna i £%(Zy) giller att Rpeq = ey,
och mer generellt att Rye, = e,%. O

Summor

For funktioner f € (?(Zy) kommer vi ofta att ha anledning att betrakta

summor av typen
> fn),

neZy

dar vi summerar over alla funktionsviardena f(n), n=0,1, ..., N — 1.
Vi kan forstas uppfatta summationen ZzN som en avbildning, som till
varje funktion f € ¢*(Zy) tillordnar ett komplext tal. Det som dr visentligt
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for denna avbildning, och som vi kommer att utnytta om och om igen, ar att
den ar linjdr, dvs.

> (@f () + Bg(m) =a 37 f(n) +5 3 aln)
TLGZN TLGZN TLEZN
och translationsinvariant, dvs.
Y Ref(n) =Y f(n)
neZy neZy

for alla k € Zy. Den sista likheten ar forstas bara ett sétt att uttrycka att

N—

=

fln=Fk)= ) [n),

=0 n

S
Il
o

nagot som &r fullstdndigt sjdlvklart eftersom vi i bada fallen summerar samt-
liga N funktionsvarden f(0), f(1), ..., f(N —1).

6.2 Karaktirerna till gruppen Zy

Definition En funktion x: Zy — {z € C | |z| = 1} kallas en karaktdr till
gruppen Zy om

(6.2.1) x(m +n) =x(m) - x(n)
for alla m, n € Zy.
Egenskapen (6.2.1) kallas multiplikativitet.
Sats 6.2.1 Karaktirerna dr funktioner i (?(Zy) med foljande egenskaper:
(i) \(0) =
(i) x(=n) =X(n)
(ii) x(n) = x(1)"
(iv) XY =1

Bevis. (i) Av likheten x(0) = x(0+4 0) = x(0)? foljer att x(0) = 1, eftersom
x(0) # 0.

(ii) Pa grund av (i) och multiplikativiteten &r

1=x(0) = x(n —n) = x(n) - x(=n).
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Eftersom |x(n)| = 1 foljer det nu att
xX(—n) = 1/x(n) = x(n)/|x(n)|* = x(n).

(iii) bevisas med induktion, dér induktionssteget ar x(m) = x(m — 1) - x(1).
(iv) Pa grund av (i), multiplikativitet och (iii) ar

L= x(0) = x(N = 1)x(1) = x()" " - x(1) = x(1)". O

Vi kan nu bestdmma samtliga karaktérer till Zy.

Sats 6.2.2 Det finns N karaktdirer xo, X1, ---, Xn—1 till Zn och de har
formen ‘

Xk(n) _ e?mkn/N'
Det gdller vidare att
(i) Xo(n) =1 for allan € Zy,
(ii) Xe(n)  Xm(n) = Xpem(n) for alla k, m, n € Zy
(iii) X—k(n) = xg(n) forallak, n€Zy.
Bewvis. Lat y vara en karaktir och sitt ¢ = x(1). Enligt (iv) i sats 6.2.1 &r
¢V =1, dvs. ¢ &r en rot till ekvationen 2™ = 1. Det foljer att ¢ = e2™*/N for
nagot tal k =0, 1, ..., N — 1. Enligt sats 6.2.1 (iii) &r vidare y(n) = ¢" =
e27rikn/N‘

Omvént, for varje k € Zy far vi en karaktir y, genom att definiera

Xk(n) _ eQwikn/N‘
Det foljer att karaktdrerna ar N till antalet, att de har den form som anges
i satsen, och att (i), (ii) och (iii) géller. O

Anmdrkning. Antag att y och n &r tva karaktérer. Att produkten xn och
funktionen ¥ (= 1/y) ar karaktérer foljer direkt ur karaktarsdefinitionen. Li-
kasa &ar forstas den konstanta funktionen 1: n +— 1 en karaktér. Detta innebér
att méngden av karaktérer bildar en kommutativ grupp under multiplikation.
Sats 6.2.2 visar att vi kan uppfatta denna grupp av karaktéirer som identisk
(isomorf) med Zy via avbildningen k — xy.

Egenskap (ii) i sats 6.2.2 innebér vidare att for varje fixt n dr avbildningen

ZN—)C, kl—>Xk(n)

en karaktdr pa Zy, och det explicita uttryck for karaktédren som vi hérlett
visar att

Xk(n) = xn(K)-
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Lemma 6.2.3 For karaktirerna xy. till Zy gdller att

Z (n) = N omk=0,
Xk 0 oml<k<N-—1.

neZy

Ett elegant sitt att uttrycka denna relation &r att skriva

> xu(n) = Neg(k).

neZyn

Bevis. For fixt k bildar talen y,(n) = e*™*"/~ en geometrisk féljd, varfor det
ar latt att verfiera resultatet genom att anvédnda formeln fér summan av en
geometrisk foljd. Lat oss emellertid visa att resultatet dr en konsekvens av
karaktérsdefinitionen och av att operationen summation ar translationsinva-
riant.

For k=0 &r xo(n) = 1 for alla n, och det foljer forstas att

ZXO(”):ilzN

neZy

Antag darfor att k # 0. Vi har

Rixx(n) = xx(n — 1) = xx(n)xx(=1) = xx(1)xx(n),
eller kortare uttryck: Ryxx = xx(1)xx. Genom att utnyttja translationsinva-
rians far vi darfor
> xkm) =Y Rixe(n) = > xu(Mxe(n) = xu(1) D xe(n).
nGZN TLGZN TLEZN nEZN

Av likheten mellan ytterleden foljer det nu, eftersom xj(1) = e™2mF/N £ 1
att summan ), xx(n) = 0. O

Sats 6.2.4 Karaktirerna xo, X1, --., Xn—1 bildar en ortogonal bas for rum-
met (*(Zy). Mera precist dr

( )= N omk=m,
Ak X/ = 0 omk#m.

Bewvis. Definitionen av inre produkt ger
Ok Xm) = D xk(mxm(m) = D xe()x-m(n) = Y xnm(n).
neZn neZy neZyn

Satsen foljer darfor av foregaende lemma. O]

Av sats 6.2.4 foljer speciellt att ||xx||2 = VN for alla k. Genom att divi-
dera alla karaktirerna med /N far vi saledes en ON-bas.
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6.3 Den diskreta fouriertransformen

Eftersom karaktérerna xg, X1, ---, Xn—1 bildar en ortogonal bas for £*(Zy)
har varje funktion f € (*(Zy) en utveckling av typen

N-1
(6.3.1) f= Z A X -
n=0

Koordinaterna a,, i denna utveckling kan uttryckas med hjélp av inre pro-
dukter; ndrmare bestamt ar

(f,Xn) = anllxall3:
Eftersom ||x,||2 = N, blir
1
an = N<f’ Xn>-
Detta &r motivet bakom féljande definition.

Definition For f € (?(Zy) och n € Zy sitter vi

=2

(6.3.2) F) = (f.xn) =Y flk) f (k) e 2mink/N,

k€Zn 0

=
Il

Dérigenom definieras en funktion f pa Zy, som kallas for (den diskreta)
fouriertransformen av f. Vi anvander ocksa ordet fouriertransform som namn
pa den avbildning F: ¢*(Zy) — (*(Zy) som definieras av att

Ff=/.
Definitionen av f(n) innebér att ekvation (6.3.1) nu kan skrivas
1 .
(6.3.3) f== 2 ftnx
neZn

Eftersom x,, (k) = xx(n), kan vi vidare skriva definitionen av f (n) pa formen
= > f)xen) =D fk)x—k(n
k€EZ N k€ZN
vilket innebér att
(6:3.4) Ff=f=)_ fk)xs
k}GZN

Detta uttrycker F f som en linjarkombination av karaktirerna, och féljande
sats ar nu en omedelbar konsekvens av detta.
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Sats 6.3.1 Fouriertransformen F: (*(Zy) — (*(Zy) dr en linjir inverter-
bar operator.

Beuwis. Lineariteten, dvs.
Flaf+Bg) =aFf+BFg

foljer forstas av att summation ar en linjér operation. Av formel (6.3.4) foljer
vidare att F(ex) = x_g, sa fouriertransformering avbildar funktionerna i
en bas, ndmligen standardbasen, bijektivt pa funktionerna i en annan bas,
namligen karaktérerna (i omvénd ordning), och en linjar operator med denna
egenskap ar inverterbar. O]

For att beskriva inversen till fouriertransformering infor vi nu féljande
foljeslagare till F.

Definition Den linjira operatorn F: (*(Zy) — (*(Zy) definieras av att

Ff=v 3 fbx

k€Z N

Sats 6.3.2 (Inversionssatsen) Operatorn F dr invers till F, dvs.

Fl=F
Vi kallar dirfor F for den inversa fouriertransformen pa (*(Zy).
Bewvis. Med hjilp av definitionen av F och formel (6.3.3) fas
. LA 1 N
FFH=Fh) =5 sz foxa = f.
neZn

vilket innebér att FF = I, identitetsoperatorn. Operatorn F #r saledes
invers till fouriertransformen F. 0

Hér foljer ytterligare notation som forenklar skrivandet av en del formler.

Definition For f € (2(Zy) definierar vi funktionerna f och f genom att
satta

f(n)=f(=n) och  f(n)=f(-n)

for allan € Zy.

Sats 6.3.3 F(f) = +F(f) och F(f)=F(f).
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Beuis. Notera att x, = x_, varfor
Ff=~ S == 3 ks == S ks = =F(f)
N Xk—N X—k—N X—k—N )
k€Zn k€Zn k€eZyn

vilket visar den forsta relationen i satsen. Den andra féljer av rdkningen

F(hy=> Fkx—r= > f=kxu=Y_ flk)x— = F(f).

kE€Z N k€EZn keZy ]

EXEMPEL 6.3.1 Som redan noterats i beviset {or sats 6.3.1 ar

Fler) = X—k = Xa-
Med hjalp av sats 6.3.3 fas darfor

. . 1 . 1
e, = FFe,=F(xx) = N}—(f@ = N]:(Xk)-
Saledes ar
F(xx) = Ney. O

Till varje linjar operator pa ett dndligtdimensionellt rum med given bas
hor en unik matris — fouriertransformens matris med avseende pa standard-
basen ges av foljande sats.

Sats 6.3.4 Med avseende pa standardbasen for (*(Zy) har fouriertransfor-
men F matrisen

1 1 1 1 1 }
2 3 N-1
1 wy Wi Wy w(N |
2 4 6 2(N—-1
. 1 wy Wy Wy ]\z |
= | = 3 6 9 3(N—-1
Wy = [08pcppen—s = [T W Wy Wiy N )
N—1  2(N-1)  3(N-1) (N=1)(N—1)
1wy wy Wy S Wy i
dir wy = e 2m/N

Observera att matrisen Wy ar symmetrisk.

—2wink /N

Beuvis. Eftersom x,(k) = e = W kan definitionen av f(n) skrivas

pa formen

=

f(n) =) wif(k).

0

i
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Om vi nu uppfattar

£(0) £(0)
I f<51> o o f(:1)
J(N—1) f(N—=1)

som kolonnmatriser, &r med andra ord f (n) lika med produkten av den n:te
raden i matrisen Wy och kolonnmatrisen f. Detta innebér att kolonnmatrisen
f ar lika med produkten av matriserna Wy och f.

Fouriertransformen kan saledes berdknas som matrisprodukten

f:WNfa

och detta betyder Wy &r matrisen till operatorn F med avseende pa stan-
dardbasen i (?(Zy). O

Matrisen Wy ar inverterbar, beroende pa att operatorn F &r inverterbar,
och inversen W' dr matris till den inversa operatorn F~! (= F). Nu ér

-1

Fin) = % 3 FE)u(n) = — 3 G F(R)

Ly

N
k=0

och hirav foljer att operatorn F har matrisen

1 —

1 —
N Wy = N [WNk]ogn,ng—r
Foljaktligen &r
1 —
W]gl - NWN
EXEMPEL 6.3.2 Matriserna Wy har fér N = 2, 3 och 4 féljande utseenden:
- Lo R
_ —1-iv3  —1+iV3 o -1 — 1
We [1 —1}’ Wa= |1 =3 oyl L I T T
1 71+1\/§ 7171\/5 A .
2 2 1 i -1 —i

]

EXEMPEL 6.3.3 Fouriertransformen till funktionen f = (1,2, 3,4) € (*(Zy)
ges av matrisprodukten

1 1 1 11 10

1 —i -1 il |2 —2 492
W4f—1—1 1 —1| |3 )

1 i -1 —il |4 29
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med slutsatsen att f = (10, =2 + 2i, =2, =2 — 2i).
Den inversa fouriertransformen F f till f erhalls som resultat av matris-
multiplikationen

1 1 1 1 10 1
1 ;11 i =1 —i| [-2+2i 2
rRACE A I S I -2 | 3]
1 —-i =1 i| |—-2-2i 4
vilket verifierar inversionssatsen enligt vilken F f =f. [

Vi fortsédtter nu med tva rdkneregler som visar hur fouriertransformen
andras da en funktion translateras och multipliceras med karaktérer.

Sats 6.3.5 Antag att f € (*(Zy) och m € Zy. Da ir

(i) F(Bnf) =XmF [
(i) F(xmf) = Bn(Ff)

Beuwis. (1) féljer av foljande réikning:

= > Ruf(k)xa(k) = Y fk—=m)xa(k —m) xu(m)

keZN k:EZN
keZN
= (1) 3 FUNX(R) = (1) () = (X, FF) ().

Beviset bygger som synes pa att karaktdren &r multiplikativ och att summan
ar translationsinvariant.

(i) foljer av f(jljande kalkyl:

me Z J(B)xm(k n(k) = Z J(B)Xn—m(k)

kEZN k€EZ N
= f(n—m) = Ry f(n). [

Vi avslutar det hér avsnittet med tva mycket viktiga identiteter som foljer
ur (6.3.3) och det faktum att fourierbasen &r ortogonal.

Sats 6.3.6 For f och g € (*(Zy) giller féljande Parsevalrelationer:
1

Q) (F.0) = f.0) = 5 32 Fon) 3]
(i) 1713 = 17 = % 3 1P
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Bevis. Av (6.3.3) och motsvarande formel for g far vi

(F.) =3z O T am bali =5 S Fm) 300,

neZyn ISV AN

eftersom ||x,||3 = N. Detta bevisar (i), och (ii) #r forstas ett specialfall av
(). O

EXEMPEL 6.3.4 I exempel 6.3.3 berdknade vi fouriertransformen till f6ljden
f=1(1,2,3,4) € *(Z4) och fann att f = (10, —2+2i, —2, —2 —2i). For dessa
tva foljder ar

IfI12 =12 +22+32+4% =30
och
1F13 =107 + | — 2+ 2i* + | — 2]* + | — 2 — 2i[* = 120,

sa || f]|I> = || fI?, vilket verifierar Parsevals relation. O

6.4 Tidsrummet och frekvensrummet

Vi gor ett uppehall i utvecklingen av den matematiska teorin for att ge en
konkret tolkning av rummet ¢?(Zy), karaktirerna och fouriertransformen.

Om man samplar en signal i N tidspunkter far man en f6ljd av tal som
kan uppfattas som en funktion f i ¢*(Zy). Av den anledningen talar man
ofta om Zy som tidsrummet och f som en funktion pa tidsrummet.

Parametern k i karaktiren yi(n) = e/ kan pa motsvarande sitt
tolkas som en frekvens. Da n genomléper en period fran 0 till N kommer
punkterna x;(n) pa enhetscirkeln att beskriva precis 1 varv, medan punkter-
na ya(n) genomloper 2 varv av enhetscirkeln, osv. Frekvensen k, dvs. antalet
genomlopta varv, okar da k okar. Detta kan emellertid inte gélla for alla k
upp till & = N, ty xn(n) = xo(n) = 1 for alla n. Eftersom xy_r(n) =
X—&(n) = xx(n), kommer exempelvis punkterna yn_1(n) = x1(n) = e~ 2m/N
att genomlopa enhetscirkeln 1 varv baklinges da n gar fran 0 till N. De
hogsta frekvenserna i frekvensrummet {0,1,2,..., N — 1} &r de som befinner
sig mitt pa skalan, dvs. kring & = [N/2], medan de ligsta ar de som befinner
sig 1 borjan och slutet av frekvensomradet.

For fouriertransformen f av en funktion f € (*(Zy) giller per definition

fk) =Y fn)xa(n).

Om vi uppfattar f som en funktion pa tidsrummet ska vi ddrfér betrakta
fouriertransformen f som en funktion definierad pa frekvensrummet.
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6.5 Faltning och translationsinvarianta ope-
ratorer

Definition For f, g € (*(Zy) definieras faltningen f x g € (*(Zy) av att
(fxg)n) =) f(k = 3" J(k)Rug(n
k€Zn keZy

dvs.

frg=">_ f(k)Rg.

k€Z N

Faltningen f % g &r med andra ord en viktad summa av translat Ryg, dér
vikterna ar f(k).

EXEMPEL 6.5.1 Vi berdknar faltningen fy,, mellan en godtycklig funktion
och en karaktar:

( *Xm Z f Xm n—k)= Z f(k)Xm(n)Xm<_k)

k€EZ N k€EZn
keZy
Alltsa ar )
f*Xm = f(m)xm. O

Faltning &r en ganska komplicerad operation. En av finesserna med fou-
riertransformen dr att den 6verfor faltning till multiplikation av funktioner.
Vi har ndmligen f6ljande resultat.

Sats 6.5.1 For f, g € (*(Zy) dr
F(f*g)=Ff-Fg.

Bevis. Genom att utnyttja linearitet och att F(Ryg) = X, Fg erhalls:

= F(Y F(R)Reg) = 3 F(0) F(Reg) = Y f(K)TuFo

k€EZ N k€Zn k€Zn
=Fg- Y fk)xx=Ff-Fg.
k€Zn ]

EXEMPEL 6.5.2 For att 16sa faltningsekvationen

ax f =0,



130 6 Diskreta fouriertransformen

dér a och b &r foljderna (2,3,4,1) resp. b = (0,6,8,6) i (*(Z,), fouriertrans-
formerar vi ekvationen och far da det ekvivalenta sambandet

a(n)f(n) =b(n), n=01,23.

Nu dr @ = Wiya = (10, —2 — 21,2, —2 + 2i) och b = Wyb = (20, —8, —4, —8),
sa

A_<20 -8 —4 -8
S \107 —2—-217 27 —2+479i

Inverstransformering ger slutligen att

) — (2,2 — 2, -2,2 + 2i).

11— «
f: ZWZLf: (1727_170) O]

Sats 6.5.2 For f, g, h € (*(Zy), o, B€ C och k€ Zy dr

(i) fx(ag+Bh)=a(f*g)+B(f*h)
(ii) frg=gx*f

(iii) fx(gxh)=(f*g)*h

(iv) fxey=f

(v) Ri(f*g) = (Rrf)* g = f* (Rkg)

Bevis. Eftersom fouriertransformen &r inverterbar récker det att visa att
bada sidor i respektive likhet har samma fouriertransform. Vi gor detta for
(iii) och lamnar 6vriga identiteter som enkla 6vningar.

Pa grund av ndrmast féregaende sats &r

F(f*(gxh))=Ff -Flgxh)=Ff-(Fg-Fh)
= (Ff-Fg) - Fh=F(f*g) - Fh=F((f*g)xh). O
Naturligtvis kan man ocksa visa identiteterna i sats 6.5.2 direkt genom

att enbart utnyttja faltningsdefinitionen, och ldsaren bor forscka gora detta
som Ovning.

Definition En operator T: (?(Zy) — (*(Zy) kallas translationsinvariant
om

R.T = TR,
for alla k € Zy.

Eftersom Ry = R} dr operatorn T translationsinvariant om och endast
om RlT = TRl
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Sats 6.5.3 Féljande fem wvillkor dr ekvivalenta for en godtycklig operator
T: (*(Zy) — (*(Zy).
(i) T dr linjir och translationsinvariant.
(1) T(f*g)=fx*(Tgq) for alla funktioner f, g € (*(Zy).
(iii) Det finns en funktion b € (*(Zy) sd att Tf =bx f.
(iv) T dr linjir och karaktdrerna xo, X1, ---, Xn—1 Gr egenvektorer till T'.
(v) Det finns en funktion p € (2(Zy) si att Tf = F(uf).

Bevis. (i) = (ii): Antag forst att 7" ar linjar och translationsinvariant. Ef-
tersom f* g =), 5 f(k)Ryg, ar

T(fxg)= Y fRT(Reg)= ) f(k)Ri(Tg) = [+ (Tg),
k€Zy k€Zy
dvs. (ii) galler.
(ii) = (iii): Antag att T'(f * g) = f * (T'g) for alla funktioner f och g. Da
ar speciellt
Tf=T(fxey) = fx(Tey) = (Tey) * f,
dvs. (iii) géller med b = Tey.
(iii) = (i): Antag att Tf = b« f; da & T linjar pa grund av egenskap (i) i
sats 6.5.2. Pa grund av (v) i samma sats ar vidare

BT f = Ri(b* f) = b (Bef) = T(Bvf),

vilket visar att 1" &r translationsinvariant.

(iii) = (iv): Om (iii) géller sa ar T linjér, och av resultatet i exempel 6.5.1
foljer att T'(xn) = b % xn = b(n)x, vilket innebir att y, dr en egenvektor
med b(n) som motsvarande egenvirde.

(iv) = (v): Antag att Tx, = A(n)x, for alla n € Zy. Pa grund av inver-
sionssatsen blir da

i =T( Y F) =+ 3 Ty,

neZn LISVAN
= & 3 A = FO),
neZy

vilket visar att (v) géller med u(n) = A(n).
(v) = (iii): Antag att (v) giller och siitt b= Fpu; da &r b = (FF)u = p och

Fuf)=Fbf)=F(Fb=f) =bxf,

vilket visar att (iii) géller. O
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EXEMPEL 6.5.3 Definiera operatorn T': (?(Z,) — (*(Z4) genom att sétta

Tf(n) = f(n)+3f(n—2)=2f(n-3).
I termer av translationsoperatorerna Rj &r tydligen T = Ry + 3Ry — 2Rj3.
Det foljer att R1T = Ry + 3R3 — 2R, = TRy, sa operatorn T ar translations-

invariant. For
b="Te,=T(1,0,0,0) = (1,0,3,—2)

st Tf =bxf. O

En translationsinvariant operator kdnns, som vi strax ska se, omedelbart
igen pa utseendet av operatorns matris med avseende pa standardbasen.

Definition En N x N-matris A = [a;j]; jez, kallas cyklisk om a;11 ;41 = a;;
for alla index i, 5 € Zy.

EXEMPEL 6.5.4 Matrisen

1 2 3
31 2
2 31
ar cyklisk. O

Om vi uppfattar den k:te kolonnen A, i N x N-matrisen A som en vektor
i (*(Zy), sa #r tydligen matrisen A cyklisk om och endast om A, = R, A
for alla k. Kolonnerna i en cyklisk matris &r med andra ord translat av den
forsta kolonnen (kolonn nr 0).

Sats 6.5.4 FEn operator T pa (*(Zy) dr translationsinvariant om och endast
om operatorns matris med avseende pa standardbasen dr cyklisk.

Bevis. Lat T vara en operator pa ¢?(Zy), och lat A vara operatorns matris
med avseende pa standardbasen {eg,eq,...,ey_1}. Den k:te kolonnen A,y
i A bestar av vektorn T'e;, eller ndrmare bestamt av vektorns koordinater
med avseende pa standardbasen.

Om T é&r translationsinvariant med 7' = b * f, sa ar

A*k = Tek = T(Rkeo) = Rk(Teg) = Rk(b * eo) = Rkb

Detta innebéar att kolonnen nr 0 i matrisen ar lika med vektorn b och att
ovriga kolonner fas som successiva translat av denna kolonn, dvs. operatorns
matris ar cyklisk.

Omvént, om matrisen ar cyklisk med A,q = b, sa ar Te, = A, = Ryb.
For en godtycklig funktion f =37, ., f(k)e; r dirfor

Tf=> f(k)Tex="Y_ f(k)Rib=fx*D,

k€EZ N k€Z N
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vilket visar att T ar translationsinvariant. O]

EXEMPEL 6.5.5 Operatorn i exempel 6.5.3 har matrisen

1 -2 3 0
0o 1 -2 3
3 0 1 =2
-2 3 0 1 ]

6.6 Sambandet mellan Zy och Zy,

I det héar avsnittet antar vi genomgaende att talet N dr delbart med 2. Vi
satter vidare M = N/2 sa att

N =2M.

Gruppen Z); kan uppfattas som en delgrupp av gruppen Zy via den
injektiva avbildningen

22 ZM — ZN7 gp(m) = 2m7

en avbildning som uppenbarligen respekterar gruppstrukturerna i den be-
mérkelsen att ¢(m+n) = ¢(m)+¢(n). Sadana avbildningar mellan grupper
kallas homomorfier, och bildméngden ¢(Zy;) = {0,2,4,..., N —2} dr en del-
grupp av Zy som i alla gruppteoretiska avseenden &r likvardig med gruppen
ZM.

For att forsta varfor det kan vara fruktbart att studera gruppen Z,,, nir
man primért dr intresserad av ¢2(Zy), betraktar vi en funktion f € (*(Zy).
Funktionen &dr uppenbarligen helt bestimd av de bada restriktionerna f|4
och f|p av f till médngden A av alla jamna tal i Zy resp. méngden B av alla
udda tal 1 Zy. Med vektornotation &r

och
= (R-1f(0), R f(2), R-af(4), ..., R f(N = 2)) = (R-1f)]a-

Att studera funktionen f &r saledes ekvivalent med att studera de bada
restriktionerna f|4 och (R_1f)|, som via den ovan ndmnda homomorfismen
¢ kan uppfattas som tva funktioner u och v pa den mindre gruppen Z,,.
Vi ska se att det finns ett enkelt samband mellan fouriertransformen f till
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f och fouriertransformerna i Zj,; till de bada funktionerna u och v. Vi ska
ocksa visa att det snabbaste sidttet att berikna fouriertransformen f bygger
pa att man forst berdknar fouriertransformerna @ och 0, en metod som kallas
snabba fouriertransformen.

Vi borjar darfor med att notera sambandet mellan karaktédrerna till grup-
perna Zj; och Zy.

Sats 6.6.1 Lat xo, X1, -- ., Xn_1 beteckna karaktirerna till gruppen Zy och
Mo, M, ---, Nm—1 beteckna karaktdrerna till gruppen Zy;, sa att
xi(n) = e2mikn/N, nk=0,1,2,...,N —1,
och
ne(m) = e2mikm/M, m,k=0,1,2,..., M — 1.
Da dar
me(m) = xx(2m) = xp4m(2m)  fork,m =0, 1, ..., M — 1.

Bewvis. Sambandet mellan karaktirerna foljer med en gang ur de explicita
formlerna for x; och ng. Exempelvis ér

2mi(k+M)2m/N 2ri(k+M)2m/2M __ 2mikm/M | 27mmi

Xk+M(2m) =€ =e€ e e

— eZﬂ'ikm/M — nk(m . -

Det &r naturligtvis ingen tillfallighet att sambandet mellan karaktérerna
till Zy och Zj,; ser ut som det gér. Om ¢ som tidigare betecknar homomorfin
w(m) = 2m mellan Z); och delgruppen av alla multipler av 2 i Zy, och x &r
en karaktér till Zy, dvs. en multiplikativ avbildning Zy — {z € C | |z| = 1},
sa dr sammanséttningen x oy, dvs. avbildningen m — x(2m), uppenbarligen
en karaktéar till Z,,;. Funktionerna m +— yx(2m) ar saledes karaktérer till Z,
for k=0,1,..., N—1. Att vi inte far N — 1 karaktérer till Z,; pa detta vis
beror naturligtvis pa att xxrar(2m) = xx(2m), vilket reducerar antalet olika
karaktérer till gruppen Zj,; med en faktor % till M stycken.

Foljande tva operatorer spelar en viktig roll i konstruktionen av wavelet-
baser och bidrar ocksa till att forklara sambandet mellan fouriertransformer-
na till funktioner i ¢*(Zy) och (*(Zyy).

Definition Nedsamplingsoperatorn D: (*(Zy) — (*(Zy;) och uppsamplings-
operatorn U: (?(Zy) — (*(Zy) definieras av att

Df(m) = f(2m) for alla m € Z,,
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och
g(n/2) om n € Z, dr jamnt
Ugtn) = {471 \
0 om n € Z,, ar udda.

Hir dr forstas f en godtycklig funktion i ¢?(Zy) och g en godtycklig
funktion i ¢*(Zy;). Med funktionerna f och g skrivna pa vektorform som

F=(f(0),f(1), f(2),.... f(N—=1)) resp.
9=1900),9(1),9(2),...,9(M —1))

ar saledes

och

Ug = (9(0),0,9(1),0,9(2),0,...,9(M —1),0).

Observera att DU = I, den identiska avbildningen, men att UD inte &r
lika med den identiska avbildningen, eftersom

f(n) om n &r jamnt

UDf(n)Z{

0 om n ar udda.

Fouriertransformen av en funktion i ¢?(Zy) #r en funktion i ¢*(Zy),
medan forstas fouriertransformen av en funktion i ¢?(Zj;) dr en funktion
i (?(Zyr). Detta kommer emellertid inte att hindra oss fran att anvinda sam-
ma beteckning, f eller F f, for fouriertransformen av funktioner i £2(Zy) och
0*(Zyy), eftersom det knappast kan uppsta nagot missforstand.

Sats 6.6.2 Forge (*(Zy) ochk=0,1,..., M —1 dr
Ug(k) = Ug(k + M) = j(k).

Bevis. For e = 0 och € = 1 &r xgrenr(2m) = ni(m) enligt sats 6.6.1. Detta i
kombination med att Ug(n) = 0 for udda n och Ug(n) = g(n/2) for jamna
n ger att

N-1 M-1

Ug(k+eM) =Y Ug(n)Xiren(n) = Y Ug(2m)xpren(2m)
n=0 m=0
M—-1
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Eftersom vi inte kommer att behova resultatet i foljande sats lamnar vi
beviset av densamma som 6vning.

Sats 6.6.3 Antag att f € (*(Zy) ochk =0, 1, 2, ..., M — 1. Dad dr

Df(k) = 5 (f(k) + f(k+ M)).

N | —

6.7 Snabba fouriertransformen

I det hér avsnittet ska vi analysera hur komplicerat det &r att berdkna fourier-
transformen till en funktion i ¢*(Zy). Eftersom additioner kriver viisentligt
mindre berdkningstid &n multiplikationer, kommer vi att méta berdknings-
arbetets omfattning genom att réikna antalet komplexa multiplikationer som
kréavs for att berdkna transformen.

Berdkningsarbetet beror naturligtvis av N och vixer da N vixer. Lat
dérfor u(N) beteckna antalet komplexa multiplikationer som maximalt krévs
for att berdkna fouriertransformen f av en godtycklig funktion f i (*(Zy).

Om fourierkoefficienten f (k) berdknas med hjéilp av definitionen
A N-1
(k)= f(m)e2mme
n=0

atgar det tydligen N komplexa multiplikationer for varje komponent f (k),
och eftersom det finns N komponenter behévs det N? komplexa multipli-
kationer for att beriikna hela transformen. Detta visar att u(N) < N2 och
att det i allménhet krivs N? komplexa multiplikationer om man anvinder
definitionen av f fér berikningen.

Vi ska nu diskutera ett effektivare séitt att berédkna fouriertransformen,
den s. k. snabba fouriertransformen (FET). Algoritmen forutsitter att talet
N &r sammansatt. Vi ndjer oss med att beskriva det enklaste fallet att N ar
delbart med en potens av 2.

Antag till att borja med att talet N ar jamnt. Den snabba fouriertrans-
formen bygger pa féljande sats.

Sats 6.7.1 Definiera, givet funktionen f € (*(Zy), funktionerna u och v i
(*(Zny2) genom att sitta

u=Df och v=DR_f,

u=(f(0), f(2),...,f(N=2)) och v=/(f(1),f(3),...,f(N—1)).
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Da dr

(N2 + k) = (k) — 2%/ Ni(k)
fork=0,1,..., N/2—1.

Bewis. Eftersom

Uu = (£(0),0, f(2),0, f(4),0,..., f(N —2),0)  och
RUv = (0, f(1),0, f(3),0, f(5),...,0, f(N = 1))

ar
f = UU + Rl UU.
Det foljer darfor av linearitet, sats 6.3.5 (i) och sats 6.6.2 att

~

f(k+eN/2) = a(k) + x1(k + eN/2) 0(k),

dar € ar lika med 0 eller 1. Vidare ar

- —2rwik/N _
ik - eNJ2) = o= 2mi(k+eN/2)/N _ —2mik/N _gemi _ {e om € =0

—2rik/N

—e ome = 1.

Darmed ar beviset klart. O]

Om vi har berdknat fouriertransformerna o och v, behover vi saledes bara
utfora de N/2 komplexa multiplikationerna e*2fik/ N 6(k) (samt forstas N
additioner) for att berdkna fouriertransformen f. Detta visar att

(6.7.1) u(N) <2u(N/2) + N/2.

Transformen @ kan vi berikna med hjilp av definitionen med (N/2)? kom-
plexa multiplikationer, och detsamma géller f6r v. Med hjélp av sats 6.7.1
kan vi saledes berdkna f med

2(N/2)* + N/2 = %(NQ + N)

komplexa multiplikationer, vilket dr mindre &n de N? komplexa multiplika-
tioner som behovs for att berdkna f direkt.

Om N éar delbart med fyra kan vi ga ett steg vidare genom att berdkna
och v med hjalp av sats 6.7.1, osv. Det gynnsammaste fallet &r att N &r en
potens av 2. I detta fall leder en rekursiv anvianding av sats 6.7.1 till féljande
resultat.
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Sats 6.7.2 Antag att N dr en potens av 2. Da kan fouriertransformen av
en funktion i (*(Zy) beriknas med higst

1
5]\7 log, N

komplexa multiplikationer.
Beuvis. Satt N = 2"; pastaendet i satsen ar da ekvivalent med pastaendet

(6.7.2) 2™y < n2nh

For att visa olikheten (6.7.2) anvdnder vi induktion. For att berdkna
transformen av en funktion f € ¢*(Z,) behovs det inte nagon multiplikation
alls eftersom f(0) = f(0)+ f(1) och f(1) = f(0) — f(1). Saledes ir u(2) = 0,
sa olikheten (6.7.2) géller for n = 1.

Antag nu att olikheten (6.7.2) géller da n = m. Induktionsantagandet
tillsammans med olikheten (6.7.1) for M = 2™ ger da

(2™ < 2u(2m) + 2™ < 2(m2™ ) + 2™ = (m 4 1)2™.

Detta visar att (6.7.2) géiller da n = m+ 1, och dérmed &r induktionsbeviset
klart. [

EXEMPEL 6.7.1 Lat oss berikna fouriertransformen till funktionen
f=1(1,0,2,6,3,8,4,6) € (*(Zsg)
givet att vi redan berdknat transformerna till
u=Df=(1,2,3,4) och v=DR_;f=(0,6,8,6).
I exemplen 6.3.3 och 6.5.2 fann vi att

a=(10,-2+42i,-2,—2—2i) och &= (20,—8,—4,—8).

) 1
Eftersom e 2™*/8 for k = 0, 1, 2 och 3 #r lika med 1, —(1 — i), —i och

V2
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1
—E(l +1), foljder de nu av sats 6.7.1 att

f(0)=10+420 =30
f(4)=10—20=—10

(1) = —242i+ i(1 —1)(=8) = —2 — 4V2 + (2 + 4V2)i

V2

1 . .
(5) = —2+2i — E(l —i)(=8) = =2+ 4V2 + (2 — 4V2)i

f2)=-2-i(-4)=-2+4
f —24i(—4) = —2—4i

f(3)=-2-2i

> >

—~

D

~
I

(1+1)(—8) = —2+4V2 — (2 — 4V2)i

|
H3|H
(\&]

f(T) = =2 =2+ —=(1+1)(—8) = =2 — 4v/2 — (2 4+ 4V/2)i.
V2
Den snabba fouriertransformen kan ocksa anvéndas for att berékna falt-
ningar effektivt. Om faltningen fx*g av tva ¢?(Zy)-funktioner beriiknas direkt
ur definitionen

]

=

-1

(fxg)(n) = > [f(k)g(n—k)

0

e
Il

behovs det N multiplikationer for varje komponent (f * g)(n) och saledes
totalt N? multiplikationer for att berikna f * g. Om vi istillet utnyttjar att

—

. 17
(f*9)(n) = FF(f xg)(n) = (- 9)(=n),
kan vi beriikna f % g genom att forst berikna fouriertransformerna f och
g, vilket totalt kréver hogst 2u(N) multiplikationer, sedan multiplicera ihop
transformerna f och g, vilket krdaver ytterligare N multiplikationer, sedan

beriikna fouriertransformen (f - §), vilket kréiver ytterligare u(N) multiplika-
tioner, och slutligen dividera med N. Den avslutande divisionen med heltalet
N gar snabbt, i synnerhet om N &r en potens av 2, sa den bortser vi ifran i
var komplexitetsberikning. Totalt atgar saledes hogst 3u(N) + N komplexa
multiplikationer. For heltalspotenser av N far vi darfor foljande korollarium
till foregaende sats.

Sats 6.7.3 Om N dar en potens av 2, kan faltningen av tva funktioner i

3
(*(Zy) beriknas med higst N + - logy N komplexa multiplikationer.
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Ovningsuppgifter till kapitel 6

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

Berékna f nér

a) f=1(1,2,3,4) € (*(Zy) b) f=(1,i,2+1i,—3) € £?(Zy)
c) f=(1,2,3,4,5,6) € (*(Z¢)

Visa att fouriertransformen f &r reell om och endast om f(k) = f(—k) for
alla k.

Funktionen f € ¢?(Z,) har fouriertransformen f= (1,i,1,—1).

a) Beriikna f. b) Berdkna f x f.

f och g #r tva funktioner i £2(Zs3). For funktionen f géller att f= (1,2,0),
medan g = (1,w,w?), diir w = e 27/3 = —% — é\/g Berdkna f, g och f*g.

Los faltningsekvationen
fxa=0>

for a = (2,3,4,1) och b = (0,6,8,6) i £*(Zy).
For a € (?(Zy) giller att a(0) = 0 medan a(k) # 0 for k=1,2,...,N — 1.

a) Bestdm alla 16sningar f till ekvationen a x f = 0.
b) For vilka b € £2(Zy) ar ekvationen a * f = b l6sbar? Ar 16sningen i sa
fall entydig?

Berékna egenvérdena till den cykliska matrisen

2 2 31
1 2 2 3
31 2 2
2 3 1 2

Definiera en translationsinvariant avbildning T': #2(Z4) — ¢?(Z4) genom att
satta
(Tf)(n) =3f(n=2)+if(n) = 2+1)f(n+1).
a) Bestdm 7T':s matris med avseende pa standardbasen.
b) Bestdm egenvirden och egenvektorer till avbildningen 7'

Lat S och T vara tva translationsinvarianta operatorer pa £2(Zy). Visa att
operatorerna kommuterar, dvs. att ST =T'S.

Antag att a € (?(Zy) och 1t A vara den cykliska matris som har a som sin
forsta kolumn. Visa att foljande tre villkor &r ekvivalenta:

(i) Translaten Rga, Ria, ..., Ry_1a utgor en bas for (2(Zy).

(ii) Matrisen A &r inverterbar.

(iii) a(n) # 0 for allan € Zy.
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6.11 Lat a och b vara element i £2(Zy).
a) Visa att (Rya, Ryb) = (a * b)(m — k).
b) Utnyttja a) for att visa att f6ljande tre villkor &r ekvivalenta:
(i) Translaten Rpa, Ria, ..., Ry_1a utgoér en ON-bas for (2(Zy).
(i) a*a = ep.
(iii) |a(n)] =1 for alla n.

6.12 a) Bestdm fouriertransformerna till a = (1,4,1,2) och b = (1,2,3,4) i
0%(Zy).
b) Utnyttja resultaten i a) och den snabba Fouriertransformen for att berék-
na fouriertransformen till funktionen f = (1,1,4,2,1,3,2,4) € (*(Zs).
2
6.13 Lat u = \4[(1, 1-+v2,1,1++2).
a) Visa att {u, Rou} &r en ON-méngd i £?(Zy).
b) Bestim en funktion v s& att B = {u, Rou, v, Rov} blir en ON-bas i £?(Z4).
(ON-basen B ir en s. k. forsta etappens waveletbas for (%(Zy).)






Kapitel 7

Fouriertransformen

7.1 Introduktion

For att en funktion ska kunna skrivas som summan av en fourierserie maste
funktionen vara periodisk. Denna inskrénkning &r dock inte sa allvarlig som
man kan tycka vid forsta anblicken; funktioner med begriansade intervall som
sina definitionsméngder kan ju alltid utvidgas till periodiska funktioner, och
de kan dérfor — om de ar tillrdckligt reguljara — representeras av fourier-
serier i sina ursprungliga definitionsméngder. For icke-periodiska funktioner
med hela R som definitionsméngd finns det emellertid inte nagot hopp om
att erhalla fourierserier som representerar funktionerna éverallt. Losningen
bestar i att istédllet representera sadana funktioner med integraler som é&r
analoga med fourierserierna. For att komma fram till hur denna integralre-
presentation bor se ut resonerar vi i detta avsnitt helt heuristiskt och lamnar
detaljfragor om konvergens till foljande avsnitt.

Lat déarfor f(t) vara en hygglig funktion, definierad pa R och med ab-
solutkonvergent integral [*°_ f(t)dt, och lat T vara ett (stort) positivt tal.
Genom att utvidga restriktionen av funktionen f till intervallet | — T, T
2T -periodiskt far vi for |t| < T en fourierserieutveckling av f(t) av foljande
slag

o0

f() = ealT)e" T,

n=—oo

dar fourierkoefficienterna ¢, (7") ges av formeln

I i
cn(T) = o /T ft)e 7t dt.

143
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Tanken &r nu att lata 7' ga mot odndligheten. Eftersom integralerna
/ f(t)e ™t dt

ar absolutkonvergenta, gar de bada svansarna

=T o)
/ f(t)e™™Ttdt och / f(t)e 7t dt
o T

mot 0 da T — oo, sa darfor bor vi for stora T med god approximation kunna
satta

1 [~ .
cn(T) =~ ﬁ/ f(t)e 7t dt.

Om vi infor definitionen
fo = [ foeta wem

kan vi alltsa kortare skriva
1

cn(T) & ST

f(n),

Nl

och inséttning av detta i fourierserien for f(¢) pa intervallet [—T,T] ger oss
approximationen

Summan i hogerledet dr en Riemannsumma (rektangelapproximation) till
integralen ffooo f (w)e™t dw med steglingd 7/T, och nir T — oo konverge-
rar summan mot denna integral. Efter grinstvergang bor vi saledes erhalla
formeln

(7.1.1) () = %/_OO Flw)e du,

Funktionen f kallas fouriertransformen till funktionen f, och genom inte-
gralformeln (7.1.1), som gar under namnet inversionsformeln representeras f
av sin fouriertransform pa ett siatt som motsvarar hur en periodisk funktion
representeras av sin fourierserie. Naturligtvis behover funktionen f uppfylla
vissa villkor for att formeln ovan ska gilla, och sadana villkor kommer vi att
studera nidrmare i avsnitt 7.3.
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Vi kompletterar nu den informella hirledningen av inversionsformeln med
en lika informell hiarledning av Parsevals formel, som for 27-periodiska funk-
tioner har foljande form:

I -

a7 | MOPd =3 le(T)P.

n=—0oo

~

57/ (n%) ger efter multiplikation

Inséittning av approximationen ¢, (7) ~ 5T

med 27T
T > 1 ,., 72 1 s
2 ~ o - - -
/ fPds Y SliepP =5 Y ]

n=—oo n=—oo

~ v 2
fnz)™
Summan 1 hogerledet dr en Riemannsumma som konvergerar mot integralen
2 1 f(w)Pdw, da T — oo. Vi kan foljakligen forvinta oss att

| isora= s [ i)

Denna formel, Parsevals formel for fouriertransformen, géller (med lamplig
tolkning av fouriertransformen f) for alla funktioner f med &ndligt vénster-
led, och vi kommer att studera den utforligt i avsnitt 7.4.

Vi avslutar det hér avsnittet med en tolkning av inversionsformeln och
Parsevals formel. I manga viktiga tillimpningar svarar f(¢) mot en kontinu-
erlig signal som varierar som funktion av tiden ¢. Funktionerna ¢'“! represen-
terar da rena periodiska svingningar med vinkelfrekvens w. Om ¢ méts i se-
kunder s sa ér tiden for en period lika med 27 /w s, dvs. svingningsfunktionen
¢! hinner med w/2m perioder per sekund, vilket innebir att dess frekvens
sir w/2m Hz. Fouriertransformen f(w) &r ett méatt pa signalens ”innehall” av
rena sviangningar med vinkelfrekvens w, och inversionsformeln (7.1.1) beskri-
ver signalens sammanséattning av de olika rena svingningarna. En integral av

typen fttf | f(t)]? dt kan tolkas som signalens energiinnehall under tiden mel-

lan t; och ty, medan integralen 5 [ | f(w)|? dw istéllet &r energiinnehallet
i frekvensbandet mellan w; och wy (om man méter i laimpliga enheter). Par-
sevals formel uttrycker da bara att energin dr densamma om man summerar

over hela signalens livslangd eller 6ver alla frekvenser.

7.2 Fouriertransformen

Lat oss paminna om att L'(R) betecknar vektorrummet av alla (Lebesgue-
métbara) komplexvérda funktioner pa R som uppfyller

1l —/le(t)]dt< .
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Translatet av en funktion f pa R betecknas R,f, och definieras av att

Rof(t) = f(t —s).

For funktioner f och g pa R definieras faltningen f * g av sambandet

HﬁﬂZAﬂ*ﬂM@%

forutsatt att integralen existerar. Man kan visa att faltningen &r véldefinierad
ifall f och g bada tillhér L'(R), och att ||f x gl < ||f]l1llg|l:. Det finns
andra fall nir faltningen dr vildefinierad; t. ex. nir f € L'(R) och ¢ ir
en begrinsad (Lebesgue-méatbar) funktion; i det fallet &r faltningen f % g en
begrénsad funktion med ||f * glloo < ||f]1]/9]|c0-

Definition Lat f € L'(R). Da existerar integralen
flw) = [ e
R

for alla w € R. Funktionen f kallas fouriertransformen till funktionen f.
Ibland &r det lampligare att beteckna fouriertransformen F[f].

EXEMPEL 7.2.1 Med den karakteristiska funktionen x; till ett intervall [
menas funktionen som &r identiskt lika med 1 pa intervallet och identiskt
lika med O utanfor intervallet. Lat oss berdkna fouriertransformen till den
karakteristiska funktionen till det symmetriska intervallet [—a, al:

a

FlX(-aa(w) = / Xaae @t dt = / e—iwtdt:i[e—iwt]“ )
R —a

—a w

sin aw

w
[l

EXEMPEL 7.2.2 Hirnist beriknar vi fouriertransformen till funktionen e~ !l:

0 0o
]—"[e_'t‘](w) :/e_ﬂe_i“t dt:/ et1=iw) dt+/ e+ gt
R 0

—00

_ e
Tl-iw 14w 14w 0

EXEMPEL 7.2.3 Analogt far man att funktionen

e, omt>0
e"”sgnt: 0, omt=0

—e!, omt<0
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har fouriertransformen

) 1 1 21w
FleMsantlw) = 3= H i = e -

For fouriertransformen géller foljande rdkneregler.

Sats 7.2.1 Ldt f, g € L'(R). Da dr

(a) (F+9)w) = fw) +§w)

(b) (af)(w) = af(w) (a €C)
(c) Tw) = f(~w)

(d) (@ f)(w) = flw—€) =Reflw)  (E€R)
(e) R.f(w) = f(w)e ™ (s €R)
() FN @) = 7 f &) (\ER, A £0)
(8) (F *9)(w) = fw)iw)

Beuvis. (a), (b), (¢) och (d) & uppenbara, medan (e) och (f) foljer efter varia-
belbyten. Beviset for (g) gar till pa foljande sétt:

(f+ g)(w) = /(f*g et gt — //ft—u e du dt

/ / £t — w)g(u) e 9 gt do
_/< /ft—u —W“dt)du
_ / / Fls) e ds) du = () ().

Omkastningen av integrationsordning &r tillaten pa grund av att absolutbe-
loppen av integranderna har dndliga integraler. ]

EXEMPEL 7.2.4 S&att

cosbt, om [t| <a
f(t) = ) .|. | :
0, for ovrigt.

Eftersom f(t) = cosbt-X|_q.q = 3 (e®'+e7) X[_a,a), far vi fouriertransformen
genom att kombinera resultatet i exempel 7.2.1 med (d) i sats 7.2.1:
5 1 /. sina(w—b sina(w + b sina(w—>b) sina(w+b
w—1> w+b

w—> w+b .D
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Figur 7.1. Fouriertransformen till funktionen f(t) = cos4t - x[_10,1]-

Sats 7.2.2 Lat f € L'(R). Da giller:
(a) Fouriertransformen f ar begransad pa R. Mera precist gdiller att

@] < [l

(b) Fouriertransformen f dr likformigt kontinuerlig pi R.
(¢) f(w) =0 diw— +oo.

Bevis. (a) foljer med en gang om man anvénder triangelolikheten for inte-
graler, och (c) dr ett specialfall av Riemann-Lebesgues lemma.

For att bevisa att fouriertransformen &r kontinuerlig anvéinder man Le-
besgues sats om dominerad konvergens. Etersom |f(t) e7*!| < |f(¢)| for alla
t och alla w, och eftersom | f(¢)| tillhér L'(R), far man

lim f(w)= lim [ f(?) e_i“Jtdt:/ lim f(t)e " dt

w—rwo w—rwo R w—rwo

R
_ / F() e 0t dt = f(wp),
R

dvs. funktionen f ar kontinuerlig 6verallt pa R. En kontinuerlig funktion, som
har dndliga grinsviarden da w — oo, dr automatiskt likformigt kontinuerlig.
O

Sats 7.2.3  Om funktionerna f(t) och tf(t) bada tillhor rummet L'(R), sd

ar f deriwerbar med derivata

flw) = =i (tf(t)(w).
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Bevis. Formellt erhaller man derivatan genom att derivera

ﬂmzlj@eMﬁ

under integraltecknet. Detta resulterar ndmligen i

—

f@%*{éﬁ@€wﬁ=—Wﬂmw>

Naturligtvis krédvs det nagon form av motivering fér ovanstaende operation.
Betrakta dérfor differenskvoten

~ ~

flw+h)— flw) B e~ iwth)t _ o—iwt
h / f(t) h dt

R
—iht _
(7.2.1) :/f(t)ei“’t:dt.
R h

Eftersom

o—ibt _ 1 £t LI 14
Ry ey g

ar beloppet av integranden i (7.2.1) begrinsat av L'(R)-funktionen |¢f(t)].
Vidare gar integranden mot —itf(t)e ! da h — 0. Det foljer dérfor av
Lebesgues sats om dominerad konvergens att differenskvoten gar mot

~i [t de = < D))

R

da h — 0, och detta bevisar vart pastaende. ]
Sats 7.2.4 Antag att f dr deriverbar och att bade f och f' tillhér L'(R).

Da dr . A
fr(w) =iwf(w).
Bevis. Eftersom [ |f(¢)| dt &r éndlig, finns det en f5ljd (¢,);° med egenska-
pen att ¢, — oo och f(t,) — 0, da n — oo. (Annars skulle det finnas ett
tal € > 0 och ett tal T sa att |f(t)| > € for alla t > T, nagot som uppen-
barligen ér orimligt nir f tillhoér L'.) Analogt finns det en foljd (u,)$° sa att
U, — —o0 och f(u,) — 0.
Partiell integration ger nu

ln

N . ) tn tn .
f(w) = nh_)rgo Ft) et dt = 7111_{{.10([]%& eflwt} + iw/ F(t) et dt)

= iw/Rf(t) et dt = iw f(w). =
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EXEMPEL 7.2.5 Genom att utnyttja de tva foregaende satserna kan vi
beriikna fouriertransformen till funktionen f(t) = e /2. Eftersom f'(t) =

—tf(t), ar ) N - )
iwf(w) = f" (w) = (=tf(t)(w) = =if'(w),

dvs. f' (w) +w f(w) = 0. Den allminna lésningen till denna differentialekva-
tion éir f(w) = Ce /2. Konstanten C' bestéims av villkoret

= f(0) = /R e /2 dt.

For att berdikna C skriver vi C? som en dubbelintegral éver R? och infor
polédra koordinater:

02:/ _z2/2dx/e y/Qdy—// —(@?+y? )2 dx dy
R?2
/ / e "2 dr g = 2r |- —7‘/2} = or

Foljaktligen &r C' = /27, och vi har alltsa

7.3 Inversionsformler

Antag att f € L'(R). Ar funktionen entydigt bestimd av sin fouriertrans-
form f, och kan man atervinna f om man kénner transformen? Detta &r ju
mojligt i det periodiska fallet, da en funktion &r entydigt bestdamd av sina
fourierkoefficienter. Genom att lata periodléingden ga mot odndligheten gjor-
de vi i inledningen till det har kapitlet en informell harledning av féljande

inversionsformel: .
= %/Rf(w) et dw.

Fouriertransformen f tillhér dock inte nédvindigtvis L'(R) (se exempel
7.2.1), sa integralen ovan maste ges en lamplig tolkning, liksom innebérden
av likhetstecknet. I det hér avsnittet ska vi reda ut dessa problem.

Vi bevisade vara konvergenssatser for fourierserier med hjéalp av allménna
resultat for summationskérnor pa T. Analogt kommer vara inversionsformler
for fouriertransformen att bygga pa resultat for summationskéarnor pa R, som
definieras pa foljande sétt.
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Definition En positiv summationskirna pa R &r en familj (K,),>¢ besta-
ende av kontinuerliga funktioner pa R som uppfyller foljande villkor:

(i) / K.(t)dt =1 for alla a > 0;
R
(i) K,(t) >0 forallate R och alla a > 0;
(iii) For alla § > 0 géller lim K,(t)dt = 0.

a—r 00 |t\25
Sats 7.3.1 Antag att f € L'(R) och lit (K,) vara en positiv summations-
kdrna.
(a)  Da gdller att

}LHOIOH]”*KG — fllh=0.

(b)  Antag dessutom att
lim sup K,(t) =0

a—o0 ‘t|25

for alla 6 > 0 och att funktionen f dar kontinuerlig © punkten t. Da dr
lim K, * f(t) = f(t).
a—r o0

Bevis. Man behover endast gora smérre justeringar i beviset for sats 4.5.1
for att det ska fungera i den nya situationen. ]

I fallet med fourierserier inforde vi de symmetriska delsummorna s,,(f;t)
och deras Cesaromedelvirden o, (f;t). Vi visade sedan att o,(f;t) konver-
gerar mot f(t) genom att skriva o, (f;t) som en faltning mellan f och en
positiv summationskérna. Vi kommer att anvinda precis samma teknik for
fouriertransformen. Definiera

Su(fit) = %/_ fw)edw  och
Tu(f;t) = %/0 Su(f;t) du.

Till att borja med ska vi skriva dessa tva objekt som faltningar med lampliga
karnor. Analogin med det periodiska fallet torde vara uppenbar.

Sats 7.3.2 Sdtt fora >0

T [ 1 [
/ e dw och F,(t) = —/ D, (t) dx.
@ Jo

:% y

D (t)

Da ar
Sa(f5t) = (f % Da)(t) och  Ta(f;t) = (f * Fo)(t).
D,(t) och F,(t) kallas Dirichletkdrnan resp. Fejérkdrnan pa R.
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Bevis. Foljande berdkning visar det pastadda resultatet for S,(f;t):

t):%/:;f(w)ei“tdw:%/_Z(/Rf(u)e_i““d@ et dw
= i/_(;/ f(u) et dudw:/ %/“ f(u) w0t duw du
/f / t“dwdu-/f ot —u)du

f*D)()

Det sokta resultatet for 7, (f;¢) far vi nu genom att integrera ekvationen for

Sa(f51):
T =5 [ Sirtae = [ D0 ds

//f (t —u) duda:—/f /Oan(t—u)da:du

/f ot —u)du = (f * F,)(t). -

Anmdrkning. Enda skélet for att infora faktorn 1/(27) i definitionerna av
Sa(fit) och Dg(t) &r att vi énskar ha [p Fo(t)dt = [ Da(t)dt = 1. Att
dessa integraler ar lika med 1 beror i sin tur pa foljande lemma.

sin u

Lemma 7.3.3 du = 7.

R U
Bevis. Lemmat bevisas vanligtvis med hjélp av residykalkyl, som &r en teknik
som lérs ut i kurser i komplex analys. Efter det att vi bevisat inversionssatsen
ska vi ge ett alternativt bevis for lemmat. O]

Lat oss nu studera de tva nya kidrnornas egenskaper. Dirichletkdrnan ar
inte en positiv summationskdrna, men den har foljande viktiga egenskaper.

Sats 7.3.4 Dirichletkirnan pa R har féljande egenskaper:

(i) D) =

(11) Funktionerna Dy(t) dr jaimna.
(111) / D,(t)dt =1 for alla a > 0.
R

(iv) lim D,(t)dt=0 om > 0.

a—00 Fy
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[ 1 in at
Bevis. Vi har D,(t) = —/ e dw = 2—}"()([_&@)(—75) = %, déar den
m m

2 J_,
sista likheten géller pa grund av exempel 7.2.1.
Vi ser med en gang att D, ar jamn. For att berdkna integralen av kdrnan
gor vi forst variabelbytet u = at och anviander sedan lemma 7.3.3:

1 in at 1 i
[ Datan= L [ty L[,y
R TJr U TJr U

Samma variabelbyte ger ocksa

o0 1 o0 : t 1 oo :
/ Du(t) dt _/ sinat ,, _ _/ sinu du,
5 TJs 1 T Jas U

och den sista integralen gar mot 0 da a — oo, beroende pa att integralen

* sinu
/ du ar konvergent. [
0 U

Liksom i det periodiska fallet &r Fejérkdrnan pa R mer vélartad &n Di-
richletkédrnan, ty den &r en positiv summationskérna.
Sats 7.3.5 Fejérkdarnan ges explicit av formeln

1 —cosat 2 sin? %at

Fa(t) =

art? amt?
Den dr en positiv summationskdrna pa R med egenskapen

lim sup F,(t) = 0.

0Nt >0
Vidare dr -
Um0 =5 [ (- je) e
om f € L'(R).

Bewvis. Per definition ar

Fu(t) :1 Dx(t)dx:l sin 't dx:l _cosat]e
a Jo a Jo

mt a wt? lo

1 —cosat B 2 sin? %at

art?  amt?
Formeln ovan visar att kirnan ar positiv och att F,(t) = aFj(at). Det foljer
att

1 1—
/Fa(t)dt:/aFl(at)dt:/Fl(U)du:—/ &du
R R R T JR u
:—[——(1—cosu)] _|__/ —Sinudu:_/ sinu
o T Jr

Tl wu U TJr U
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Vidare ar

/ F,(t)dt :/ aFi(at)dt :/ Fi(u) du,
14> 1425 fu] >

och hogerledet gar mot 0 da a — o0, eftersom integralen fR Fi(u)du ar
andlig. Detta innebér att (F,),>o ar en positiv summationskarna pa R. Olik-
heten Fy(t) < 2/(ant®) medfor forstas direkt att limg o sUpjss Fu(t) = 0.

Vi kan nu beridkna f % I, med hjélp av sats 7.3.2 pa foljande vis:

(f * Fo)( /S (fit)d / /f e du d

1wtd dw = / . iwtd
2m/_a fetarar= o [ (- i) e a

o 1 ¢ |W| R iwt
- [a-Ehieean ]

Genom att speciellt tillimpa sats 7.3.1 pa Fejérkdrnan och utnyttja sats
7.3.5 erhaller vi nésta resultat.

Sats 7.3.6 (Inversionssatsen) Antag att f € L'(R).
(a) Integralen

1 ¢ |CU| £ iwt
% _a( —7).]['(&))6 dw

konvergerar di a — oo i L*(R)-norm mot funktionen f.
(b) I wvarje punkt t, ddr funktionen f dr kontinuerlig, dr

() = Tim i/_a( ""')f( ) e diy.

Korollarium 7.3.7 Antag f € L*(R). Om f € LY(R) och funktionen f dr

kontinuerlig i punkten t, sa dar

1 A .
= %/Rf(w) e duw.
Beuvis. Resultatet i exempel 2.4.11 ger
o Wl 7
Ii o 11— = lwtd lwtd
g [ (=S et = o [ 0

Om vi byter ¢ mot —¢ 1 korollariet och definierar funktionen f genom att
satta f(t) = f(—t), sa far korollariet f6ljande eleganta formulering:
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Korollarium 7.3.8 Antag att f € LY(R) dr kontinuerlig dverallt och att
fe LY (R); da dr

f=onf,
dir f(t) = f(—t).

Vi kan nu ge det utlovade beviset for lemma 7.3.3. Satt

sin
c= du.
R u

Det &r latt att se att ¢ > 0. Konstanten ¢ férekommer implicit i bevisen
ovan for att Dirichlet- och Fejérkdrnorna har integral 1. Alla vara resultat
om dessa kérnor forblir darfor sanna om faktorn 1/(27) 6verallt ersétts med
faktorn 1/(2c). (Lés t. ex. om beviset for sats 7.3.4.) Speciellt blir slutsatsen
i korollarium 7.3.8 ovan att

f(t) = 2¢f ().

Betrakta nu den jidmna funktionen f(t) = e /2. Den uppfyller forutsétt-
ningarna 1 korollarium 7.3.8, och vi har tidigare berdknat fouriertransformen
och funnit att f(w) = v27 e 2 =y 21 f(w), dvs. f = V27 f. Det foljer att
f(t) = V2rf(t) = 2nf(t) = 2nf(—t). Genom att jimfora med det allménna
resultatet ovan drar vi slutsatsen att 2c = 27, dvs. ¢ = 7. O

2
EXEMPEL 7.3.1 I exempel 7.2.2 fann vi att Fle )(w) = T Korolla-
w

|(t) = 2me~!7!I. Efter variabelbyte (och forenk-

i 2 tt F|l——
rium 2 ger nu a [1 7
ling) far vi

! |(w) = me L.

Flite .

Foljande sats dr ocksa en omedelbar féljd av inversionssatsen.

Sats 7.3.9 (Entydighetssatsen) Ldt f € L'(R), och antag att f(w) =0 for
alla w € R. Da dr funktionen f, betraktad som en L'(R)-funktion, lika med
nollfunktionen, dvs. f(t) =0 for alla t utanfor en nollmdngd.

Vi skriver slutligen ned motsvarigheten till sats 4.7.1 fér punktvis kon-
vergens.
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Sats 7.3.10 (Punktvis konvergens) Antag att f € L'(R), och lait t € R
vara en punkt dar de tva ensidiga grinsvirdena f(t—) och f(t+) och de tva
generaliserade ensidiga derivatorna f'(t) och f\(t) existerar. Da dr

t t—
2 aaoo 2
Bevis. Beviset for motsvarande sats for fourierserier gar igenom néstan or-
dagrant. O
: _ 21w
EXEMPEL 7.3.2 I exempel 7.2.3 fann vi att Fle ™ sgnt](w) = Tt
w

Forutsédttningarna i sats 7.3.10 ar uppfyllda i alla punkter ¢, varfor

1 [ 2i .
lim — / Y et gy — ol sgnt.
o 14 w?

Genom att forst ersidtta t med —t, sedan lata variablerna t och w byta roller,
och slutligen flytta konstanten 27 fran vénsterledet till hogerledet, erhaller
man resultatet

a t .
lim e 9 duw = —ie ¥ sgnw.
a—oo [_, 1+ 12 0

7.4 L*-teori

Rummet L?*(R) bestar av alla (Lebesgue-mitbara) funktioner f: R — C
som uppfyller

I£ll2 = (/ |f(t)|2dt>l/2 <o

Det &r ett inre produktrum med (f, g) fR dt som inre produkt.

Om intervallet I &r begrénsat, sa &r saval rummet L?(I) som rummet
av alla begrinsade (Lebesgue-métbara) funktioner pa I delrum till rummet
L*(I). Rummet L'(T) innnehaller dérfor “méanga” funktioner.

Fér obegriinsade intervall dr situationen helt annorlunda. Rummet L'(R)
ir ett ganska litet rum, som inte innehéller L*(R)) som delrum, eftersom t. ex.
funktionen 1/(1 + |¢|) tillhor det senare men inte det férra rummet.

Vi kan darfor inte berékna fouriertransformen f av en godtycklig L*(R)-
funktion f med hénvisning till definitionen i avsnitt 4.1, ty integralen som
definierar transformen behover inte existera. Det dr emellertid mojligt att
utvidga fouriertransformens definition pa ett entydigt séitt till hela L?(R).
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Denna utvidgning av fouriertransformen ar viktig, ty integraler av typen
S |f(t)[?dt kan ofta tolkas som ett slags energiuttryck; att siga att f tillhor
L*(R) betyder i sa fall att energin dr #ndlig, vilket dr ett i hogsta grad
relevant fysikaliskt villkor. Lat t. ex. f(¢) beteckna stromstyrkan vid tiden
t i en elektrisk krets med resistansen R; effekten vid tiden ¢ ar da lika med
Rf(t)?, och kretsens totala elektriska energi ges av integralen R- [ |f(t)|* dt

(= RIfI).

Vi ska nu skissera hur det gar till att utvidga fouriertransformen till rum-
met L?(R). Det hela hiinger pa att snittet L'(R)NL*(R) &r titt i L2(R), dvs.
varje funktion f € L?*(R) kan approximeras med funktioner f,, som ligger i
snittet L'(R) N L?(R) och sa att ||f — fu]la = 0 d& n — oco. Funktionerna
Jn har fouriertransformer, varfor man kan definiera transformen av f som
gransvirdet av transformerna f,,. Vi maste naturligtvis visa att gransvardet
existerar i nagon rimlig mening. En viktig ingrediens i beviset for detta &r
foljande specialfall av Parsevals formel.

Lemma 7.4.1 Antag att f € L'(R)N L*(R). Da tillhor fouriertransformen
f rummet L*(R) och

1 .
2 _ 2
1713 = 5= 1715

Bewvis. Satt 3
g=f=*f,

dér f(t) = f(—t). Funktionen g kan skrivas som en inre produkt, némligen
o) = [ FFa=Ddu=(f R,
R

och speciellt dr alltsa g(0) = (f, Rof) = (f, f) = || f|3-
Cauchy-Schwarz olikhet ger

l9(t) — g(to)| = [{f, Ref — Reo )] < I fll2- [1Ref — Reg fll2,
och eftersom
|Ref = Rig fll2 = [[Retof — fll2 = 0 dat — o,

(jmf sats 4.3.1) foljer det av olikheten ovan att g(t) — g(to) da t — t.
Funktionen g &r med andra ord kontinuerlig i alla punkter.

Eftersom g dr en faltning av tva L!-funktioner ligger g ocksa i L!, och
dess fouriertransform &r

§(w) = f(@)fw) = f@)fw) = @)
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Enligt inversionssatsen (sats 7.3.6 (b)), tillimpad pa funktionen g i punk-
ten 0, ar darfor

o1 wly, 2
7y =e0 = tm o [ - Eiiera,
Antag nu att f inte ligger i L2(R). I sé fall ér I | f(w)]? dw = 400, och
detta innebér att for varje tal N r fi/l 32 |f(w)|?dw > N for alla tillriickligt
stora tal a. Men for dessa a dr ocksa

LWUJ%WWWWZ/W@J%memz/

a/2 1
—a —a/2 —a/2 2

s N
Fw)Pdo > 5,

vilket betyder att grinsvérdet i (7.4.1) &r 400 och inte dndligt. Detta &r en
motsiigelse och bevisar lemmats pastaende att f € L*(R).

Eftersom saledes | f|? ligger i L'(R), kan vi tillimpa Lebesgues sats om
dominerad konvergens pa gransvéardet (7.4.1) och far da

1

0 1 .
191 =5 [ 1) = o712

o0

]

Antag nu att f dr en godtycklig L?(R)-funktion, och definiera for varje
positivt heltal n funktionen f, genom att sitta

Fult) = {f(t), om [t| < n

0, omlt]>n.

Da géller

/
[ fo = fll2 = </|t|> |f(t)|2dt>1 "0 din— oo

Givet € > 0 finns det dérfor ett N sa att m, n > N medfor att || fr, — full2 < €.
Detta uttrycker man vanligen genom att sidga att funktionsfoljden (f,)° ar
en Cauchyfiljd i L*(R).

Funktionerna f,, ligger i snittet L'(R) N L*(R), och det foljer dirfor av

lemma 7.4.1 att |fm — Jull2 = [[foe full2 = 27)lfm — fall2. Hirav drar vi
slutsatsen att m, n > N medfor att

| f = fall2 < V2me,
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dvs. funktionsféljden (f,)3° dr ocksa en Cauchyféljd i L2(R). Rummet L2(R)
har en mycket trevlig egenskap, vars bevis ligger utanfor den hér kursens
ram, namligen att varje Cauchyfoljd konvergerar mot en unik grénsfunktion
i L?(R). Det finns dérfor en funktion, som vi betecknar f, med egenskapen

att ||]?;1 — f|l2 = 0 d& n — co. Det ér denna funktion som kallas fouriertrans-
formen till L?(R)-funktionen f.
Sammanfattningsvis har vi alltsa kommit fram till féljande definition.

Definition Fouriertransformen f till en funktion f € L?*(R) definieras som

~

f(w) = lim f,(w) = lim f() et dt,

n—o0 n—oo

dér gransvirdet ska tolkas som ett gransvirde i L2-mening.

Anmirkning. For funktioner f isnittet L'(R)NL?*(R) har vi nu tva definitio-
ner av fouriertransformen f , den ursprungliga i avsnitt 7.2 och ovanstaende.
Lyckligtvis ger de bada definitionerna samma resultat. (Med beteckningarna
ovan giller némligen att [|f, — f[li — 0, sa det féljer av sats 7.2.2 (a) att
funktionerna fn konvergerar likformigt pa R mot den ursprungliga fourier-
transformen f Detta har till foljd att f ocksa dr lika med L2-grinsvirdet till

foljden (fn) )
EXEMPEL 7.4.1 Enligt exempel 7.3.2 &r

a
t .
lim e e duw = —ime ¥l sgn w.
a—oo J_
Detta medfor att .
[1 n tQ} (w) = —ime ¥ sgnw.

Observera att L*(R)-funktionen ¢/(1 + ¢?) inte tillhér L'(R).
Identiteten i Lemma 7.4.1 kan nu utvigas till att gilla for hela L?(R).

Sats 7.4.2 (Parsevals formler) Om f, g € L*(R), sa dr

() J1sopa=5- [ 1feP @
(i) | g =5 | jwita

Bevis. Med beteckningarna ovan géller att

lm ||f,— fllo=0 och lim |[f, — f|> = 0.
n—oo n—oo
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Hérav foljer med hjalp av triangelolikheten

[fllz = ILf = fall2 < [ fallz < (1o = fllz + 1 F]12

att limy, o0 || ful[2 = [|fl2, och pa motsvarande séitt att lim, o || foll2 = [Fa
Men lemma 7.4.1 medfor att || f,||a = V27 || full2, s& det foljer att

1£ll2 = V2 || fl|2,

vilket &r ekvivalent med likheten (i).

Den polariserade versionen (ii) féljer av sats 5.1.5 tillimpad pa den linjéra
avbildningen F(f) = f. O

Som korollarium till Parsevals formler visar vi hur man kan fouriertrans-
formera en produkt av tva L?-funktioner; resultatet dr dualt till sats 7.2.1 (g).

Sats 7.4.3 Antag att f, g € L*(R). Dad ligger produkten fg i L'(R) och
— 1 ~ R
fg=5_T*3

Bevis. Pa grund av Cauchy-Schwarz olikhet &r

1fglly = ([f], 191 < [[fll=llgll2 < o0,

dvs. produkten fg ligger i L'(R) och har dérfor en fouriertransform. For att
berikna denna noterar vi forst att Flg(t) ] (w) = F[g](w — a) = g(a — w).
Parsevals formel (ii) ger darfor

_ / F(t)g() oot dt = / F(t)g(D)ent dt

/ Flf ( elt)(w) dw
3 | F@ita =) do = o= (Fria)

Vi ska nu visa att inversionssatsen giller for L?-funktioner.

Sats 7.4.4 Antag att f € L*(R). Da dr

~
~

f(t) =2nf(t) =2nf(~t),

dér likheten ska uppfattas som en likhet for L?-funktioner, dvs. likhet rdader
utom eventuellt pa en nollmdngd.
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Bevis. Vi konstaterar forst att inversionssatsen géller om f &r en kontinuerlig
L'-funktion vars fouriertransform ocksa tillhér L' enligt korollarium 7.3.8.

Ett tillrdckligt villkor pa f for att satsen ska gélla dr darfor att f ar
tva ganger kontinuerligt deriverbar och = 0 utanfér nagot begrénsat inter-
vall. Detta medfor nimligen for det forsta att savil f som f” tillhor L'(R)
(och L2(R)). Eftersom f”(w) = —w?f(w) och fouriertransformen f”(w) &r
begrinsad, dr vidare |f(w)| < Clw|™2 for stora |w|, s& fouriertransformenen
f tillhér L*(R).

Lat nu f vara en godtycklig L?(R)-funktion. Da finns det en f5ljd (f,)$°
av funktioner som &r tva ganger kontinuerligt deriverbara och noll utanfor
begrinsade intervall, och som approximerar f godtyckligt bra i L?>-mening,
dvs. sa att || f, — fll2 = 0 da n — oo. (Jmf sats 2.2.1.) Av Parsevals formel

foljer nu forst att ||ﬁ — fll2 = 0 och sedan att ||f; — fll2 = 0. Men som vi

o~

konstaterat ovan &r fn(t) = 27 f,(—t). Funktionerna 27 f,,(—t) konvergerar
dérfor bade mot 27 f(—t) och mot f(t), sa de bada sistnimnda funktionerna
maste vara identiska som L?-funktioner. O

Parsevals formel innebér att fouriertransformering F, dvs. avbildning-
en f — f, & en linjir avbildning frén rummet L*(R) till sig sjilvt, och
avbildningen #r injektiv eftersom f = 0 uppenbarligen medfér att f = 0.
Inversionssatsen visar att avbildningen ocksa &r surjektiv, dvs. varje funk-
tion g € L*(R) &r fouriertransform till en (unik) L?(R)-funktion f, nimligen
funktionen f = 5=F|[g].

Sammanfattningsvis géller alltsa

Sats 7.4.5 (Plancherels sats) Fouriertransformering F: L*(R) — L*(R) dr
en isomorfism (dvs. en bijektiv linjir avbildning).

Ovningsuppgifter till kapitel 7

7.1 Bestam fouriertransformen till funktionen

ft) = {t om [t| <1

0 om |t| > 1.

7.2 Berdkna med fouriermetoder integralen

* cosax
ORI] dx
e Pt

for alla positiva virden pa de reella konstanterna a och b.
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7.3 Bestiam fouriertransformen till funktionen f(t) = e~ cost och beriikna med
dess hjilp integralen
oo 2
2
1= / Wt dw.

Lo wh 4

7.4 Berikna, t. ex. genom att forst bestdmma derivatans transform, fourier-
transformen till funktionen

f(t) = arctan(t + 1) — arctan(t — 1).

7.5 I sannolikhetsteorin studeras s. k. stokastiska variabler. En stokastisk va-
riabel X &r en variabel vars véirde beror av slumpen. Variabeln har en
tathetsfunktion f om sannolikheten att variabelns vérde skall ligga i in-
tervallet [a,b] ges av integralen f; f(x)dx. Om X7 och Xy &r tva oberoen-
de stokastiska variabler med tdthetsfunktioner fi; och f5, sa har summan
X1 + X5 téathetsfunktionen fi * fs.

a) En stokastiska variabel kallas normalférdelad med medelvérde p och va-

rians o2, om tithetsfunktionen #r

1 _@=m?
e 202

o\T) =
90#,() oo

Bestdm fouriertransformen till ¢, ;.

b) Berikna tdthetsfunktionen till summan av tva oberoende normalférde-
lade stokastiska variabler X; och X3 med medelvérde och varians p; och

o2 resp. iz och 03, dvs berikna faltningen

Pui,01 * Pug,oa-

(Formulera gérna resultatet i sannolikhetsteoretiska termer.

7.6 Funktionen f dr kontinuerligt deriverbar och f(¢) = 0 for |t| > 5. Bevisa
utan att anvinda Riemann-Lebesgues lemma att

o0

lim f(t) coswtdt = 0.

w—oo J_ o

7.7 a) Antag att f € L'(R) och definiera en ny funktion f genom att sitta
f(t) = f(—t). Hiirled sambandet mellan fouriertransformerna till de bada
funktionerna f och f.

b) Visa att fouriertransformen f &r reell om f(t) = f(—t) for alla ¢t € R.
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¢) Visa omvént att om f ar reell och funktionen f &r kontinuerlig, sa &r
f(t) = f(—t) for alla t € R.

7.8 Funktionen f &r kontinuerlig och tillhér L'(R). Vidare dr

1
([ﬁ@—ﬂ%sz

for alla t € R. Visa att f(t) = 0 for alla ¢.

7.9 Sitt f(t) = e tH(t) och g(t) = (1 — H(t)), dir H dr Heavisidefunktionen
(dvs. H(t) =0om t <0 och H(t) =1 om ¢ > 0). Bestdm faltningen f * g.

7.10 Antag att f € L'(R) 4r kontinuerlig och att
=)+ () + f(E+1) =0

for alla t € R. Visa, t. ex. genom att fouriertransformera, att f(t) = 0 for
allat € R.

2—1t, |t <2

7.11 Funktionen f definieras av att f(t) =
0, It > 2.

a) Beriikna fouriertransformen f(w).

b) Beriikna integralen
/ o rsint 4
(%) a@
o\t

7.12 Definiera funktionen f genom att sétta

f(t):{l_t2 om [t <1

0 omt>1.

a) Bestdm fouriertransformen f.

b) Beriikna integralen
 (sint — tcost)? i
76 t.

—00

/OO dx
oo (T +22)%

b) Bestdm fouriertransformen till funktionen g om

7.13 a) Berikna integralen

0 fort < —1
gty =< (t+ et for —1<t<1
2et for t > 1
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c) Bestam fouriertransformen f (w) om funktionen f uppfyller likheten

ef(t+1) —e ' f(t—1) = g(1),

dér g &r funktionen i (b).
d) Berikna L?-normen || f||2 for funktionen f i (c).

7.14 Definiera en funktion f genom att sitta

1 for [t < 1
fit)y=¢2—1t forl<|t|] <2
0 for [t| > 2.

a) Bestdm fouriertransformen f(w).

b) Berdkna integralen

dt.

/OO (cost — cos 2t)?

. Iz
c) Beriikna integralen

 cost — cos 2t
JE=

. ¢

7.15 a) Lat f(t) = e~ !!l. Bestém faltningen f  f(t).
b) Bestim en funktion y = y(¢) i L*(R) som loser differentialekvationen

y'(t) = y(t) = e,

7.16 Bestdm en 16sning till integralekvationen

T

fla) =+ e [ erf)an

7.17 Funktionen f &r kontinuerlig pA R och |f(z)| < 272 for |z| > 1. Sitt

g(x) = Z f(x + 2km).

k=—o00

a) Visa att serien &r konvergent for alla reella tal x och att summan g &r en
2m-periodisk funktion.

b) Antag att fouriertransformen f har egenskapen att f(n) = 0 for alla
heltal n. Visa att detta medfor att g(x) = 0 for alla z.



Ovningsuppgifter 165

7.18 Stt
> 1
J® :nZ::l CEOICETDN

a) Visa att serien dr likformigt konvergent pa R och att funktionen f &r
kontinuerlig pa R.

b) Beriikna fouriertransformen f(w).

c) Berikna L!'(R)-normen ||f|.






Kapitel 8

Laplacetransformen

8.1 Definition

Fouriertransformen har sina begransningar, eftersom vi inte kan fouriertrans-
formera funktioner som ar stora i odndligheten. Exempelvis saknar sadana
viktiga funktioner som polynom fouriertransform. For att rada bot pa denna
brist ska vi definiera en transform som fungerar for funktioner som inte véxer
snabbare &n exponentiellt.

Lat f vara en funktion som till att borja med dr definierad pa halvaxeln
R, = [0, 00[ och utvidga funktionen till hela R genom att sétta f(t) = 0 for
t < 0. Lat o vara ett reellt tal och betrakta produkten f(t)e % for o > 0
gar faktorn e™?" mot 0 da t — 400, sa dérfor har produkten f(t) e 7" storre
forutsdttningar att tillhéra L'(R) &n vad f har. Aven om f(t) &r stor for
stora t kan saledes funktionen f(t)e ! tillhéra L'(R), och vi kan da bilda
fouriertransformen, som &r

F(ft)e () = /OOO F(t)eote™m dt = /OOO F(t) et gy,

Detta leder oss till att betrakta integraler av typen

/0 T Hyeta,

dér s ar ett komplext tal. Har och i fortsdttningen kommer vi konsekvent att
skriva komplexa tal pa formen s = o + ir, déar alltsa o betecknar realdelen
och 7 imaginédrdelen.

Lat oss forst precisera klassen av funktioner for vilka ovanstaende integral
ar valdefinierad.

167
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Definition Med klassen £ menas méngden av alla komplexvirda (Lebesgue-
métbara) funktioner f pa intervallet R, = [0, ool for vilka det finns ett reellt
tal a s& att f(t)e " € LY(Ry), dvs. sa att [~ | f(t)]e™ dt < oo.

EXEMPEL 8.1.1 Funktionen f(t) = ¢ tillhér & eftersom [~ te™"dt < oc.

Déremot tillhér funktionen g(t) = ¢ inte klassen &, ty [;° et~ dt = oo for
alla reella tal a. L

Observera att om f € &, sa tillhér f automatiskt L'(I) for varje be-
griansat intervall I = [0, ¢]. Per definition finns det ndmligen ett tal a sa att
J 1 f(@)e dt < oo, och eftersom funktionen e~ &r nedat begréinsad pa
intervallet I av den positiva konstanten m = min(1,e~%), far vi

d —atd > —atd )
m [1r@nar< [i@lear< [l < oo
Lemma 8.1.1 Lat f € £. Mingden

EB(f) = {a € R: f(t)e™ € L'(R,)}

ar ett intervall pa formen o, 0o[, [a, 00| eller |—oo, oo[. I de forsta tva fallen
satter vi oo(f) = a, och i det sistnimnda fallet sitter vi oo(f) = —o0.

Talet (eller oéndlighetssymbolen) og(f) kallas funktionens (absolut)konver-
gensabscissa.

Bewvis. En icke-tom delméngd I av R &r ett intervall av den typ som beskrivs
i lemmat om och endast om méngden har foljande egenskap:

acl & b>a = bel.

Mingden E(f) i lemmat har denna egenskap, ty om b > a, sa &r | f(t)]e™" <

|f(t)|e~ for alla ¢, och dérfor medfor a € E(f) att b € E(f). O
EXEMPEL 8.1.2 Lisaren kan litt verifiera att E(t) =0, 00[, E((1+?)7!) =
[0, 00[ och E(e ) =] — 00, 00[. Saledes &r og(t) = ao((1 + t2)"!) = 0 och
oo(e ) = —o0. O

Lat oss kalla en (Lebesgue-métbar) funktion f, som &r definierad pa R,
exponentiellt vixande om det finns en reell konstant k& och en positiv konstant
M s& att | f(t)] < MeM for alla t > 0.

Om en funktion f &r exponentiellt vixande (med exponent k), sa &r
uppenbarligen integralen fooo |f(t)]|e” " dt dndlig for alla a > k, dvs. f tillhor
klassen £ och oo(f) < k.
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Exponentialfunktioner e och polynom #r sjialvklart exponentiellt vix-
ande funktioner.

Lat f € £ ochlat s = o+ir. Eftersom |f(t) e | = | f(t)|e” 7", &r integralen
fooo f(t) e s dt vildefinierad for alla komplexa tal s med realdel o > og. Vi
kan dérfor gora foljande definition.

Definition Lat f € £. For komplexa tal s = o +ir med o > o¢(f) sétter vi
fo) = [ steye
0

Funktionen f kallas Laplacetransformen till f. Ibland kommer vi att skriva

L[f](s) istéllet for f(s).

Vi noterar att definitionsomradet for Laplacetransformen f(s) bestar av
halvplanet Res > oo(f), utom i fallet oo(f) = —oo da definitionsomradet &r
hela komplexa planet C.

Laplacetransformen &r primért definierad for funktioner f med intervallet
[0, 00 som definitionsomrade. Ibland &r det emellertid lampligt att utvidga
definitionsomradet for sadana funktioner f till hela R genom att sétta f(t) =
0 for ¢t < 0. Med denna konvention blir naturligtvis

(8.1.1) f(s) = /Rf(t) et dt.

Det &r forstas viktigt att betona att for funktioner f, som redan har en
definitionsméngd som &r storre &n R, , adr det nodvindigt att omdefiniera
f(t) sa att f(t) =0 for —oo < t < 0 innan vi far anvinda tolkningen (8.1.1).

Den stora fordelen med att tillata komplexa argument s = o + it i defi-
nitionen av Laplacetransformen ar att vi ddrigenom far ett enkelt samband
mellan Laplace- och fouriertransformerna. Som vi noterade inledningsvis ar

LIFB)](s) = /R f(t)e~"e™ dt = F[f(t)e”")(7).

Laplacetransformen till funktionen f i punkten s = o +ir &r saledes lika med
fouriertransformen till funktionen f(¢)e~“" i punkten 7. Man kan utnyttja
detta for att oversitta egenskaper hos fouriertransformen till egenskaper hos
Laplacetransformen.

EXEMPEL 8.1.3 Lat oss berdkna Laplacetransformen till exponentialfunk-
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tionen f(t) = e, t > 0. Hir dr ¢ = a + bi ett godtyckligt komplext tal.

- o0 o0 —(s—o)t4 0
o= [Cetera= [Cetran [
0 0 s—c o

1 1 ) —(
= — - lim e
Ss—¢Cc S—¢C t—ox

s—c)t

For o > a &r limy_,o €=~ = limy_, o e (7D = 17=0t — (. Det foljer att
1

S—¢C

Lle)(s) = om Res > Rec.

Genom att speciellt vilja ¢ = 0 respektive ¢ = 1 far man

L[1](s) = E for Res > 0 och Lle'](s) = ! N for Res > 1.

S S —

Virdena ¢ = i ger istéllet att L[e'*](s) = (s —i)™! och L[e7](s) = (s +1i)~*
for Res > 0, och eftersom cost = (e + e7) och sint = & (¢! — ), foljer
det att

1,1 1 s
Llostl(s) =5 (- + ) =g och
_ 1.1 1 1 )
E[Smt](s)zﬂ(s—i_s—i—i)252—1—1 for Res > 0. =

EXEMPEL 8.1.4 For Res > 0 ar

> ety 1 [ 1 o 1
t](s) = t‘“dt:[—t } —/ —Stdt:—[—st] =—.
L[t](s) / e i R =17, = =

Hir har vi utnyttjat att lim te™" = lim ™ = 0. O
t—o0 t—o0

Sats 8.1.2 Klassen & ar ett vektorrum som dr slutet under multiplikation
med polynom, dvs.

(i) frgeé = f+geé&
(ii) fe€ceC=cfef
(iii) f €&, ppolynom = pf € €
Vidare dr

oo(f + g) < max(ao(f), o0(g)),
oo(cf) = oo(f),
oo(pf) = oo(f),

om ¢ # 0 och p inte dr nollpolynomet.
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Bevis. Om a > m = max(oo(f),00(g)) sa ar [ [f(t)le ™™ dt < oo och
fooo lg(t)|e~ dt < oo. Det foljer att

> —at d > —at d > —at d )
A\ﬂﬁw@m tsAme t+A[WW -

Detta visar att f + g € € och att oo(f + g) < a. Eftersom den sistndmnda
olikheten géller for alla a > m, foljer det att oo(f + g) < m.

(i) ar trivialt.

(iii) For konstanta polynom foljer (iii) av (ii). Antag darfor att f € &
och att p(t) ar ett godtyckligt icke-konstant polynom. Lat a > oo(f) vara
godtyckligt, och vélj e > 0 sa att a — e > ao(f).

Eftersom funktionen p(¢) e~ #r kontinuerlig pa R, och gar mot 0 da
t — oo, finns det en konstant M sa att p(t) e < M for alla ¢ > 0. Detta
innebér att p(t) < Me®, sa det foljer att

p(0)£()]e~" < MIf(B)]ee™ = M| f)]e~(~"

for t > 0. Genom att integrera denna olikhet far vi

/mwmmw“ﬁSM/WWMe“*ﬁ<m
0 0

dér integralen i hogerledet &r éndlig beroende pa att a — € > oo(f). Detta
visar att funktionen pf tillhoér £ och att og(pf) < a. Eftersom den sistndmnda
olikheten géller for alla a > oo(f) &r oo(pf) < oo(f).

For att bevisa den omvénda olikheten for konvergensabscissan startar
vi med ett godtyckligt tal a > oo(pf), och véljer talet ¢ > 0 sa stort att
olikheten |p(t)| > 1 géller for ¢t > ¢. Da blir

g/ﬂﬂMﬁ“ﬁS/muwmﬂm5%ﬁ§4m@®ﬂm€“ﬁ<mm

Integralen [ |f(¢)le™ dt &r ocksa #ndlig, eftersom f tillhor L'([0,¢] och
faktorn e~ &r begriinsad pa intervallet. Det foljer att [~ | f(t)|e™*" dt < oo,
vilket innebér att og(f) < a. Eftersom a > oo(pf) ar godtyckligt, foljer det

att oo(f) < ao(pf). -

Eftersom exponentialfunktionen e tillhor klassen &, foljer det av satsen
ovan att klassen &£ innehaller alla funktioner som kan skrivas som summor
och produkter av polynom, exponentialfunktioner och de trigonometriska
funktionerna sin kt och cos kt.
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Faltning

Vi erinrar om att faltningen f* g av tva godtyckliga L'(R)-funktioner f och
g definieras genom formeln f*g(t) = [, f(t —u)g(u) du. Om funktionerna f
och g bada ar lika med noll pa den negativa reella axeln, sa ar f(t—u)g(u) = 0
for u < 0 och for w > t. Darfor &r f* g(t) = 0 om t < 0, och f x g(t) =
fot f(t —u)g(u)du om t > 0. Den sistndmnda formeln &r meningsfull sa
snart som funktionerna f och g &r definierade pa R, och tillhér L'(1) for
varje begransat delintervall I till R, . Dessa observationer motiverar féljande
definition.

Definition Fultningen f * g av tva funktioner f och g, som &r definierade
pa R och tillhér L'(I) for varje begrinsat delintervall I av Ry, definieras
av formeln

f*g(t):/otf(t—u)g(u)du, t > 0.

Lasaren kan latt kontrollera att foljande kommutativa, associativa och
distributiva rakneregler géller:

fxg=gxf
fx(g*xh)=(f*g)xh
[r(g+h)=f*g+ f*h

EXEMPEL 8.1.5 Lat f(t) = e’ och g(t) = cost. Da ér
t t
(f*9)() :/ e Y cosudu = et/ e " cos u du.
0 0

Integralen i hogerledet kan beréiknas med hjilp av tva partiella integrationer
eller enklare genom att ersidtta coswu med %(ei“ + e~™). Slutresultatet blir
(kontrollera gérnal):

t
/0 e “cosudu = 5(1+e'(sint — cost)),

dvs.
(f*g)(t):%(etJrsint—cost). ]

Sats 8.1.3 Fultningen f % g av tva funktioner f och g i klassen & tillhor
sjalv klassen &, och oo(f * g) < max(oo(f),00(g))-
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Bewvis. Vi behover visa att funktionen (f * ¢)(t) e~ tillhor L'(R) for varje

tal a > max(oo(f), 00(g)).
For ¢ > 0 ar

(frg)t)e ™ = / ft—u)g(u)du = /o f(t—u)e ™ Wg(u) e ™ du
= (fe™) * (ge™*)(®)-

Utvidga nu definitionerna av f, g och fxg till hela R genom att sitta f(t) =
g(t) = (fxg)(t) =0fort < 0.Dadr (fxg)(t)e ™ = (fe ™ )*x(ge"*)(¢t) for alla
t € R, dér faltningen nu ska tolkas som en faltning av L*(R)-funktioner. For
sadana funktioner F" och G vet vi redan att [|[F'+ G|y < ||Flloiw |Gl 1w
Tillampat pa situationen ovan har vi darfor

1(f*9)(t) e Ny = (f* 9)(t) e rmy

(ft)e™) * (g(t) e™ )l my

) e~ im) - llg(t) eIl my

B e my) - lg(t) e L1my) < 00

8.2 Rikneregler

Vi borjar med att lista nagra enkla men mycket anviandbara réikneregler:

Sats 8.2.1 Lat f,ge€ &, c€ C och A > 0. Da galler:

(a) L[f +gl(s) = L[f](s) + L[g](s),  Res >max(ao(f),00(9))
(b) Llef](s) = ¢ LLf](s), Res > oo(f)

() Lle” (t)](S)IE[ I(s = ¢), Res > oo(f) + Re ¢

(d) LI = N(s) = e Lf)(s), Res > oo(f)

(e) LIFAD](s) = % [F1(s/ ), Res > Aao(f)

(f) L[f *gl(s) = LIf](s) - Llgl(s),  Res >max(ao(f),00(9)).

Anmdrkning. 1 (d) &r det viktigt att paminna om att f(¢t) = 0 for ¢ < 0.
Alltsa ar f(t —\) = fo(t) =0 for t < A

Bevis. Det ar mycket ldtt att visa reglerna genom att anvénda Laplace-
transformens definition, men vi kan ocksa utnyttja sambandet mellan Lapla-
cetransformen och fouriertransformen och motsvarigheterna till ovanstaende
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regler for den sistndmnda transformen. Som exempel visar vi (¢) genom att
anvénda sats 7.2.1 (d). Med ¢ = a + bi blir

Ll F(B))(s) = Fle~'e f(1))(r) = Fle™ e f())(r)
= Fle () (r — b) = LIf)((0 — a) +i(r b))
= L[f)(s — o).

Pa motsvarande sitt foljer (d) ur sats 7.2.1 (e):

LLF( = N)(s) = Fle ' £t = N)](r) = Fle ™ (e (2 = 0)](7)
= e £t = () = e Fle T f(1)](7)
= e MTTILIF(D)](s) = e M LF(B)](5). 0

EXEMPEL 8.2.1 Vi vet redan att L[sint](s) =

. Med hjélp av (e) och

s2+1
(c) isats 8.2.1 far man
L[sin at](s) = ! - och
~al(s/a)?+1)  s2+a?
a
L[e" sinat](s) = ————.
(s —b)?2 4+ a? 0

Sats 8.2.2 Antag att f € & dr kontinuerlig och deriverbar och att f' € &.
Da dr

L[f'](s) = sL[fI(s) = f(0),  om Res>max(oo(f),o0(f")).

Beuvis. Antag att Res > max(oo(f),00(f’)). Da tillhor f(¢t) e rummet
L'(R,), och det foljer att det finns en vixande f6ljd (£,)$° sa att ¢, — oo
och f(t,)e % — 0 da n — oo. En partiell integration ger nu

LIf(s) = /0 T PWetdi= tim [ f) et dr

n—oo

— lim <[ fHy e+ /0 v Flt)e dt)

n—oo

= lim f(t,)e " — f(0) + S/Ooo () e stdt =sf(s) — f(0).

n—oo



8.2 Raikneregler 175

Korollarium 8.2.3 Antag att f € £ dr n ganger deriwerbar och att alla
derivatorna tillhor €. Da dr

n—1

LIFM)(s) = s"L[f](s) = > f@(0)s" 7,

k=0
forutsatt att Re s dr tillrackligt stort.

Anmyrkning. Derivatorna f* (0) ska naturligtvis tolkas som hogerderivator
i origo.

Bevis. Genom upprepad anvindning av sats 8.2.2 far vi

LIf")(s) = sLf](s) = £1(0) = s(sLf](s) — £(0)) = (0)
= s"L[f](s) — £(0)s — £(0),

0SV. ]

Laplacetransformen kan anvéndas for att 16sa vissa integral- och differen-
tialekvationer. I stora drag gar metoden ut pa att genom Laplacetransforme-
ring forst 6verfora den ursprungliga ekvationen, som innehaller en obekant
funktion f, till en ekvation for funktionens Laplacetransform f. Man loser
sedan denna ekvation explicit och erhaller en 16sning pa formen f(s) = G(s).
Om vi har tur kdnner vi igen G(s) som Laplacetransformen av nagon kénd
funktion ¢(¢) (annars far man anvénda sig av nagon metod for att rekonstrue-
ra funktionen g(¢) utifran transformen G(s)). Sista steget bestar av slutsatsen
att g dr den sokta funktionen f. For att denna slutsats ska vara vilgrundad
behover vi en entydighetssats, som sidger att en funktion ar entydigt bestamd
av sin Laplacetransform. Vi kommer att bevisa ett sadant resultat i nésta
avsnitt.

Foljande tva exempel illustrerar den allmédnna losningsmetoden.

EXEMPEL 8.2.2 Los begynnelsevirdesproblemet
y" 4+ 2y — 3y = —8e 'sin 2t, y(0)=1, %(0)=3.

Lésning: Vi antar att 16sningen y = y(¢), liksom y" och y”, har en Laplace-
transform. Pa grund av korollariet ovan &r i sa fall
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Linearitet ger darefter

Lly" + 2y = 3yl(s) = s*5(s) — s — 3+ 2(sgi(s) — 1) — 35(s)
= (s + 25 — 3)ji(s) — s — 5.

A andra sidan visar exempel 1 ovan att

9 16
—8e " sin 2t](s) = —8- T ‘
L[—8e " sin 2t](s) 8 (s+1)2 4 22 s2+2s+5

Den givna differentialekvationen medfér déarfor att

16
242545
Resultatet blev en algebraisk ekvation som vi kan l6sa med avseende pa ¢:
_ §* 4+ 7s* + 155+ 9
Ils) = (s —1)(s+3)(s> + 25+ 5)
Hér ser vi inte omedelbart att hogerledet dr Laplacetransformen till nagon
kand funktion, men om vi forst delar upp hogerledet i partialbrak, far vi

R S S
s—1 s2+42s+5 s—1 (s+1)2+22

(s> +25—3)j(s) —s—H = —

y(s) =

Nu har vi tur, ty vi kdnner igen hogerledet som Laplacetransformen till funk-
tionen e’ + e ! sin 2¢. Eftersom funktionen #r entydigt bestimd av sin Lapla-
cetransform, drar vi slutsatsen att differentialekvationens 16sning ar

y(t) = e' + e 'sin2t. O

EXEMPEL 8.2.3 Los integralekvationen

f(t):1+/0tf(t—u)e“du, t>0.

Losning: Antag f € £. Genom att Laplacetransformera integralekvationen
far vi foljande algebraiska ekvation

- 1 = 1
fls) =L+ fxe](s) =+ fls)—.
s s—1
som vi l6ser med avseende pa f(s):
P
f(s)_s(s—Q) B 3+3—2'
Det foljer att
_ L o
ft) = 5 T3¢ O
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8.3 Deriverbarhet och entydighet

Sats 8.3.1 Laplacetransformen f till en funktion f € € dr deriverbar i hela
sitt definitionsomrade Re s > oo(f) med derivata

T Fs) = —LRAD)(5).

Anmdrkning. For ldsare som har studerat komplex analys kan vi formulera sats 8.3.1 pa
foljande sétt: Laplacetransformen f dr analytisk ¢ halvplanet Re s > oo(f). Detta faktum
har langtgaende konsekvenser.

Bevis. Formellt far man derivatan f’ (s) genom att derivera Laplacetransfor-

men ~
= / f(t)e st dt
0

under integraltecknet, vilket ger

d - < d o
—f(s) = / — (f(t)e™") dt = —/ tf(t)e "t dt = —L[tf(t)](s).
ds o ds 0

For att rigorost motivera att detta ar tillatet betraktar man differenskvoten

—(s+h)t __ ,—st ht _
f(s+h /f e e e /f e ldt.

Avsikten ar forstas att lata h — 0.
Sétt som vanligt s = o + 71, antag att o > oo(f), och viilj € > 0 sa att 0 — € > oo (f)-

Integranden
—ht __ 1

f(t) e_SteT

gar mot —tf(t)e™*t d& h — 0. Pastdendet foljer siledes med hjilp av Lebesgues sats om
dominerad konvergens sa snart som vi har visat att integranden dr begridnsad av nagon
L'(R.)-funktion som iir oberoende av h.

Pa grund av olikheten [e="* — 1| < t|h|e/?* dr integranden till sitt belopp begrinsad av
t|f(t)|eIM =)t For |h| < e ar dirfor integranden begrinsad av funktionen ¢|f(t)|e= (7=,
som tillhér L' (R.) eftersom tf(t) € € och og(tf(t)) = ao(f(t)) < o —e. O

Genom iteration far vi foljande féljande korollarium till sats 8.3.1.

Korollarium 8.3.2 Antag f € £. Da har Laplacetransformen f deriwator av
alla ordningar i omradet Res > oo(f) och

CFs) = (L F0](9)
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EXEMPEL 8.3.1 Vi vet att L[e”](s) =

. Genom att derivera n ganger

s—c
far vi
" e n!
£f7e)(s) = e
och som specialfall
" n!
Lt"](s) = 57 0

Sats 8.3.3 (Entydighetssatsen) Antag att f € € och att f(s) =0 for alla s
i nagot intervall pa R. Da dr f(t) = 0 i alla kontinuitetspunkter t till f.

Beviset utnyttjar egenskaper hos analytiska funktioner och bor dérfor hoppas
over av den som inte har studerat komplex analys.

Bevis. Pa grund av entydighetssatsen for analytiska funktioner &r f (s) = 0 for alla s i
transformens definitionsomrade. Om oy > oo(f), sa ér dérfor speciellt f(o; 4+ 71) = 0 for
alla 7 € R. Men R
Flor +7i) = Fle ' f(£)](7)-

Fouriertransformen till L!-funktionen e~7? f(¢) iir saledes identiskt noll. Entydighetssatsen
for fouriertransformen leder dérfor till slutsatsen att e~71% f(¢) ér lika med nollfunktionen.
Det foljer att f(t) dr nollfunktionen i L. Speciellt ir dérfor f(t) = 0 i alla punkter ¢ déir
f ar kontinuerlig. O

Korollarium 8.3.4 Om f, g € £ och f(s) = §(s) for alla tillrickligt stora

reella tal s, sa dar f(t) = g(t) i alla punkter t ddir bada funktionerna dr
kontinuerliga.
Bewis. Tillampa entydighetssatsen pa funktionen f — g. O]

Sats 8.3.5 Om f € &, sa gidller att f(s) — 0 da Res — o0.

Bewvis. Vilj a > o¢(f) och sétt s = o + 7i. Eftersom lim, ., f(t) e 7" = 0 for
alla t > 0, och funktionen |f(t)[e™" &r begrinsad av |f(t)|e™* € L'(R,) for
alla o > a, foljer det av Lebesgues sats om dominerad konvergens att

|f(3)|§/ooo|f(t)|e_‘7tdt—>0, da o — oo. -

Sats 8.3.6 Varje rationell funktion, i vilken tdiljaren har ldgre grad dn ndm-
naren, dr Laplacetransform till en funktion i £.

Bevis. En sadan rationell funktion kan skrivas som en linjairkombination av
partialbrak pa formen (s — ¢)~™*Y med n > 0, och sadana brak &r Laplace-
transformer till funktionerna %t”ed. O]
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Vi avslutar det hér avsnittet med nagra kompletterande resultat om
Laplacetransformens beteende nir s — oo och s — 0.

Sats 8.3.7 Antag f € € och betrakta nedan for enkelhets skull Laplacetrans-
formen f(s) bara for reella argument s.

(a) Begynnelsevirdesregeln: Om f(0+) = 1tlir(l)%r f(t) ezisterar, sa dr
—

lim sf(s) = f(0+).
§—00
(b) Slutvardesregeln: Om f(oco) = tlim f(t) existerar, sa dr
—00

lim sf(s) = f(0).

s—0+

Beuvis. (a) Vi observerar forst att funktionerna (K)o, som definieras av att

K. (t) = {se“, omt <0,

0, om t >0,

bildar en positiv summationskéarna pa R, ty

0
/K t)dt = / seStdt:/ e“du=1,

K4(t) > 0 for alla ¢, och

—0 —Js
(iii) K(t)dt = / se® dt = / e“du=e% — 0, da s — oco.
It]>6 - -

o o

—ds

Dessutom géller att SUpjy»s Ks(t) = se™ — 0, da s — oo,

Om funktionen g tillhér L'(R) och &r kontinuerlig i punkten 0, sa #r
déarfor
lim g * K4(0) = ¢(0),

S§—00

enligt sats 7.3.1. Som funktion ¢ kan vi speciellt vélja

ft)e ™ omt >0,
g(t) = ¢ f(0+), om —1<t<0,
0, omt < —1,

dér a > oo(f). (Det spelar ingen roll hur vi definierar g(t) for ¢ < 0 bara den
utvidgade funktionen tillhér L'(R) och &r kontinuerlig i 0.) Nu ér

g+ K.(0) = /R (DK (—t) dt /0 " o(t)sedt = s /0 ) ettt dt

= sf(s +a).
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Eftersom ¢(0) = f(0+), ar slutsatsen att

h_}m sf(s) = h_}m(s+a)f(s+a) = li_>m S—;a -sf(s+a) = SlLr&sf(s+a)
— lim g % K,(0) = g(0) = £(0).

5—00

(b) kan ocksa reduceras till att bli ett specialfall av sats 7.3.1, men foljande
direkta bevis &r enklare.
Lat € > 0 vara givet. Eftersom s fooo e stdt =1, ar

s(s) = floe) = [ s(r() = o)) e .

Vilj talet A tillréckligt stort for att garantera att |f(t) — f(o0)| < € for alla
t > A, och skriv integralen ovan som en summa av integraler 6ver intervallen

[0, A] och [A, oo:

sf(s)—f(oo):/o sf(t)e‘“dt—/o sf(oo)e " dt
—l—/:os(f(t)—f(oo)) e st dt

:Il+[2+[3-

De tre ingaende integralerna kan nu uppskattas pa foljande sétt:

A A
|]1]§s/ |f(t)|e—stdtgs/ F(O)]dt =0, dis— 0+
0 0

A
|]2]§s|f(oo)|/ et dt < As|f(00)| = 0, da s — 0+
0

o0

Bl < [ 1) - feolsear < [

o
ese St dt < e/ se St dt = e.
A 0

Foljaktligen finns det ett 6 > 0 sa att |I;| < € och |Io] <€ for 0 < s < 9.
Det foljer att .
[sf(s) = f(o0)| < [Ia] + |L2| + 15| < 3e,

om 0 < s < 4. Detta bevisar pastaende (b). O

8.4 Dynamiska system

En del dynamiska system kan beskrivas schematiskt med hjalp av figur 8.1.
Systemets faktiska tillstand vid tidpunkten ¢ beskrivs av tillstandsvariabeln
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x(t) (som i allménhet &r en vektorvird funktion, men lat oss for enkelhetens
skull anta att z(¢) ar en vanlig reellvird funktion). Vi kan paverka systemet
via funktionen wu(t) (insignalen), och vi observerar systemet med hjalp av
funktionen y(t) (utsignalen).

Insignal Tillstand Utsignal
u(t) z(t) y(t)

Figur 8.1.

Lat oss anta att systemets tillstand for tidpunkter ¢ > 0 beskrivs av en
linjar differentialekvation av typen

a2 (1) + a1 2"V () 4 agx” () + ay 2 (1) + apx(t) = u(t)
med a,, # 0, att systemet &r i vila vid tidpunkten ¢ = 0, dvs. att
2" (0) = - = 2"(0) = 2/(0) = 2(0) = 0,

och att utsignalen y(¢) &r en linjairkombination av derivator till () av hogst
ordning n — 1, dvs. att

y(t) = by 2™V (@) 4 - boa” (8) + by () + boa(t).
Lat P(s) och Q(s) beteckna polynomen

P(8) = a8 + ap_ 18"+ + aps® +a1s + ag och

Q(S) = bn_lsn_l + 4 b282 + b18 + b().
Pa grund av begynnelsevillkoren &r (k) (s) = s*#(s), sa genom att Lapla-
cetransformera de bada likheterna ovan innehallande u(t) resp. y(t), far vi
sambanden

P(s)i(s) = u(s) och y(s) = Q(s)i(s).

Elimineras Z(s) blir resultatet

Funktionen G(s) = Q(s)/P(s) kallas systemets dverforingsfunktion. Denna
funktion &r en rationell, och eftersom téljaren har ligre grad &n ndmnaren ar
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den Laplacetransform till nagon kontinuerlig funktion g(¢), som kallas syste-
mets viktfunktion. Enligt sats 8.2.1 ar L[g * u](s) = g(s)u(s) = G(s)u(s) =
7(s). Sambandet mellan utsignal och insignal ges dérfor av en faltning, nam-
ligen

y(t) = (g +u)(t) = / g(t — )u(z) dz.

EXEMPEL 8.4.1 Som konkret exempel betraktar vi en partikel med massa
m som ror sig langs z-axeln under paverkan av en yttre kraft u(t). Lat z(t)
beteckna partikelns lage vid tidpunkten ¢, och antag att den &r i vila da ¢ = 0.
Lat oss slutligen anvinda ldget som den observerade variabeln (utsignalen).
Enligt Newtons rorelselag beskrivs systemets tillstand av differentialekva-
tionen ma”(t) = u(t), och y(t) = x(t). I foreliggande situation &r saledes
P(s) = ms?, Q(s) = 1, G(s) = 1/ms® och g(t) = t/m. Sambandet mellan
kraft (insignal) och ldge (utsignal) beskrivs saledes av integralekvationen

y(t)=m | (t —2)u(z)dz.
0 O

8.5 Diracmattet

Kraft och impuls

| 1w
2(t)

Figur 8.2.

Betrakta ett foremal med massa m som kan rora sig utefter x-axeln. For
tidpunkter ¢t < 0 befinner det sig i vila i origo. For ¢ > 0 utsétts det av en
kraft f(¢), som sétter foremalet i rorelse sa att det vid tiden ¢ befinner sig i
punkten z(t) och har hastigheten v(t) = /().

Foremalets rorelse beskrivs av Newtons lag:

f(t) = ma(t) = mv'(t),

och genom att integrera detta samband 6ver intervallet | — oo, ¢] erhaller vi
(eftersom f(t) = 0 for t < 0):

/too f(s)ds = /Otf(s) ds = m/ot v'(s)ds = mo(t) — mv(0) = mo(t).
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I fysik kallar man I(t) = mu(t) for foremalets impuls, och sambandet ovan
innebér alltsa att forandringen i ett féremals impuls 6ver ett tidsintervall &r
lika med integralen av kraften 6ver samma intervall. Om vi antar att kraften
f(t) = 0 utanfor intervallet [0,7T], att m = 1 och att fOT f(t)dt = 1, och
plottar kraften respektive impulsen som funktioner av tiden, far vi grafer
med foljande utseende:

f) 1(t)

T t T ¢

Figur 8.3. Kraften respektive impulsen som funktion av tiden.

Lat nu foremalet ifraga vara en biljardboll, som vid tidpunkten ¢ = 0
utsétts for en kraftig stot. Tidsintervallet [0, h] under vilket stotkraften verkar
pa bollen &r mycket kort — lat oss anta att

1/h da0<t<h
fult) = / e
0 for ovrigt.

Impulsen blir da

. 0 fort <0
Ih(t):/fh(s)ds: t/h for0<t<h
> 1 for t > h.

Graferna for kraften f,(¢) och impulsen I, (¢) har nu féljande utseende:

1/h 5 fu(t)

H
|
|
I In(t)
|
|
|
|
|
h

t h t

Figur 8.4. Stotkraft och motsvarande impuls.
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Heavisidefunktionen

Vi undersoker gransvérdet av I,(t) da h gar mot 0. Tydligen &r

h—0

0 omt<0
1 omt>0.

Detta ger oss anledning att introducera den s. k. Heavisidefunktionen H, som
definieras som

H(t) =

0 omt<0
1 omt>0.

Vi bryr oss inte om att ge Heavisidefunktionen nagot vérde for ¢t = 0, eftersom
vardet dédr dnda ar ovéasentligt for den kommande diskussionen.

H(t)

t

Figur 8.5. Heavisidefunktionen.

Tydligen gar impulsfunktionen I (t) mot H(t) da h gar mot 0, sa darfor
beskriver Heavisidefunktionen impulsen med god approximation for krafter
som verkar under mycket kort tid. Slutsatsen géller &ven om stotkraften har
ett annat utseende dn det som ges av figur 8.4. For alla kraftfunktioner f,(t)
som dr 0 utanfor intervallet [0, h] och vars integral 6ver intervallet [0, h] &r
lika med 1, géller att motsvarande impulsfunktioner [,(¢) konvergerar mot
Heavisidefunktionen da A — 0. (Om integralen av kraftfunktionen istéllet ar
konstant lika med «, sa konvergerar impulsen mot oH (t).)

Vi gor dérfor en idealisering av verkligheten och séger att impulsen vid en
stot ges av Heavisidefunktionen (eller en multipel av densamma). Men kan
man da pa nagot vettigt sett beskriva impulsen som en integral av nagonting,
dvs. &r

(8.5.1) H(t) = /_t £(s)ds

for nagon icke-negativ "kraft” f. Problemet &dr att det inte kan finnas nagon
funktion f som astadkommer detta. For alla intervall [a, b] som inte innehaller
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0 &r fab f(s)ds = H(b) — H(a) = 0, och detta medfor att f(s) = 0 pa alla
sadana intervall, dvs. f(s) = 0 for alla s # 0, och da blir ju ffoo f(s)ds=0
for alla t, vilket strider mot definitionen av funktionen H.

Diracmattet

I en sadan situation finns det bara en sak att géra — savida man inte ger upp
forstas — namligen att uppfinna ett nytt objekt. Vi definierar Diracmattet
eller Diracdistributionen' §(t)dt genom att kriva att

/ " o(0)6(t) dt = (0)

—00

ska gilla for alla funktioner ¢ som &r kontinuerliga i en omgivning av origo.
Da blir speciellt

0 omt<O

t 00
d(s)ds = oo d(s)ds = X1—00(0) = = H(t
| 865 = [ a6 ds = 30 {1 e =
sa vi har uppfunnit ett objekt f(¢) = §(¢) som uppfyller ekvation (8.5.1).

En konsekvens av definitionen ar att

/_ o0 (1)3(1) dt = p(0)£(0) = £(0) / " p(1)a(t) di = / " o) £(0)5(8) dt.

o0 —0o0 —0o0
om funktionerna f och ¢ ar kontinuerliga i en omgivning av 0, och dérfor

finns det ingen anledning att skilja pa objekten f(¢)d(¢) och f(0)d(t). For
kontinuerliga funktioner f dr med andra ord

Faltningen f * ¢ mellan en kontinuerlig funktion f och Diracmattet defi-
nieras som

(o) = [ sie-s)its)as

Definitionen ovan av Diracmattet ger direkt att (f % 0)(t) = f(t —0) = f(¢),
dvs.

fxd=f

Med avseende pa faltning fyller med andra ord Diracmattet § samma funktion
som talet 1 gor med avseende pa multiplikation av tal.

'Fysiker, som inte #r lika noga som matematiker, siger Diracfunktionen J(t).
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Heavisidefunktionens derivata

Heavisidefunktionen &ar forstas deriverbar i alla punkter utom ¢ = 0 med
derivata H'(t) = 0. Daremot existerar inte H’(0) hur vi &n definierar H(0),
eftersom Heavisidefunktionen har en diskontinuitet i origo. Men om vi lamnar
klassen av traditionella funktioner kan vi pa ett meningsfullt sétt definiera ett
derivatabegrepp som gor att Heavisidefunktionen blir ”6verallt deriverbar”.

Vi antar darfor att derivatan H'(¢) finns i nagon mening och att vi kan
rdkna med denna derivata pa ”vanligt sitt” i formeln for partiell integration.
Lat vidare ¢ vara en kontinuerligt deriverbar funktion som &r identiskt noll
utanfor nagot begransat intervall, vilket innebédr att ¢(t) = 0 for [t| > a,
om talet a &r tillrdackligt stort. Genom partiell integration far vi da féljande
resultat:

a

/ " o0 H (1) di = / "ot () di = [p(t)H(£)]* — / o (D H(t) dt

©'(t) dt

©(0)

= p(a)H(a) — p(—a)H(—a) — ;
=0-0-[p(t)]s = ¢(0) — ¢(a)

- / T S8t dt.

[e o]

Detta ger oss anledning att uppfatta H'(t) och §(t) som samma sak, dvs.

Heavisidefunktionens derivata ar saledes lika med Diracmattet.

Diracmattets Laplacetransform

Laplacetransformen f (s) till en funktion f, som &r definierad pa halvaxeln
[0, 400], ges som bekant av formeln

F(s) = / " Ftyetdt.

For funktioner f som ocksa ér definierade i en omgivning till vanster om
origo, och som har dndlig integral da man integrerar 6ver ett litet intervall
runt origo, ar

h—0—

0
lim / f(t)e ™ dt =0
h
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sa darfor kan man for dem lika gidrna definiera Laplacetransformen som

f(s) = lim /hoo f(t)e " dt,

h—0—

och grinsvirdet i hogerledet brukar av naturliga skal betecknas
ft)e " dt.
0—

For integraler som innehaller Diracmattet bor integrationsintervallet inte
innehalla 0 som randpunkt. Av den anledningen definierar vi nu Laplace-
transformen 0(s) till Diracmattet pa foljande sétt:

o(s) = /OO e o) dt =e 0 = 1.

Resultatet verkar vettigt, ty sambandet mellan Laplacetransformerna till
en vanlig funktion och funktionens derivata, som med var modifierade defi-
nition har formen

fi(s) = sf(s) = f(0-),
giiller nu dven for Heavisidefunktionens derivata H' = 6, eftersom H(s) = 1/s
och H(0—) = 0.

Fundamentall6sningen

EXEMPEL 8.5.1 Lat oss bestimma den allménna l6sningen till differential-
ekvationen

(8.5.2) v +2y=20
samt den speciella 16sning som uppfyller villkoret

(8.5.3) y(0—) = lim y(t) = 0.

t—0—
Differentialekvationen &ar linjar av forsta ordningen, sa vi borjar med att
bestimma en integrerande faktor, som i det hér fallet &r e?. Efter multipli-
kation med denna far vi den ekvivalenta ekvationen

%(ye%) — &25(t) = 205(1) = 8(t) = %H(t)

med slutsatsen att ye? = H(t) + C for nagon konstant C. Foljaktligen &r

y=-e 2 H(t)+Ce™ ™
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den allménna l16sningen till den givna differentialekvationen.
Eftersom H(0—) =0 dr C =y(0—) =0, sa

y=e "H(t)
dr den speciella 16sning till (8.5.2) som ocksa uppfyller begynnelsevillkoret

(8.5.3). Denna speciella 16sning kallas fundamentallosningen till differentia-
lekvationen y' + 2y = u(t). O

Allmént har vi féljande definition: Med fundamentallosningen till en linjar
differentialekvation

Y™ +a, 1y 4t ay +agy = u(t)
menas den 16sning till differentialekvationen
v+ g™V b ay fagy =6
som uppfyller begynnelsevillkoren
Yy (0-) =y (0-) = +y/(0-) = y(0-) =0,

Med de givna begynnelsevillkoren har differentialekvationen en entydig
16sning. Pa intervallet | — oo, 0[ satisfierar uppenbarligen nollfunktionen savél
differentialekvationen som begynnelsevillkoren, sa dérfor dr fundamental-
16sningen identiskt lika med 0 for ¢ < 0.

EXEMPEL 8.5.2 Vi bestdammer fundamentallosningen till differentialekva-
tionen

y' =y — 6y =u(t).
Den hér gangen anvénder vi Laplacetransformen fér att bestdmma funda-
mentallosningen, dvs. 16sningen y(t) till differentialekvationen

y”—y'—6y:5

med begynnelsevillkoren 3'(0—) = y(0—) = 0. Sitt Y(s) = ¢(s). Pa grund
av begynnelsevillkoren dr y/(s) = sY(s) och y”(s) = s*Y(s). Vidare har
Diracmattet Laplacetransform 1, sa genom att Laplacetransformera differen-
tialekvationen far vi ekvationen

s*Y (s) — sY (s) — 6Y(s) =
(s —s5—6)Y(s) =
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med slutsatsen att

(1) = S (@ H (D) — o H(1) = £ — ) H(1)

(Vi maste multiplicera med heavisidefunktionen H(t) eftersom y(t) = 0 for
t<0.) O

Med hjélp av fundamentallésningen kan man konstruera en partikulér-
16sning for varje hogerledsfunktion u. Foljande sats ger receptet.

Sats 8.5.1 Lat E(t) beteckna fundamentallosningen till differentialekvatio-
nen

(8.5.4) Y™ a1y Y+ ay) + agy = u(t).

Da dr faltningen

y(t) = (Exu)(t)
fort > 0 den partikuldrlosning till differentialekvationen som uppfyller be-
gynnelsevillkoren

y"(0-) =y (0-) =+ (0-) = y(0—-) = 0.
Bevis. Att E(t) ar fundamentallosningen betyder att
(8.5.5) E™ () 4 ap BV () + -+ 4 a1 E'(t) 4 agB(t) = 6(t)

och att E(t) satisfierar begynnelsevillkoren ovan.
Satt
P(s) = 8" + ap_15" "+ -+ a5+ ag,

och 1at vidare §i(s), E(s) och @(s) beteckna Laplacetransformerna till den
sOkta partikularlosningen, fundamentallésningen resp. hogerledsfunktionen
u(t). Genom att Laplacetransformera de bada differentialekvationerna (8.5.4)
och (8.5.5) far vi sambanden (jamfor med exemplet ovan)

P(s)fg%(s) =u(s) och
P(s)E(s) =1

Den andra ckvationen ger att 1/P(s) = E(s), vilket insatt i den forsta ckva-
tionen leder till att

j(s) = a(s)/P(s) = E(s)u(s) = (E *u)(s).
Foljaktligen ar y(t) = (E x u)(t). O
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Impulssvar

Betrakta en svart lada med insignal u(t), viktfunktion k(¢) och utsignal y(t).
Sambandet mellan insignal och utsignal ges da per definition av faltningen

y=kxu.
Genom Laplacetransformering fas féljande ekvivalenta formulering
y(s) = K(s)u(s),
diir K (s) = k(s) ér dverforingsfunktionen.

Ladans funktion &r helt bestdmd av 6verforingsfunktionen. Hur ska man
da bestamma denna? Ja, enklast ar forstas att studera vilken reaktion som
fas da man skickar in en signal med Laplacetransform u(s) = 1. Utsignalens
transform blir da 7(s) = K(s). Overforingsfunktionen 6verenstdmmer med
andra ord med utsignalens transform da insignalen &r lika med Diracpulsen
0. I praktiken kan man naturligtvis bara astadkomma en approximativ sadan

puls, ndmligen en insignal som &ar skild fran noll under ett kort intervall och
har integral lika med 1.

Ovningsuppgifter till kapitel 8

8.1 Bestdam funktionen f om dess Laplacetransform ar
1 1 6s? + 4s — 2

b) — —
2) s(s+1) ) s2+4s+29 °) (s —2)2(s2+2s+2)
se”? e’ s+3
d) —_— f) 1 .
) @rie ) G162 ) I
8.2 Bestdm Laplacetransformen till funktionen f om
1 dao<t<1 t da0<t<l1
a) f(t) = - b) f(t) = -
0 for ovrigt 0 for ovrigt

c¢)funktionen #r periodisk med period 1 och f(t) =t for 0 <t < 1.

8.3 Bestém en funktion f som &r definierad pa intervallet [0, co[ och som l5ser
integralekvationen

t
/ uf(t —u)du = tsint.
0

8.4 Bestdm funktioner z(t) och y(t), definierade for ¢t > 0, sa att
t
x(t) = / y(t —u) du
0

t
y(t) = 1—1-2/ x(t — u) cosudu
0
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8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

8.12

Bestdam en 16sning till integralekvationen

t
/ f(t —u)cos2udu = sint, t > 0.
0

Los med hjilp av Laplacetransformering systemet
r+y =2
' —x -2y —y=sint
med begynnelsevirdena x(0) = 2 och y(0) = 1.

Los systemet
{ S +y= 5 th

y// = 3€2t,
dér y(0) = 2(0) =1, ¥/'(0) =2/(0) =2.

Los integralekvationen

y(t) =t+ 2/0 cos(t —u) y(u) du.

int
Berikna Laplacetransformen till funktionen f(t) = %
t 1 —e ¥
Berikna Laplacetransformen till f(t) = / du.
0 u

Berikna Laplacetransformen till f(¢) = t*, a > —1, genom att (for a > 0)
hérleda en differentialekvation for transformen.

Antag att funktionen f:s Laplacetransform f (s) existerar for s > 0, och lat
g beteckna Laplacetransformen till funktionen f, dvs. g(s) = L[f](s). Visa
att o f(s
g(s) = S dt.
0 t + s

(Man kallar g for Stieltjestransformen av f.)






Kapitel 9

Utblickar mot abstrakt
harmonisk analys

Lasaren kan knappast ha undgatt att mérka de stora likheterna i resul-
taten for fourierserier och fouriertransformer. Detta dr naturligtvis ingen
tillfallighet utan det finns en bakomliggande generell teori. En grundlig ge-
nomgang av denna forutsidtter kunskaper i funktionalanalys, matt- och in-
tegrationsteori och topologi, sa diskussionen i detta kapitel blir darfér nod-
vandigtvis skissartad.

9.1 Lokalt kompakta abelska grupper

Abelska grupper

Gemensamt for T, Z, R och Zy, som varit vara spelplaner for fourieranaly-
sen, dr att de dr abelska grupper.

En grupp G ar en méngd som &r forsedd med en binér operation -, dvs.
en operation som till varje par a, b av element i G tillordnar ett element a - b
i GG, som uppfyller foljande tre gruppaxiom:

(i) a-(b-c) = (a-b)-c for alla element a,b,c € G.
(ii) Det finns ett unikt neutralt element 1i G sa att a-1 =1-a = a for alla

acG.
(iii) For varje element a € G finns det ett unikt inverst element a™! sa att
a-at=atla=1.

Vanligtvis utelimnar man operationssymbolen - och skriver ab istéllet for
a - b, precis som vid vanlig multiplikation.

Gruppen kallas kommutativ eller abelsk om gruppoperationen ar kommu-
tativ, dvs. om

193
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(iv) a-b=b-a for alla gruppelement a, b.

I abelska grupper anvinder man oftast additiv notation, dvs. man an-
vinder + som symbol for gruppoperationen, kallar det neutrala elementet 0
och skriver —a for inversen till a. De fyra gruppegenskaperna blir med andra
ord: a+ (b+c¢)=(a+b)+c,a+0=0+a=a,a+(—a) =—a+a=0och
a+b=>b+a.

T, Z, R och Zy &r som redan ndmnts abelska grupper; gruppoperationen
+ &r for dessa grupper addition modulo 27, addition av heltal, addition av
reella tal resp. addition av heltal modulo N. Gruppen T kan ocksa som méngd
identifieras med enhetscirkeln i komplexa talplanet via avbildningen t — e,
och gruppoperationen i T motsvaras da av multiplikation av komplexa tal.

Andra exempel pa naturliga abelska grupper ar R™ och T", dar grupp-
operationen &ar komponentvis addition i R resp. i T.

Begreppet translation har en naturlig definition i abelska grupper G. Om
X &r en delméngd till gruppen och a &r ett gruppelement, sa kallas méngden
a+X ={a+x | x € X} ett translat till X. Och om f &r en funktion
som &r definierad pa hela gruppen, kallas funktionen f,, definierad av att
fa(z) = f(x —a) for alla o € G, ett translat till f.

Topologiska grupper

Vara grundlaggande objekt T, Z, R och Zy bér inte bara pa en algebraisk
struktur, utan de har ocksa en topologisk struktur, som gor det mojligt att
tala om kontinuitet for funktioner som ar definierade pa grupperna och for
sjalva gruppoperationerna addition (4) och inversbildning (—). Topologin
definieras av att man specificerar vad som skall menas med (dppna) omgiv-
ningar till gruppelementen.

En grupp med ett omgivningsbegrepp som uppfyller vissa naturliga vill-
kor som vi inte specificerar hér, och som gor att gruppoperationerna blir
kontinuerliga, kallas en topologisk grupp. Det récker harvidlag att precisera
omgivningarna till gruppens neutrala element, ty omgivningarna till vriga
gruppelement fas som translat.

I gruppen R &r de 6ppna omgivningarna av 0 6ppna intervall ]a, b[ med
a < 0 < b, och i gruppen T = [0,27| har de 6ppna omgivningarna av
nollelementet formen [0, a[ U ]b, 27r[ med a > 0 och b < 27. Aven i grupperna
Z och Zy har vi ett omgivningsbegrepp, fast av det mer triviala slaget; varje
delméngd av Z resp. av Zy innehallande 0 &r en 6ppen omgivning till 0, och
speciellt ar saledes enpunktsméingden {0} en 6ppen omgivning.

Grupperna T och R ar tydligen kontinuerliga topologiska grupper i den
meningen att det i varje 6ppen omgivning av ett godtyckligt element finns
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andra gruppelement. Grupperna Z och Zy ar ddremot diskreta grupper,
vilket betyder att det for varje element finns det en omgivning som inte
innehaller nagot annat element.

Haarmattet

For att man skall kunna utveckla nagon slags motsvarighet till fourieranaly-
sen pa en grupp behéver man forstas ett anviandbart integralbegrepp, och
for att kunna definiera ett sadant behdver man kunna méta ”storleken”
hos delméngder till gruppen. For grupperna Z och Zy &r detta enkelt;
en delmingds matt &r helt enkelt lika med antalet element i delméngden.
En &andlig delméngds matt blir ddrigenom ett icke-negativt heltal, medan
odndliga delméngder av Z far matt +oo.

Mattet for ett intervall i T eller R &r lika med intervallingden, och mattet
for en mangd som ar en disjunkt union av intervall ar lika med summan av
intervallingderna. Man kan sedan utvidga definitionen sa att varje ”vettig”
méngd blir méatbar, och det matt man far pa detta vis kallas Lebesquemattet.

En viktig egenskap hos Lebesguemattet och hos de diskreta matten pa
grupperna Z och Zy ar att de ar translationsinvarianta, dvs. ett godtyckligt
translat @ + X har samma matt som méngden X.

Det finns en viktig klass av topologiska grupper for vilka man kan kon-
struera en motsvarighet till det translationsinvarianta Lebesguemattet pa R,
och det ar grupper i vilka nollelementet har en 6ppen omgivning, vars slutna
holje ar kompakt. Sadana grupper kallas lokalt kompakta. Grupperna T, R,
Z och Zy &r uppenbarligen lokalt kompakta.

Varje lokalt kompakt abelsk grupp G har saledes ett translationsinvariant
matt m, och detta matt dr unikt i den bemérkelsen att om m; och msy ar
tva translationsinvarianta matt, sa finns det en positiv konstant ¢ sa att
m1(X) = emo(X) for alla (métbara) delméngder X. Translationsinvarianta
matt kallas Haarmatt.!

I grupperna R och T &r Haarmattet det vanliga Lebesguemattet. Det kan
vara praktiskt att normalisera Haarmattet i gruppen T sa att hela gruppen
far matt 1, vilket forklarar forekomsten av faktorn 1/27 i definitionen av
LY(T)-normen och fourierkoefficienterna f(n).

I diskreta grupper, som Z och Zy, far man ett Haarmatt m genom att
lata m(X) vara lika med antalet element i méngden X.

For varje givet matt, och da speciellt for Haarmattet m, kan man pa
ett naturligt sdtt definiera ett integralbegrepp. Definitionen av integralen

IEfter den ungerske matematikern Alfréd Haar, 1885-1933, som introducerade mattet.
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fG f dm for komplexvirda funktioner f som &r definierade pa hela gruppen
gar i stora drag till sa héar:

(i) Lat oss kalla en funktion f pa G for enkel om den bara antar uppriakne-
ligt manga funktionsvirden, dvs. om man kan skriva G som en disjunkt
union | J7, X, av upprékneligt manga (métbara) delméngder och det
finns tal ¢, sa att f(z) = ¢, for alla z € X,,. For reella, icke-negativa
sadana enkla funktioner sdtter man

/ fdm = i cnm(Xy).
G n=1

(ii)) Om f: G — R ér en godtycklig (métbar) funktion sétter man

/fdm:sup/gdm,
G a

dér supremum tas over alla enkla reellvirda funktioner g som uppfyller
0<g(z) < f(x) for alla z € G.

(iii) En godtycklig reell funktion f kan skrivas som en differens f = f; — fo
av tva icke-negativa funktioner, varpa man sétter

/Gfdm:/cfldm—/efgdm

forutsatt att minst en av integralerna &r éndlig. I 6vriga fall lamnas
integralen odefinierad.

(iv) Komplexvérda funktioner delas upp i real- och imaginérdel, varpa in-
tegralen definieras pa ett uppenbart sétt.

I fortsdattningen anvédnder vi den traditionella beteckningen for integraler
och skriver [, f(z)dz istéllet for [, f dm, da m &r Haarmattet.

Translationsinvariansen hos Haarmattet oversétts omedelbart i foljande
translationsinvariansegenskap hos integralen: For alla a € G och alla inte-
grerbara funktioner f &r

/Gf(m—a) dx = /Gf(m) dz.

I de bada diskreta grupperna Z och Zy, dir Haarmattet for en en-
punktsméngd &r 1, blir integralen en summa. For en funktion (dvs. f6ljd)
f=(f(n))>, definierad pa Z &r med andra ord

[rwar= 3" o0

n=—oo
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LYG) och L*(G)

Med L'(G) menas méingden av alla (métbara) komplexvirda funktioner f
pa gruppen G som uppfyller

I£1h Z/Glf(x)|dx < o0,

Med den vanliga definitionen av addition av funktioner och multiplikation
med skaldrer blir L'(G) ett normerat vektorrum. Rummet &r vidare full-
standigt i den meningen att varje Cauchyfoljd av funktioner i rummet har
ett gransvarde som ocksa tillhor rummet. Fullstdndiga normerade vektorrum
kallas Banachrum, sa L'(G) ar ett Banachrum.

For L'(G)-funktioner f och g kan man vidare definiera faltning f * g
genom formeln

f*ﬂ@=iLf@—yM@ﬁm

och den sa erhallna funktionen f x g ligger ocksa i L'(G), och uppfyller
normolikheten || f * g||1 < || f|l1llg]l1-

Pa rummet L'(G) av funktioner har vi nu tre intressanta operationer —
multiplikation med skalédr, addition av funktioner och faltning — med ett
antal egenskaper, exempelvis (f+¢g)xh = fxh+gxh, fx(gxh) = (f*g)*h
och f*g = g* f. Rummet L'(G) &r kort sagt en kommutativ Banachalgebra.

Ett annat mycket viktigt rum r inre produktrummet L?(G), som bestar
av alla (métbara) funktioner f pa gruppen som uppfyller

1= ([ 1@ dr) ™ < o0

och med

mmzﬂjuﬁﬁm

som inre produkt. Aven rummet L?(G) dr fullstéindigt, dvs. varje Cauchfoljd
av funktioner i rummet har ett gransviarde som tillhér rummet, sa rummet
ar ett s. k. Hilbertrum.

9.2 Fouriertransformen

I fortsdttningen antas G vara en godtycklig lokalt kompakt abelsk grupp. Ge-
neraliseringen av fourieranalysen till sadana grupper kallas harmonisk analys.

Det forsta steget i en sadan abstrakt analys ar att finna motsvarigheterna
till de harmoniska sviingningarna, som i fallet G = T ir funktionerna ™. De
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tva egenskaper hos dessa funktioner som later sig generaliseras till allménna

grupper &r att |e™| = 1 och e™™ . "t = gi(m+n)t,

:e(

Karaktirer och den duala gruppen

Med en karaktdr x pa G menas en kontinuerlig funktion y: G — C med
foljande tva egenskaper:

(i) |x(a)| =1 for alla a € G;
(ii) x(a+b) =x(a)- x(b) for alla a,b € G.
Direkt ur karaktarsdefinitionen foljer att karaktdarerna pa en grupp G har
foljande egenskaper:
(a) Om x; och ys dr karaktédrer, sa dr ocksa deras produkt y;-x2 en karaktér.
(b) Den konstanta funktionen 1 &r en karaktér.
(c) Om x ér en karaktér, sa ar funktionen X (= 1/x) ocksa en karaktér.

Vidare ér uppenbarligen x1 - x2 = x2 - x1 och x1- (X2 x3) = (x1°X2) * X3,
eftersom detta ér egenskaper som alla funktioner har.

Karaktérerna till en lokalt kompakt abelsk grupp G bildar med andra
ord en abelsk grupp, om vi anvénder oss av multiplikation av funktioner som
gruppoperation. Denna grupp kallas den duala gruppen till G och brukar
betecknas G.

Fouriertransformen

For f € LY(G) och y € G séitter man

_ /G F(@)x(-

vilket &r véldefinierat eftersom |x(—z)| = 1, och dérigenom definieras en
komplexvérd funktion f med den duala gruppen G som definitionsméangd.
Funktionen f G — C kallas fouriertransformen till f.

Triangelolikheten for integraler ger med en gang att

(9.2.1) FO0l < 11£1

for alla x € G. Fouriertransformen till en L'-funktion #r med andra ord en
begrédnsad funktion pa G.

Kan man sidga mer — &r fouriertransformen f en kontinuerlig funktion?
For att besvara den fragan maste man forst precisera topologin pa den duala
gruppen — &n sa ldnge har vi bara sagt att G ir en grupp och inte ndmnt
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nagonting om dess topologi. Vi infér nu en sadan genom att som omgivningar
i G ta med precis sa manga mangder som behovs for att fouriertransformerna
till samtliga L'(G)-funktioner skall bli kontinuerliga. Man kan visa att detta
definierar en topologi pa den duala gruppen som gor den till en lokalt kom-
pakt abelsk grupp, och i denna topologi blir fouriertransformen per definition
kontinuerlig. Fouriertransformen f tillhor med andra ord rummet C(G) av
alla kontinuerliga funktioner pa G.

Man kan visa mer, niamligen att f(y) gar mot 0 i oéindligheten, vilket
svarar mot Riemann-Lebesgues lemma i fallet G = R. I det allménna ab-
strakta fallet siger man att en funktion ¢ € C(G) gar mot 0 i oéndligheten
om det for varje € > 0 finns en kompakt delmingd K av G sa att |p(x)| < €
for alla y som inte tillhor K, och rummet av alla kontinuerliga funktioner
som gar mot 0 i oandhgheten betecknas CO(G) (For kompakta grupper G
blir per definition Co(G) = C(G).)

Rummet CO(@) ar en algebra med addition av funktioner, multiplikation
med skaldr och multiplikation av funktioner som algebraoperationer, och med
normen

[eo]] = max [o(x)]
XEG

blir rummet en fullsténdig normerad algebra, dvs. en Banachalgebra.
Eftersom fouriertransformen f till en L'(G)-funktion ligger i Co(G), far
man en operator F: L'(G) — Co(G) genom att siitta

F(f) =1

De viktigaste egenskaperna hos operatorn F &r sammanfattade i féljande
sats.

Sats 9.2.1 Fouriertransformeringsoperatorn F: LNG) — Co(G) har fol-
jande egenskaper:

(i) Den dr linjar, dvs. F(af + Bg) = oF(f) + BF(g).
(ii) Den dr multiplikativ, dvs. F(f xg) = Ff - Fg.
(i1i) Den dr begrinsad, dvs. ||[F(f)| < |||l
(iv) Den dr injektiv, dvs. F(f)=F(g9) = [ =g.
(v) Givet att Haarmattet dx pa G dr fizerat finns det en normalisering av

Haarmattet dx pa G sd att foljande inversionsformel gdller:
For alla LY(G)-funktioner f med fouriertransform f i LY(G) dr

/ FOOx(x) dy,

dér likheten skall tolkas som likhet for L'(G)-funktioner, dvs. nistan
dverallt. Speciellt rader likhet dverallt om funktionen f dr kontinuerlig.
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Anmdrkning. Déremot &r operatorn F i allménhet inte surjektiv, dvs. det
finns Cy(G)-funktioner som inte ér fouriertransformer.

Bevis. Linearitetsegenskapen, dvs. att (af + 89)" = af + 3§, foljer av att
integralen &r linjar, och multiplikativiteten, dvs. att m = f - g, foljer
genom omkastning av integrationsordningen precis som i fallet G = R. Be-
gransningen #r en omedelbar konsekvens olikheten (9.2.1).

Beviset for injektivitet och for inversionsformeln maste vi utelamna hér.

]

9.3 De klassiska grupperna

Lat oss nu ga igenom vara fyra klassiska grupper for att se vad de abstrakta
begreppen blir i dessa fall.

Gruppen T

Karaktérerna pa gruppen T utgérs av funktionerna y,(t) = €™, dir n ir ett
godtyckligt heltal. Eftersom x,,(t) - Xm(t) = Xnim(t) dr vidare den avbildning
o7 — ’T‘, som fas genom att sétta ¢(n) = x,, en 1-l-avbildning som
respekterar gruppoperationerna i respektive grupper. Sadana avbildningar
kallas (grupp)isomorfier.

Isomorfin ¢ innebér att man "rdknar med” T som man riknar med Z
och gor att man kan identifiera den duala gruppen till T med just gruppen
7 och skriva T = Z.

Om man normaliserar Haarmattet pa T sa att ett intervall av langd /¢ far
matt ¢/2m, sa blir fouriertransformen

R 1 2

fow) =5 [ e an

dér dt &r det vanliga (Lebesgue-)mattet pa T. Genom att skriva f(n) istéllet

for f(x») har vi saledes aterfatt var ursprungliga definition av fouriertrans-
formen till en L'(T)-funktion.

Inversionsformeln R _
F&) =" f(n)e™

nez

for L'(T)-funktioner med absolutkonvergent fourierserie (och dér likheten
skall uppfattas som likhet for L!-funktioner), som ir en konsekvens av sats
4.6.2, visar att den korrekta normaliseringen av Haarmattet pa den duala
gruppen Z bestar i att ge varje punkt mattet 1.
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Gruppen Z

For varje reellt tal ¢ dr funktionen y;(n) = €™ en karaktir pa Z, och al-
la karaktdrer pa Z har den formen. Eftersom y;, = x; om t; — ty &r en
multipel av 27, maste vi emellertid begréansa t-virdena till T = [0, 27| for
att avbildningen ¢: T — 2, definierad av att ¢(t) = x;, skall vara bijektiv.
Avbildningen bevarar vidare gruppoperationerna och &r dérfoér en gruppiso-
morfi, vilket innebér att vi kan identifiera karaktarsgruppen Z med T.

En L'-funktion f pa Z #r detsamma som en f6ljd (f(n))>>__ med abso-
lutkonvergent summa, och med Haarmattet pa Z normaliserat pa det natur-
liga séttet, dvs. sa att varje enpunktsméngd far matt 1, blir

~

)= flx) = Z f(n)e .

nez

Eftersom serien &r likformigt konvergent, ar fouriertransformen f en konti-
nuerlig funktion, och genom att kasta om ordningen mellan summation och
integration far vi som resultat

1 27rA )
fn) =5 | e

vilket &r den konkreta versionen av inversionsformeln fér gruppen Z.

Gruppen R

For varje reellt tal w #r funktionen y,(t) = ! en karaktir pa R, och alla
karaktérer har den formen. Genom att sétta ¢(w) = x, erhaller man en
isomorfi ¢: R — ﬁ, som gor att man kan identifiera den duala gruppen R
med gruppen R sjélv.

Fouriertransformen

fo)= [ foetar
och inversionsformeln fér funktioner med fouriertransform tillhérande L'(R.)
L% s et
ft)=o- | [lw)e* dw
2r J_ o

visar, att om man véljer det vanliga Lebesguemattet dt som Haarmatt pa R
sa maste man vélja normaliseringsfaktorn 1/27 for att fa "réatt” Haarmatt
pa den duala gruppen. (Om man &dndrade definitionen av Fouriertransfor-
men genom att multiplicera integralen med 1/v/27, sa skulle man fa samma
normaliseringsfaktor i inversionsformeln.)
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Gruppen Zy

Karaktidrerna pa den éndliga gruppen Zy bestar av de N funktionerna
xr(n) =¥ */N k= 0,1,..., N—1, och eftersom (1) Xm (1) = Xrtm(n),
dér additionen k + m sker i Zy, definierar avbildningen k = x3 en isomorfi
mellan Zy och den duala gruppen Zy. Detta innebér att Zy = Zy.

Fouriertransformen till en funktion f = (f(n))Y} pa Zy &r

N-1

Fll) =" f(n)e >/,

n=

vilket dr den diskreta fouriertransformen som vi studerade i kapitel 6. Inver-
sionsformeln for den diskreta fouriertransformen har formen

N

—_

fA(/{})eQﬂikn/N.

k=0

1
n)=—
fon) =
Faktorn 1/N visar att om man normaliserar Haarmattet pa Zy sa att varje
enpunktsméngd far matt 0, sa skall man normalisera Haarmattet pa den dua-
la gruppen Zy = Zy sa att hela gruppen far matt 1 for att inversionsformeln

skall bli korrekt.

Dualitet

Den duala gruppen G till en lokalt kompakt abelsk grupp G éar sjilv en
lokalt kompakt abelsk grupp och har som sadan i sin tur ocksa en dual
grupp. Karakteriseringen ovan av de duala grupperna till vara fyra klassiska
grupper T, R, Z och Zy visar att i samtliga dessa fall 4r den duala gruppen
till den duala gruppen av en grupp G gruppen G sjilv. Detta dr en egenskap
som géller generellt — for alla lokalt kompakta abelska grupper G géller att
G=aG.

Vidare ér den duala gruppen till en kompakt grupp (som exempelvis
grupperna T och Zy) alltid diskret, och den duala gruppen till en diskret
grupp (som Z och Zy) alltid kompakt.

9.4 L*teorin

L*(G) ar (for icke-kompakta grupper G) inte en delmingd till L'(G), sa
darfor ar fouriertransformen f inte apriori definierad for L2-funktioner. Dér-
emot dr naturligtvis fouriertransformen definierad for alla funktioner f som
ligger i snittet L'(G) N L*(G), eftersom detta ér en delmiingd av L'(G), och
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man kan visa att det finns en entydig linjdr utvidgning av fouriertransformen
till hela L?*(G). Den precisa formuleringen ges av Plancherels sats, som kan
formuleras pa foljande vis.

Sats 9.4.1 Det finns en unik bijektiv linjdr operator
F: LX(G) — L*(G)

med egenskapen att F(f) = f for alla f € LG) N L2(G). Om Haarmdtten
pa G och den duala gruppen G normaliseras sa att inversionsformeln i sats
9.2.1 gdller, sa dr operatorn F en isometri, dvs.

(9.4.1) IF Oz = [ £]l2
for alla f € L*(G).

Parsevals formel for grupperna T, R och Zy &r forstas specialfall av
formel (9.4.1).

Ovningsuppgifter till kapitel 9

9.1 Lat G = {0,a,b,c} vara en grupp med fyra element och foljande additions-
regler (utover regeln x +0 =0+ = = z):

at+a=b+b=c+c=0,
a+b=b+a=c,
a+c=c+a=b,
b+c=c+b=a.

Bestdm gruppens karaktérer och karakterisera den duala gruppen.

(G och Z, &r de enda grupperna med fyra element, och en konkret realisering
av gruppen G far man genom att betrakta en kvadrat med hérn A, B, C,
D, lata a beteckna spegling i diagonalen AC, b spegling i diagonalen BD
och ¢ rotation 180 grader kring kvadratens mittpunkt, samt lata + betyda
att operationerna utfors efter varandra.)

9.2 Visa att varje karaktir y pa gruppen R (resp. T) har formen x(t) = v,
dér w € R (resp. w € Z).






Kapitel 10

Wavelets pa Zy

For att lagra eller 6verfora svartvita bilder digitalt delar man in bilderna
i sma rutor, kallade pixlar, med sdg 200 x 200 rutor per cm?. Varje pixel
tilldelas ett graskalevirde, som beror pa hur mork den &r, pa en skala fran 0
till 255. For att lagra en enda bild som &r 1 dm? behéver man saledes lagra
4 miljoner tal i form av en vektor, dédr varje komponent ar ett 8-bits heltal.
Ett praktiskt problem &r dataméngdens storlek. Begrdnsningar i lagringsut-
rymme och overféringshastighet kréaver att man komprimerar informationen.

Ett sétt att komprimera information, som &r lagrad i form av en vektor
i R™ (for stora dimensionstal n), gar ut pa att vélja en lamplig bas for R”
och sedan bara behalla de sidg 10% storsta koordinaterna hos vektorn i den
valda basen. Naturligtvis kan man sedan inte rekonstruera den ursprungliga
informationen exakt, men om basen véljs listigt kanske den rekonstruerade
informationens kvalitet dnda &r tillrackligt bra. For att metoden skall vara
anvandbar maste vektorns koordinater ocksa kunna beridknas pa ett ekono-
miskt sétt.

Waveletbaser, som vi skall studera i det hér kapitlet, har dessa goda
egenskaper.

10.1 Lokalisering

Vi ténker oss att N &r ett stort tal och betraktar funktioner f € (*(Zy).
Lat I vara en konsekutiv foljd av tal i Zy innehallande elementet ng. Vi
sdger att funktionen f &r lokaliserad till omgivningen [ av ny € Zy om
funktionsvérdena f(n) &r lika med 0, eller atminstone sma, for alla n som
inte tillhor 1.

Antag nu att eg, ey, ..., ex_1 ir en ortogonal bas fér £2(Zy) och att varje
basvektor ey ar lokaliserad till nagon omgivning I, dvs. att |ex(n)| dr 0 eller

205
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litet for n ¢ I,.. Lat f vara en funktion i £?(Zy) och betrakta utvecklingen

(10.1.1) fn) =" arer(n),
k=0
dér
(10.1.2) ay = <er:!|k2> =) f(n)ex(n)|ex] ™

n=0

Om vi kdnner koordinaterna a;, och onskar rekonstruera funktionsvéardet
f(n), sa kan vi forstas i summan (10.1.1) stryka alla termer dér ex(n) = 0
(eller |ex(n)| dr forsumbart litet) utan att summan dndras (resp. paverkas
signifikant). Om omgivningarna [ dr ”jamnt utspridda” 6ver indexméngden
{0,1,..., N — 1}, kan summan i (10.1.1) saledes for varje n erséttas av en
summa med betydligt farre termer.

Av (10.1.2) framgar vidare att koordinaten a; bara beror av funktionen
fs virden f(n) for n i den omgivning Iy, déir basvektorn e, dr lokaliserad.
Om exempelvis f(n) = 0 for allan € I, sa dr ay = 0 (eller atminstone litet).
Koordinaterna ay ér med andra ord 0 (eller sma) for alla basfunktioner ey
som &r lokaliserade till omgivningar dar f(n) = 0.

Om tva funktioner f = >, arer, och g = >, brey &r &r lika utanfor
en méngd A, sa ar dérfor koefficienterna aj och by lika (eller néstan lika)
for alla basvektorer e, som &r lokaliserade till omgivningar I, som inte skér
A. Om vi har berdknat koefficienterna a for funktionen f och vill berdkna
koefficienterna b, for g, sa behover vi saledes bara gora en ny berékning for de
koefficienter som svarar mot funktioner e, som &r lokaliserade i omgivningar
som skir M. Vi sparar saledes mycket berikningsarbete genom att anvéinda
oss av baser dir basfunktionerna ar lokaliserade till ”sma” omgivningar.

I (*(Zy) har vi redan studerat en viktig ortogonal bas, ndmligen fouri-
erbasen, som som bestar av karaktadrerna xo, x1, ..., xn_1 till gruppen Zy.
Denna bas dr emellertid inte lokaliserad, eftersom |yx(n)| = 11 alla punkter
n och for alla k.

Om vi utvecklar en funktion f € ¢*(Zy) i fourierbasen,

N-1

1 A
(10.1.3) fn) =5 D FR)xe(n)
k=0
och vill studera funktionen f i en omgivning av ng, behover vi ta med samtliga

termer i summan (10.1.3). Och om vi dndrar ett enda funktionsvirde f(n),
sa maste vi ocksa gora en ny berdkning av varje fourierkoefficient

Pk = 3 F (e,
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Detta gor att fourierbasen inte &r bra for att hantera foljder av likartade
funktioner, exempelvis rorliga bilder, dar varje filmruta skiljer sig valdigt lite
fran den foregaende.

Lat B = {fy}2-, vara en ortogonal bas for £2(Zy). Den "duala” basen
= fk N o dr di pa grund av Parsevals sats ocksd en ortogonal bas for

€Q(Z N)- Det sr brukligt att uppfatta B som en bas for ”tidsrummet” och B
som en bas for ”frekvensrummet”.

Antag att funktionerna i de bada baserna ar val lokaliserade, vilket vi
kommer att uttrycka genom att sdga att funktionerna i B ar vil lokaliserade i
savil tids- som frekvensrummet. Da far bade utvecklingen f = Zk 0 ag fk av
en godtycklig funktion f € (*(Z N) i basen B och utvecklingen f = Z 0 U an fi
av funktionens fouriertransform f i basen B de goda egenskaper som beskri-
vits ovan.

Standardbasen {ej}r ' #r forstas perfekt lokaliserad i tidsrummet, ef-
tersom varje basvektor bara ér skild fran 0 i en enda punkt, men den ar sa
langt ifran att vara lokaliserad i frekvensrummet som den kan vara, eftersom
|éx(n)| = 1 for alla n.

Att konstruera baser B for (?(Zy) som #r savil tidsmissigt som fre-
kvensméssigt lokaliserade &r en huvuduppgiften i det har kapitlet.

10.2 Karaktirsegenskaper

I det hér avsnittet skall vi studera sambandet mellan karaktédrerna g, x1,
.., Xn—1 till gruppen Zy och karaktédrerna ng, 7, ..., na—1 till gruppen Z,,
i de fall da M &r en delare till N.
Antag darfor fortsattningsvis att M &r en delare till N och kalla kvoten
P sa att

N =MP.

Enligt sats 6.2.2 ges karaktdrerna av foljande explicita formler:
Xk(n) — eQﬂ'ikn/N och nk(n) — eQﬂikn/M’

och med dessa numreringar av dem géller foljande samband.

Sats 10.2.1 (i) For k,m € Zy; och p € Zp ar

Xkp(m + pM) = ni(m).
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(i1) Forn € Zy ar

)M om M |n
Z ka(n)_{() om M }Jn

och

_JP omP|n
ZXkM(n)_{O om P }Jn.

Bevis. (i) foljer enkelt genom insdttning i de explicita formlerna for ka-
raktérerna.

(ii) Skriv talet n pa formen n = m + pM med 0 < m < M — 1 och
0<p<P-—1. Pagrund av (i) ar da

> xwp(n) = D xwp(m+pM) = > ni(m),

kEZ kEZ s k€EZ s
och enligt lemma 6.2.3 tillimpad pa gruppen Z,; ar
M, omm=20
2 M =0T mmeta M1
kGZM 9 - g Sy ety .

Detta bevisar den forsta av formlerna i (ii), och den andra formeln foljer av

symmetriskdl genom att lata M och P byta roll. O
Sats 10.2.2 Antag att f € (*(Zy) och definiera F € (*(Zy) genom att
satta
F(m) = Zf(m+pM) form € Zyy.
PEZp
Da dr ) A
(k) = f(kP)
de’ ke ZM

Bevis. Genom att utnyttja sambandet n(m) = xrpp(m + pM) mellan ka-
raktédrerna till grupperna Z,,; och Zy samt definitionen av fouriertransform
fas

F(k)y= 3 Fomym(m) = > (D fim+pM) n(m))

meZpg meZy pEZp

= S (D s+ pM)xep(m +pI)) = S F(0) xep(n) = fkP).
[]

meZy pEZp neZy
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10.3 Upp- och nedsampling

Vi fortsdatter med vart antagande att N = M P och generaliserar nu begrep-
pen upp- och nedsampling fran avsnitt 6.6.

Definition Nedsamplingsoperatorn D : (*(Zy) — (*(Zy;) och uppsamp-
lingsoperatorn U : (*(Zyr) — (*(Zy) definieras av att
Df(m) = f(mP) for m € Zyy;

Ug(n) g(n/P), om P|n, né€Zy,
n)=
I 0, om PJn, n€Zy.

Uppenbarligen dr DU = I, identitetsoperatorn pa ¢*(Zy;). Déremot #r
forstas inte UD lika med identitetsoperatorn pa ¢*(Zy).

Upp- och nedsamplingsoperatorernas egenskaper med avseende pa trans-
lation, faltning och fouriertransformering beskrivs av féljande tre satser.

Sats 10.3.1 Fork e Z, dar R, D = DRyp och UR;, = R,pU.
Beuwis. Likheterna foljer av foljande rdkningar:

RiDf(m)=Df(m —k)= f(mP —kP) = Rgpf(mP) = DRypf(m)
och

RupUg(n) = Ug(n — kP) = {g(”/ P=#k), om Pln

0, annars

_ {ng(n/P)> om P [n = URig(n).

0, annars

Sats 10.3.2 Antag att f € (*(Zy) och g, h € (*(Zy). Da dr

(i) U(gxh)=Ug=*Uh
(ii) D(fxUg)=Df xg.

Bevis. Genom att operera med den linjira operatorn U pa relationen

gxh= Z g(k)Rih

kEZ s
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samt utnyttja foregaende sats erhaller man

n

Ulgxh) =Y g(k)U(Rsh) = Y g(k) Rep(Uh) = Y 9(5) Ru(UR)
keZ ke€Zy Pln,neZy
= Y Ug(n) R,(Uh) = Ug* Uh.

Detta bevisar formel (i).
For att visa formel (ii) applicerar vi istéllet operatorn D pa likheten

fxUg=Ugxf=3 Ugm)Raf = % g(5)Ruf = Y g(k)Rurf

nGZN Pl?’L,?’LEZN kEZI\/[

samt utnyttjar sats 10.3.1, vilket ger oss det 6nskade resultatet

D(fxUg)= > gk)D(Repf)= > g(k)Ru(Df) =g+ Df =Df xg.

kEZ k€Z s

]

Sats 10.3.3 For f € (*(Zyn), g € (*(Zy), m € Zyy och p € Zp dr

(i) Ug(m +pM) = §(m)
(if) Df(m) ==Y f(m+pM)

Bevis. Likheten (i) foljer av foljande kalkyl:

Ug(m +pM) =Y Ugn)xa(m +pM) = > g(n/P)xu(m+pM)

neZy Pln,n€Zy
= gk)xwp(m+pM) =Y g(k)p(m) = §(m).
kEZ s k€Z )

For att visa identiteten (ii) borjar vi med att utveckla hogerledet:

S fm4pM) =" > f(n)xa(m +pM)

pEZp pEZp n€ZyN

= > fm)xa(m) xa(pM) = > f(n)xu(m) Y XalpM)

ne€Zyn peEZp neZy pEZp

= Z f(n)xn(m) Z Xpa (1)

neEZn pEZp
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Den sistndmnda summan ), xpu(n) dr enligt sats 10.2.2 lika med P
om talet n &r delbart med P och lika med 0 for 6vriga n. Insdttning av detta
i uttrycket ovan ger darfor

S fmapM)y= > f()xa(m)P =P > f(kP)xip(m)

pEZp PlTL neZyn k€EZy
=P > Df(ky(m) = P-Df(m).
k€EZ s D

10.4 Ortogonalitetsrelationer

Den enklaste av alla ON-baser i £*(Zy), standardbasen eg, ey, ...,ex_1, be-
star av alla translaten Rpey av en enda funktion eq. I det héir avsnittet ska
vi undersdka vad som krivs av en funktion u € (?(Zy) for att dess translat
Ryu skall bilda en ON-bas. For sammansatta tal N skall vi vidare konstruera
ON-baser som bestar av translat av typen Ry pu; for olika delare P till NV och
lampliga funktioner w;.

Den inre produkten i ¢?(Zy) kan uttryckas som en faltning, och vi skall
strax ge nagra formler som vi kommer att anvinda oss av flitigt 1 fortsétt-
ningen. Vi paminner darvid om notationen g for den funktion som definieras
av att

Notera vidare att -
Rrg = R_;g.

Sats 10.4.1 Antag att M dr en delare till N och skriv som tidigare N =
MP, och lit f, g och h vara funktioner i (*(Zy). Dd dr

(i) (f,9) = (f*3)(0)

(if) (f, Reg) = (f *g)(k) (k € Zn)
(i) (Rif, Reg) = (f = g)(k —j) (J,k € Zn)
(iv) (f; Rkpg) = D(f * g)(k) (k € Zy)
(v) > (f, Bepg)Riph = D(f  g) * h.

Bewvis. Formel (i) foljer omedelbart ur definitionen av inre produkt och falt-

ning:
= fln)gn)=>_ f(n = (f*§)(0).

neZyn neZy
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Genom att i (i) ersétta f med R;f och g med Ryg far vi vidare
(R;f, Rug) = (R;f * Rig)(0) = (R;f * R-4§)(0) = Ry (f * R_y)(0)
= RiR_i(f * §)(0) = Rj—(f % 3)(0) = (f * g)(k — j),

dvs. formel (iii), och formel (ii) ar forstas ett specialfall av (iii).
Genom att i (ii) byta k mot kP far vi

(f, Bepg) = (f * 9)(kP) = D(f x g)(k),

vilket visar (iv).
Slutligen &r pa grund av (iv)

> (f Rupg) Ruph = %~ D(f % g)(k) Ruph = % D(f * §)(55) Rah

kEZ s kEZ s P|n,n€ZN
= > UD(f x§)(n) Ryh = UD(f % §) * h.
TLEZN D

Vi kan nu formulera ett anvandbart kriterium for att translat till en
funktion skall bilda en ON-méngd.

Sats 10.4.2 Antag att N = M P och ldt v vara en funktion i (*(Zy). Da dr
foljande tre pastaenden ekvivalenta:

(i) {Rppv}' dr en ortonormerad mingd.
(ii) D(v*10) = ey, direy dr (1,0,...,0) i (*(Zy).
(111) Z |0(m + pM)|? = P for alla m € Zy;.
PEZp
Bewvis. Enligt foregaende sats dr (R;pv, Rppv) = D(v*0)(k — j). Translaten
{Ry.pv}25,! bildar dirfor en ortonormerad mingd i £2(Zy) om och endast

o1m

1 form=0
D(v % 8)(m) = o
0 form=1,2 ..., M—1,

dvs. om och endast om D(v x 0) = eg. Detta visar ekvivalensen mellan (i)
och (ii).

Eftersom fouriertransformering &r en bijektiv operation, géller (ii) om och
endast om D(v x 0)(m) = éy(m) for alla m € Z,,. Men enligt sats 10.3.3 &r

Blovi)(m) = 5 3 (wr)om +pM) = 5 3 lo(m)]

pEZp pEZp

medan €y(m) = 1 for alla m. Detta visar att de bada pastaendena (ii) och
(iii) &r ekvivalenta. O
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Genom att i foregaende sats speciellt vélja M = N far vi foljande nod-
viindiga och tillréickliga villkor for att translaten till en funktion i ¢*(Zy)
skall bilda en ON-bas.

Korollarium 10.4.3 Ldt u € (*(Zy). Mingden {Ryu},— , bestiende av de
N translaten till u, dr en ON-bas for (*(Zy) om och endast om |u(n)| = 1
for allan € Zy.

Sats 10.4.4 Antag att N = MP, lit v vara en funktion i (*(Zy) vars
translat { Rgpv}ily! bildar en ortonormerad mdingd, och ldt V beteckna det
linjdra delrum som spdnns upp av translaten. Da gdller foljande pastaenden.

(i) Den ortogonala projektionen P: £*(Zy) — V ges av formeln
Pf=UD(f*0)*wv.

(ii) En funktion f € (*(Zy) tillhér V om och endast om f = UD(f*v)*v.
)

(i4i) Antag f € V och sitt v = D(f x©). Dd har f koordinaterna (x(k))rl,!

k=0
med avseende pd basen (Ripv)py!.

(iv) For varje funktion h € (*(Zyy) ligger funktionen Uh xv i V.
(v) Avbildningen T': (*(Zy) — V', som definieras genom att sitta

Th = Uhxv,

dr en isometri, vars invers uppfyller T~ f = D(f % 0) for alla f € V.

Beuvis. Den ortogonala projektionen ges av formeln

Pf=>_ (f Ripv)Ripv,

kEZ s

sa pastaende (i) foljer omedelbart av identiteten (v) i sats 10.4.1.
Pastaende (ii) &r en omedelbar konsekvens av (i) eftersom f tillhér V' om
och endast om Pf = f.

Den k:te koordinaten for en funktion f € V' kan pa grund av sats 10.4.1
skrivas som

(f; Brpv) = D(f % 0)(k) = x(k),
vilket bevisar (iii).
For f = Uh* v ar pa grund av satserna 10.3.2 och 10.4.2
UD(f«0)xv=UDUh*xvx0)xv=U(hxD(v*0))*v
=U(h*ey) xv=Uhxv=f

och enligt pastaende (ii) betyder detta att Uh * v tillhor delrummet V.
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Att T &r en isometri foljer av rakningen

(Thy, Tha) = (Uhy % v, Uhy % ) = (Uhy % 0) % (Uhs % 0)(0)
= (Uhy % v % Uhg % 9)(0) = (Uhy * Uhy) * (v % ©)(0)
:U(hl*fm)*(v*v)(()) (hl*hg)*(v*ﬁ)(OP)
= D(U(hy * ho) * (v * ))(0) = ((hy * hy) % D(v * 0))(0)
= (hy * hy % €9)(0) = (hy * hy)(0) = (hy, hs).

Slutligen &r
D(Th*v)=D({Uhxv)*x0=DUh*xv*0)=hxD(w=0) =hx*ey=h,
vilket visar att inversen till 7" har den i (v) angivna formen. ]

Forutom att beskriva hur koordinaterna x till en funktion f € V fas som
en faltning ger sats 10.4.4 ocksa ett recept for att rekonstruera funktionen f
ur koordinatfunktionen x med hjilp av en faltning. Hela proceduren, analys-
fasen att bestdmma koordinaterna x och syntesfasen att bestamma f ur z,
beskrivs schematiskt av foljande figur.

f *D D U *V f

analysfas syntesfas

Figur 10.1.

Antag att N = MP och att v och w #r tva funktioner i £*(Zy). Sats
10.4.2 talar om nér translaten {Rypy }rez,, och {Ripw}rez,, dr ON-system,
men nér dr deras union ett ON-system? Svaret ges av nésta sats.

Sats 10.4.5 Antag att v och w Gr tvd funktioner i (*(Zy), och lat V och W
vara de linjdra delrum som spdnns upp av translaten Ryppv resp. Rippw. Da
ar foljande villkor ekvivalenta:

(1) Delrummen V' och W dr ortogonala mot varandra.

(i1) D(v*xw) =0
(iii) Y o(m+ pM)i(m+pM) =0 form =0, 1, ..., M —1.

pEZp

Bevis. Delrummen é&r ortogonala om och endast om de genererande vekto-
rerna ar ortogonala mot varandra, dvs. om och endast om

(ijv, Rkpw> =0
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for j,k € Zy. Men (R;pv, Rypw) = D(v * w)(k — j), sa de aktuella inre
produkterna ar noll for alla j, k € Zj; om och endast om D(v * w) = 0.
Ekvivalensen mellan (ii) och (iii) foljer genom Fouriertransformering. O

Genom att kombinera satserna 10.4.2 och 10.4.5 erhaller vi foljande re-
sultat:

Sats 10.4.6 Antag att N = M P, och lat vy, vy, ...,vy—1 vara funktioner i
(*(Zy). Sitt
B = {Ripvo}ily U {Rkpoi}ilg! U U{ Rypupa 1l

Da dr foljande tre pastaenden ekvivalenta:
(i) B dr en ON-bas for (*(Zy).
(ii) For varje m € Z,, bildar de P stycken funktionerna

1
p— —0;(m+pM), i=0,1,...,P—1,

VP

en ON-bas fér rummet (*(Zp).

(iii) Matriserna

A L[5 M o

(m) = o+ pa0)]
f)o(m) c f)p,l(m)

VP : :
@0(m+<P—1)M) @p_l(m—i‘(P—l)M)
ar unitdra for alla m.
Om B dr en bas, sa dr vidare

P-1

(10.4.1) f =Y _UD(f 1) *v;.
5=0

for alla funktioner f € (*(Zy).
Matriserna A(m) kallas systemmatriserna till funktionerna vy, vy, ...,
vp—-1.

Bevis. B ir en ON-bas om och endast om dels translaten {Rypv;}r ' till
varje funktion v; dr en ON-f6ljd, dels de linjéra delrum V; som spénns upp
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av dessa translat ar parvis ortogonala. Ekvivalensen mellan (i) och (ii) foljer
darfor direkt av satserna 10.4.2 och 10.4.5.

En kvadratisk matris av ordning P kallas unitédr om dess kolonner bildar
en ON-bas fér C” med avseende pa standardskalérprodukten. Pastaende (iii)
dr darfor bara en omformulering av (ii).

Om B ér en ON-bas for ¢?(Zy), sa dr vidare ¢*(Zy) en ortogonal direkt
summa av delrummen V; = span{R;p | k =0,1,..., M —1}. Om P; beteck-
nar den ortogonala projektionen pa Vj, sa ar darfor f = Zf;ol P, f for varje
f € (*(Zy), och enligt sats 10.4.4 & P;f = UD(f * ;) * v;. Detta bevisar

formel (10.4.1). O
Om vi sétter
Ty = D(f Xx 17])
sa innehaller vektorerna xg, 1, ..., p_1 koordinaterna fér f med avseende

pa basen B, och vi kan skriva (10.4.1) pa formen
P—1
f= Z Uz; * ;.
=0

10.5 Waveletbaser

Vi skall nu anvénda resultaten i féregaende avsnitt for att konstruera speciella
ON-baser i £?(Zy) i de fall de N &r delbart med nagon tvapotens 27.

Vi kommer dérvid att behova arbeta med ned- och uppsamplingsopera-
torerna mellan ((Zy/9i-1) och €*(Zy ;) for j =1, 2, ..., p, och for att inte
i onddan tynga beteckningarna kommer vi att anvidnda samma symbol D for
alla nedsamplingsoperatorerna (*(Zyq-1) — (*(Zy2;) och samma symbol
U for alla uppsamplingsoperatorerna €%(Zy 5;) — €*(Zy9i-1). Operatorernas
definitionsrum kommer alltid att framga av sammanhanget.

Vidare kommer vi att anvinda D’ som beteckning for nedsamplingso-
peratorn (*(Zy) — (*(Zyy2i) och U7 som beteckning fér motsvarande upp-
samplingsoperator (*(Zysi) — (*(Zy).

Beteckningarna ar naturliga eftersom vi kan uppfatta D’ som en produkt
DD ---D av j stycken nedsamplingsoperatorer, diar den sistndmnda opera-
torn D gar fran (*(Zy) till >(Zy/2), den néstsistndmnda gar fran (%(Zy /)
till £2(Zny22), osv, och den forsta i ordningen fran €2(Zyqi-1) till £2(Zy2:).
Pa motsvarande sétt kan U7 pa ett naturligt sétt uppfattas som en produkt
UU ---U av j stycken uppsamplingsoperatorer.

Vi kompletterar slutligen vara beteckningar genom att lata U° och D°
sta for identitetsavbildningen pa (*(Zy).
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Observera att med ovanstaende beteckningar blir
D’ =DD’™' och U/ =U'"'U;

dér operatorn D gar fran (*(Zyqi—1) till £2(Zy/9i), medan forstas U gar at
motsatta hallet.

De ON-baser som vi har i atanke beskrivs i foljande definition

Definition Antag att N ar delbart med 2P, dér p &r ett positivt heltal. En
ON-bas B for (*(Zy) kallas en p:te etappens waveletbas om den har formen

B = {Raf1 va/ffl U {Rurfo ff:/é*l U...{Rorrfp ff:/gp*l U {R2Pkgp}lzcvz/§pila

dir f1, fa, ..., fp» gp dr funktioner i (*(Zy). Dessa funktioner kallas wave-
letbasens generatorer.

Forsta etappens waveletbaser

Vi kommer att gora en iterativ konstruktion av vara waveletbaser och borjar
dérfor med forsta etappens waveletbaser. For jamna tal N genererar funk-
tionerna v och w enligt sats 10.4.6 en foérsta etappens waveletbas

B = {Ry}p/s " U{Ryw} o7,

om och endast om systemmatriserna

1 o(m) w(m)
A =—. .
(m) V2 |o(m+ N/2) w(m+ N/2)
ar unitdra for m =0,1,..., N/2 — 1. I sa fall ar vidare

f=UD(f*0)*xv+UD(f *w0)*w,
och om vi séitter
x=D(f*v) och y=D(fx*w),

sa dr (z(0),z(1),...,z(N/2 = 1),y(0),y(1),...,y(N/2 — 1)) koordinaterna
for funktionen f i basen B, dvs.

Nj2-1 N/2—-1

f= Z z(k)Rorv + Z y(k)Ropw.
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z
*U D U *U
f f
Yy
*0 D U *W
analysfas syntesfas
Figur 10.2.

Figur 10.2 beskriver schematiskt analysfasen att bestdmma koordinaterna
x och y till f genom tva faltningar, och syntesfasen att rekonstruera f fran
koordinaterna x och y genom tva faltningar.

En funktion w € (*(Zy), vars jimna translat bildar en ortonormerad
méngd, kan alltid kompletteras med en funktion v sa att paret tillsammans
genererar en forsta etappens waveletbas. Foljande sats visar hur man kan
gora.

Sats 10.5.1 Antag att N dr jimnt och att w € (*(Zy) dr en funktion med

egenskapen att {ngw}fcv:/gfl dr en ortonormerad mdngd. Da genererar w
tillsammans med funktionen

v = Ri(xn/20)
en forsta etappens waveletbas.

Har &ar forstas xny/o karaktdren xn/o(n) = (—1)", vilket innebér att
v(n) = (=1)" w1 —n)
for alla n € Zy.
Bewis. Fouriertransformering ger
Fv =1 F (Xnp20) = X1 By (F0) = YlRN/QU:_w)-

Detta innebéar att

0(n) = xa(n)w(n — N/2) = xa(n) w(n + N/2)

och att

0(n+ N/2) = xa(n + N/2)w(n) = —xa(n) @ (n).
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Foljaktligen &ar

[()|* + [(n + N/2)|* = [xa(n) w(n + N/2)]* + [—xa(n) (n)[?
= |w(n+N/2)] +w(n)]* =2,

dér den sista likheten géller pa grund av sats 10.4.2, och

v(n)w(n) 4+ o(n + N/2)w(n + N/2)
= x1(n) w(n + N/2)w(n) — x1(n) w(n)w(n + N/2) = 0.

Systemmatriserna A(n) till funktionerna v och w ar dérfor unitéra for alla
n, vilket enligt sats 10.4.6 medfor att de genererar en forsta etappens wave-
letbas. [

Hér foljer nu nagra exempel pa forsta etappens waveletbaser.

ExeEMPEL 10.5.1 (Forsta etappens Haarbas) Antag att N dr jamnt, och
definiera v, w € (*(Zy) genom att sitta

1 1
v=(—=,——=,0,0,...,0)
V2

1
—,—,0,0,...,0).
V2 V2 )
I det har fallet verifierar man enkelt direkt att funktionerna v och w
genererar en ON-bas B = {ngv}sz/g_l U {ngw}kN:/?)_l for (2(Zy).
Alternativt kan man forstas visa att systemmatriserna &r unitéira. Ef-
tersom

-5

w=(

xnya(n) = (=1)"

ar speciellt x1(n + N/2) = x1(n)x1(N/2) = x1(n)xn/2(1) = —x1(n), och det
foljer att

1

o(n) = —=(1=x1(n)), w(n) = —=(1+x1(n)),

(1 =Xi(n)).

-5
SIS

o(n+ N/2) = —(14+x,(n)), w(n+ N/2) =

N

Systemmatriserna har darfér formen

Aln) = 5

1—=Xi(n) 1+Xxp(n)
1+x(n) 1=x,(n)|

och dessa matriser ar som man latt kontrollerar unitéara for alla n. O
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EXEMPEL 10.5.2 (Forsta etappens Shannonbas) Antag att talet N &r del-
bart med 4, och sétt

A={Z, 8 +1,... 38 238 _ 1} och
B=Zy\A={0,1,... . —1}u{3F ¥ +1,.. . N-1}.
Notera att A och B bada innehaller N/2 element och att
(10.5.1) neAsn+N/2eB.
Definiera nu funktionerna v, w € (*(Zy) genom att siitta

o(n) = V2 forne A och (n) = 0 forme A
o forne B N V2 forn e B.

Pa grund av ekvivalensen (10.5.1) blir systemmatriserna

1 0(n) w(n)
Aln) = = Ls(n +N/2) d(n+ N/Q)}

01 10
1 o Tesp 01

for 0 <n < N/4—1resp. N/4 <n < N/2—1. Systemmatriserna &r saledes
unitdra for alla n € Zy/o, vilket innebér att v och w genererar en forsta
etappens waveletbas. Denna bas kallas Shannonbasen.

Vi berdknar nu v genom invers fouriertransformering:

lika med

N-1 3N/4 1 V3 N/2-1

v:]-v'v:%ZA Xk— ZXk— XN/4ZXk

k=0 k=N/4
2mikn/N och speciellt xn/4(n) = e™"/2, dr siledes

Eftersom xx(n) =e

N/2-1
2 .
U(TL) — \]/\[_emn/Q § ekan/N’

k=0

och genom att summera den geometriska serien fas

\/§ xin/2 eﬂ'in —1 \/5 e—Trin/2 o ewin/2
—¢€

N e2rin/N _ 1 N eﬂ'in/N(errin/N _ eﬂ’in/N)
2 . sin ¢ 2
_ _£e—17rn/N Sy _ _ﬁsmﬂ (cot =2 — 1)
N sin &2 N 2 N
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form=1,2,..., N —1.
For att bestdmma w noterar vi att

0(n) +1(n) = V2 = v2&(n)

for alla n, vilket betyder att v +w = v/2 eg. Saledes ir w(0) = v/2 —v(0) och
w(n) = —v(n) for 1 <n < N — 1, vilket ger oss foljande explicita formler:

w(n) =

form=1,2, ..., N—1.

V2’
V2 0™ (ot T )
N Ny

Per definition &r |0(n)| = 0 for frekvenserna n i mingden B, dvs. for
de N/2 ldgsta frekvenserna i frekvensomradet 0 < n < N — 1. Funktionen
v innehaller med andra ord inga frekvenser fran den lagre halvan av fre-
kvensskalan, och eftersom @(n) = Yor(n)o(n) géller detsamma for alla
translaten Rypv. Pa motsvarande siatt innehaller w och dess translat bara
frekvenser fran den ldgre halvan av frekvensskalan. I representationen

N/2-1 N/2-1
=Y (f.Ruv)Ryv+ > (f, Ropw)Ropw
k=0 k=0

av en godtycklig funktion f € (*(Zy) #r saledes den hogre halvan frekven-
ser hos f inkluderad i den forsta summan och den ldgre halvan frekvenser
inkluderad i den andra summan. [

Shannonbasen ar enkel men den har en nackdel — basfunktionerna &r inte
reella. Koefficienterna i utvecklingen av en reell funktion f kommer darfor att
vara komplexa tal. Om man, vilket ar fallet i flertalet tillaimpningar, arbetar
med reella funktioner dr det en fordel om basfunktionerna ar reella.

En funktion f #r reell om och endast om f = f, dvs. om och endast om

A

(10.5.2) f(n) =F(n) = f(=n) = f(N —n)

for alla n € Zy. For generatorerna v och w i Shannonbasen &r detta villkor
uppfyllt utom fér n = N/4 och n = 3N/4. Genom att modifiera definitio-
nen av 0(n) och w(n) for dessa virden pa n kan vi tillverka en waveletbas
bestaende av reella funktioner.
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EXEMPEL 10.5.3 (Forsta etappens reella Shannonbas) Antag att N dr del-
bart med 4, och definiera v, w € (*(Zy) genom att siitta

0 forn=01,..,f—-1ochn=2F+1 341 . N-1

0(n) = 1 férn:% ochn:%
(V2 forn=L 41 ¥qo N9 3N _
och
(V2 forn=0,1,...., 8 -1och n=33+1 3 4+1 . N-1
i forn=2%
w(n) = 4
(n) —i férn:%
) 0 fﬁjrn:%—kl,%4_17”.’%_27%_1'

Man verifierar omedelbart att © och w uppfyller symmetrivillkor (10.5.2),
sa funktionerna v och w ér reella. For n = N/4 &r systemmatrisen

o=t ]

unitiar. For alla 6vriga n i intervallet 0 < n < N/2 — 1 dr systemmatrisen
forstas ocksa unitér, eftersom den &r identisk med systemmatrisen till funk-
tionerna i Shannonbasen. De reella funktionerna v och w genererar saledes
en forsta etappens waveletbas.

De hoga och de laga frekvenserna ér fortfarande fordelade mellan v och
w men med en dverlappning da n = N/4 eller 3N/4. O

Ovning. Bestém explicita uttryck for funktionerna u och v i den reella Shan-
nonbasen.

Iterationssteget

Antag att NV ér delbart med 2P, dédr p > 2. En forsta etappens waveletbas ér,
som namnet antyder, bara forsta steget i konstruktionen av en waveletbas

for (2(Zy).
Den iterativa konstruktionen fortskrider nu pa foljande vis. Antag att vi
redan konstruerat en p — 1:a etappens waveletbas med fi, fa, ..., fp—1, gp—1

som generatorer. Satt

W; = span{ Ry f; | k=0,1,...,N/2/ — 1}, j=12...,p—1
Vo1 = span{Ryjrgp1 | k=0,1,...,N/2?71 — 1}.
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Rummet ¢*(Zy) ér da per definition en ortogonal direkt summa av delrum-
men Wy, Wy, ..., W,_1 och V,_:

CZy) =W, @Wa @ & Wy @ Vi

Betrakta nu delrummet V,_;; enligt sats 10.4.4 4r avbildningen 7', som
definieras av att
Th=U""hx*g,,

en isomorfi mellan ¢*(Z y/9r-1) och V,_;. Eftersom isomorfismer avbildar ON-
baser pa ON-baser kommer dérfér bilden under 7" av en ON-bas i £?(Zy/20-1)
att vara en ON-bas for V,_;.

Antag dérfor att funktionerna v, och wy, i ¢*(Zy/or-1) &r generatorer for
en forsta etappens waveletbas i £2(Zy/-1), dvs. att

N/2P—1 N/2P—1
{R%Up}k:/o U {R%wp}k:/o

&r en ON-bas for (*(Zy/or-1). Da dr saledes bilden under avbildningen T,
dvs.

{Up_lRQkUp * gp—l}l]evz/gp_l U {Up_lR%wp * gp—l}fcvz/gp_l

en ON-bas for V,_;.
Notera nu att UP~' Ry, = Rop,UP~!. Genom att siitta

fo=U"" v,%g, 1 och ¢g,=U""1w,*g,
far vi alltsa funktioner f, och g, i ¢*(Zy) med egenskapen att

N/2P—1 N/2p—1
{Rowifp k:/o U {R2pk9p}k:/0

ar en ON-bas for delrummet V,,_;. Om vi kompletterar denna ON-bas for V,,_;
med ON-baserna fér delrummen Wy, Ws, ..., W,_; far vi saledes en ON-bas
for hela ¢*(Zy). Foljaktligen genererar funktionerna fi, fa, ..., f, och g, en
p:te etappens waveletbas for ¢2(Zy).

For att kunna sammanfatta ovanstaende konstruktion pa ett bekvamt
sitt behover vi forst foljande definition.

Definition Antag att N dr delbart med 2P. En {6ljd vy, w1, ve, wa, ..., vp,
w, av funktioner kallas en p:te etappens waveletfilterféljd om for varje j funk-
tionerna v; och w; tillhér ¢*(Z ny2i-1) och dér genererar en forsta etappens
waveletbas.

Konstruktionen ovan kan nu formuleras sa har.
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Sats 10.5.2 Antag att N dr delbart med 2P, och att vy, wy, va, Wa, ..., Vp,
w, dr en p:te etappens waveletfilterféljd. Definiera funktionerna fi, fa, ...,
fp och g1, Ga, .., gp i (2(Zy) rekursivt genom att sitta

go = €,

fi=gi1*xU v och  gj=g;1xU
forg=1,2 ..., p. Da ar
B={Rufihily " U{Ru o}l U {Ron 1000~ U { Ranigp bl
en p:te etappens waveletbas for (2(Zy).
Bews. Foljer omedelbart av konstruktionen ovan. O]

Den rekursiva definitionen innebér att

_ 0, _ _ 0, _

f1 =90 % U vy = vy, g1 = go *x Uwy = wy,

_ 1, _ 1 _ 1, _ 1
fo=g1xU'vy = w1 x U vy, go = g1 * U wy = wy x U wy,
f3:g2*U2v3:w1*U1w2*U203, g3:QQ*U2w3:w1*U1w2*U2w3,

etc. och allméant
fi =wi x Ulwy x Uws * -« UV 2w,y + UVt
g — W1 Wa w3 Wj—1 Vj,
gj:w1*Ule*Uzwg*u'*U]_ij,l*Uj_le.

Det &r ofta enklast att berékna funktionerna fi, fa, ..., fp, 91 92, ..., Gp
i sats 10.5.2 via deras fouriertransformer. Vi har nadmligen

Sats 10.5.3  Ldt funktionerna fi, fa, ..., fp 0ch g1 g2, - .., g i *(Zy) vara
definierade som i sats 10.5.2. Da dr

fim) = da(n) doa(n) - 651 () 5(n) ok
gj(n) = wi(n) wa(n) - - wj—1(n) w;(n)
forg=1,2 ..., pochallan € Zy.

Bevis. Genom att utga fran de rekursiva definitionerna av f; och g;, fou-
riertransformera samt utnyttja sats 10.3.3, erhaller man foljande rekursiva
samband.

fi(n) = g1(n) (T710;)(n) = 4;1(n) 5(n),
gi(n) = gj—1(n) (Ui~tw;)(n) = gj—1(n) w;(n).

Eftersom go(n) = €y(n) = 1, foljer nu formlerna i satsen genom induktion.
]

3



10.5 Waveletbaser 225

Nasta sats beskriver hur man berdknar koordinaterna rekursivt.

Sats 10.5.4 Antag att N dr delbart med 2P, och lat vy, wq, va, Wa, ..., Vp, Wy
vara en p:te etappens waveletfilterféljd. Definiera funktionerna fi, fa, ..., fp,
91,92, - - -, gp och waveletbasen B som i sats 10.5.2.

Definiera for f € (*(Zy) funktionerna x;, y; € (*(Zyy2) rekursivt genom
att sdtta

vo=f, x;=D(yj_1%7;) och y;=D(yj_1*0;)

forj=1,2 ..., p. Da ar

p N/29—1 N/2P—1
f = Z Z :L'j(k)jokfj + Z l'p(k)RQPkgpa
=1 k=0 k=0

vilket innebdr att f har koordinaterna

(IE1(0)71’1(1>, ce ,Jfl(% - 1)71’2(0),1‘2(1), ce ,IL‘Q(% - ].), ey
2,(0), z,(1), ... ,xp(% —1),9,(0), y,(1), ... ,yp(% - 1))
i basen B.

Beuvis. Koordinaterna framfor basvektorerna Ryjy f; och Raeg, dr enligt sats
10.4.1 lika med D?(f  f;)(k) resp. DP(f  g,)(k). Satsen foljer dérfor om vi

visar att
(10.5.3) xj=D/(f*f;) och y;=DI(f=*g)

forj=1,2,...,p.
Eftersom f; = v; och g1 = w4, ar

z1 = D(yo* 1) = D(f * fi) och y; = D(yo*1w1) = D(f * G).

Likheterna (10.5.3) géller darfor for j = 1. Antag nu att de géller for ett visst
j. Genom att utnyttja induktionsantagandet och den rekursiva definitionen
av f; far vi da

Tip1 = D(y; % 0j41) = D(D?(f % g;) * 0j31) = D(D?(f % g; * U'041))
= Dj+1(f * (g * UjUj+1)) = D7 (f « fj+1),

vilket visar att den forsta likheten i (10.5.3) ocksa géller for j + 1, och den
andra likheten visas analogt. Ddrmed &r induktionsbeviset komplett. [
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Figur 10.3.

Figur 10.3 visar schematiskt hur man erhaller koordinatfunktionerna som
faltningar foljda av nedsamplingar.

Sambandet mellan en vektors koordinater i tva baser beskrivs av Gver-
gangsmatrisen; vi far kolonnmatrisen for de nya koordinaterna genom att
multiplicera 6vergangsmatrisen med kolonnmatrisen av de gamla koordina-
terna. For ett N-dimensionellt vektorrum innebér detta att det behévs N?
multiplikationer for att berikna de nya koordinaterna pa detta vis. En funk-
tions koordinater med avseende pa waveletbasen kan berdknas pa ett mycket
billigare sétt.

Sats 10.5.5 Antag att N dr en heltalspotens av 2, och lat B vara waveletba-
sen 1 sats 10.5.2, och antag att fouriertransformerna till waveletfilterfoljden
har berdknats och lagrats. En godtycklig funktions koordinater i waveletbasen
B kan da berdknas med hogst AN + N log, N komplexa multiplikationer.

Bevis. For att berdkna koordinatfunktionerna 1, o, ..., x,, y, berdknar vi
forst fouriertransformerna 4o, Z1, 91, T2, Y2, - - -, Tp; Yp-

Eftersom x; = D(y;_1 * ;) och y; = D(y,_1 * 4;), &r

&(n) = gj—1(n) 0;(n) + gj—1(n+ N/27) 0;(n + N/27)  och
§i(n) = gj—1(n) a;(n) + g—1(n + N/27) a;(n + N/27)

form=0,1,..., N/2/ — 1.

Om vi redan har berédknat ;_; behvs det dérfor ytterligare tva multipli-
kationer for att berikna varje funktionsvirde #;(n) och saledes totalt N/27~1
multiplikationer for att berékna hela ;. Naturligtvis behovs det lika manga
multiplikationer for att berdkna ¢;. For att berdkna bade Z; och g; krévs det
saledes ytterligare hogst 2N/27~! multiplikationer.

Vi borjar dérfor med att berdkna g = f , vilket enligt sats 6.7.2 kraver
hogst % log, N multiplikationer. Dérefter berdknas z; och gy, vilket kréaver
ytterligare 2N multiplikationer. Dérefter berédknas 5 och o med ytterliga-
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re 2N/2 multiplikationer, osv. Slutligen beriknas Z, och g, med 2N/2°~1
multiplikationer.
Samtliga fouriertransformer kan saledes berdknas med

N N
310g2N+2(N+N/2+N/4+-~~+N/2p’1) < 5 logy N 44N
multiplikationer.

Slutligen beréknas de relevanta koordinatfunktionerna xi, s, ..., zp, Yp
genom invers fouriertransformering. Detta kréver hogst

N1 N N1 N N | N N | N
Z Og2§+§ og2z+-~+ﬁ og2§+% Og2§
1 1 1 1 1 N
SN(Z—Fg—f-§+2p+1+%)10g2N:310g2N
multiplikationer.

Samtliga koordinater i waveletbasen kan saledes berdknas med hogst
N N
?log2N+4N+ ElogzN:élN—FNlogQN

multiplikationer. [

I var definition av waveletfilterféljder kraver vi inte att det skall finnas
nagot samband mellan paren v;, w; pa de olika nivaerna j. Ett sadant sam-
band &r emellertid 6nskvart om man vill bygga in nagon form av regelbunden-
het i waveletbasen. Nésta sats visar hur man far waveletfilterféljder genom
iteration.

Sats 10.5.6 Lat N wvara delbart med 2P. Antag att de tva funktionerna v,
w € (*(Zy) genererar en forsta etappens waveletbas for (*(Zy), dvs. att funk-

tionernas systemmatris A(n) ar unitir forn =0, 1,..., N/2 — 1. Definiera
forj=1,2, ..., p funktionerna v;, w; € Zz(ZN/QjA) genom att sdtta
2i-11
kN
vj(n) = Z U(n—l— 2]._1)
k=0
2i—-1_1
kN
wji(n) = Z w(n—i— 2j_1)
k=0
Da dr vy, wq, va, wo,..., vy, w, en p:te etappens waveletfilterfoljd, och vi

sager att vi erhallit foljden genom iteration av v, w.
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Bevis. Enligt sats 10.2.1 dr 0;(n) = 0(2/"'n) och w;(n) = w(2/"'n). Funk-
tionerna v;, w; har dérfér systemmatrisen

Ajn) = {@j&@%) w]EUT]L (f)%)}

_ {A<f)‘(2j1n) w(2~'n) )] A ),

o2 n+ ) w@@n+ 5§

och enligt férutsédttningarna ar den sistndmnda matrisen unitér for n =0, 1,
, N/27 — 1. Funktionerna v; och w; genererar dérfor en forsta etappens

waveletbas i (2(Zy/9i-1), och detta innebér att vy, wy, va, wa,. .., v, w, &r
en p:te etappens waveletfilterfoljd. n
For waveletfilterfoljder vy, wi, va, ws,..., vp, w, som genereras genom

iteration av forsta etappens filter v, w som i foregaende sats, far formlerna i
sats 10.5.3 foljande utseende:

(10.5.4)  f;(n) = §;-1(n) 9(2~'n) = b(n) d(2n) - - B(2'*n) 5(2'~'n)
och
(1055)  gj(n) = gj-1(n) w(2"'n) = w(n)w(2n) - - (2" *n) w(2'~"n).

Vi infér nu nya férenklade beteckningar for basvektorerna i waveletbasen.

Definition Antag att N dr delbart med 27, lat vy, wy, va, wa, ..., vy, Wy
vara en p:te etappens waveletfilterfoljd och definiera fi, g1, fo, g2, - Ipr 9p
som i sats 10.5.2. Sétt for j =1,2, ..., poch k=0,1, ..., N/27 —1

Ojk = Rairfj,  Wj = span{p;}p o N1

Yk = Rairgy, = span{1);, k}N/zj g

De ortogonala projektionerna av £*(Zy) pa delrummen W, och V; betecknas
Q; resp. P;. Projektionen P; kallas den partiella rekonstruktionen pd niva j.

Med de nya beteckningarna far waveletbasen i sats 10.5.2 formen

B = {1, k}N/2 U {2, k}N/4 ! -U {(pp,k}zv/zp U {l/fp,k}N/zp g

Den iterativa konstruktionen av waveletbasen B visar att V;_; &ér en ortogonal
direkt summa av delrummen W; och V;: V;_ = W; @ Vj. Foljaktligen ar

(10.5.6) Pr=Q+P
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for j =1,2,...,p. (Har & Py = I, den identiska avbildningen.) Vidare &r

N/27 -1 N/27 -1

Qif = Y (fropmdein= Y (k) o,
k=0 k=0
N/2i-1 N/2i -1

Pif= > (fimtiu= Y. y(k) o
s k=0

déar koordinaterna x; och y; ges av sats 10.5.4.
Genom att iterera formel (10.5.6) erhalles sambandet

I'=0,+Q+ -+ Q; +P;.

Man kan tolka de partiella rekonstruktionerna P; och formel (10.5.4) pa
foljande sdtt. Den partiella rekonstruktionen P, f &r en mycket grov approx-
imation till f. Funktionen P,f har bara med N/2P stycken av termerna i
funktionen f:s waveletutveckling, och vi ser darfor bara detaljer i f pa skal-
nivan 27. Genom att addera Q,f till denna approximation erhaller vi den
partiella rekonstruktionen P,_;f, som innehaller N/2P~' dvs. dubbelt sa
manga termer, och som déarfor &r en battre approximation. Nu kan vi se de-
taljer i f pa skalnivan 2P~ Allmént géller att den partiella rekonstruktionen
P, f innehaller N/27 termer fran f:s waveletutveckling och att den &r en ap-
proximation till f pa skalnivan 27. Efter att slutligen ha adderat Q, f till P, f
erhaller vi f exakt.

10.6 Exempel

Haarbasen

Antag att N ar delbart med 27, déar p > 1.
I exempel 10.5.1 studerade vi forsta etappens Haarbas, som genereras av
de bada funktionerna v, w, dar

2-12 for n =0,
v(n) =4 =272 forn =1,

0 form=3,..., N—1;
{ 2712 f5rn =0, 1

w(n) =
0 form=3,..., N —1.

Genom att iterera v, w far man en p:te etappens waveletfilterféljd och mot-
svarande waveletbas kallas p:te etappens Haarbas.
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Haarbasens generatorer beridknas med hjélp av formlerna (10.5.4) och
(10.5.5) i foregaende avsnitt. Eftersom @ (29~ 'n) = 271/2(1 4 X, (27" 'n)) =
2_1/2(1 + Xoji-1 (n)), ar
gi(n) = gj—1(n) w(2~'n) = 2724, (n) (1 + Xp-1 (n))

= 272(gj1(n) + Xo-1(n) §j-1(n)) = 272(g;-1(n) + Ry-1g;1(n)).
Det foljer att g; = 27Y2(g;_1 + Rai1g;_1), dvs.

g;(n) =272(g;_1(n) + gj_1(n — 2771)).

Genom att utnyttja att 9(2/"'n) = 271/2(1 — Yy 1(n)) erhiller man pa
motsvarande satt sambandet

filn) =27%(g;_1(n) — gjoa(n — 271).

Rekursionsformlerna for g; och f;, som startar med gy = ey, leder slutligen
till foljande formler for j =1, 2, ..., p:

2792 form=0,1,...,2 —1,
gj(n) = e _
0 for ovriga n € Zy;
och
2792 forn=0,1,...,271 -1,
filn) =< —279/2 forn =271 27141, ... 2 —1,

0 for ovrigan € Zy.

Haarbasen i £%(Zy) bestar saledes av funktionerna

N/2—1 N/4—1 N/2P -1 N/2P -1
{Spl,k}k:/1 U {902,k}k:/1 U---u {(Pp,k}k:/1 U {wp,k}k:/1 )

dar
279/ for Pk <n < 2k+ 2711,
@ir(n) = Rojfj(n) = ¢ —279/2 for 2k + 201 <n <2(k+1) -1,
0 for ovrigan € Zy
och

2792 for 2k <n<V(k+1)—1,
Uia(n) = Rasegs(n) = { (k+1)

0 for ovrigan € Zy.

Figur 10.4 illustreras Haarbasen i fallet N =12, p = 2.
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) .

0.5 ©1,0 0.5 ©1,1 Of)‘ ©1,5

1 11 1 11 1 11

) ) )
0.5¢ o ©2,0 0.5 L] p2,1 0.5 p2,2 LI

1 11 1 11 1 11

o o o o o o

0.5 o o o ¢2,0 0.5 e o o o 1!’2,1 0.5 w272 o o o o

1 11 1 11 1 11

Figur 10.4. Nio av de tolv basfunktionerna i ¢?(Z15):s Haarbas.

Haarbasen ar konstruerad sa att basfunktionerna skall vara lokaliserade i
tidsrummet. For att undersocka lokalisationen i frekvensrummet studerar vi
deras fouriertransformer, och for den skull infor vi foljande hjalpfunktioner
for att forenkla vara beteckningar:

Gy(z) = 2Y%e ™ cos e,  Fy(z) =i2Y%e ™ sin 7z,
GJ(J/’) = Gj_1<l’) G1<2j_1$) och
Fi(v) = Gj_1(z) F1 (27 tz) for j=2,3,...,p.

Med induktion visar man sa latt att for 0 < z < 1 ar

i SIN(29 )

Gi(z) = 27921 .
(10.6.1) ’ sin T ‘

F(2) = 19-0-2)/2-@ -1ymia S0 (2 '77)
] sin Tx ’

Vi observerar nu att 2Y/2G;(z) = 1 + e~ 2™ och 2Y/2F(z) = 1 — e~ 2™
och dérfor ar

w(n)=2""2(1+x1(n)) =271 + e *™/N) = G4(n/N).
Pa motsvarande satt ar
o(n) = Fi(n/N).

Genom att jamfora rekursionsformlerna for fj och g; med rekursionsform-
lerna ovan for F; och G; far man omedelbart att

~

fi(n) = Fj(n/N)  och  g;(n) = G;(n/N).
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For absolutbeloppen av fj och g; géller alltsa
sin?(2/~tn/N)
sin(mn/N)
/2 |sin(2/7n/N)|

sin(mn/N)

och

1f:(n)] = |Fy(n/N)| = 27622
(10.6.2)

16;(n)| = |G;(n/N)| = 2762

Graferna till funktionerna |3;4] (= |f;]) och [Yx| (= |§,|) illustreras i
figur 10.5 for j =1, 2, 3, 4 och p = 4. Det framgar av dem att Haarbasen &r
hyggligt lokaliserad i frekvensrummet.

|4,k (n)] 94,1 (n)]

Figur 10.5. Figuren visar absolutbeloppet av fouriertransformerna till funktio-
nerna i Haarbasen. Observera att skalan pa z-axeln anger n/N.

For Haarbasen har de partiella rekonstruktionerna P; en mycket enkel
tolkning. Lat f € (*(Zy); da &r
271

oie) =272 3 F(2k +0),
(=0
varfor
271 i .. ; ;
s () = {2 ISE P2k 4 0) for 20k <n <2 (k+1)— 1,

0 for alla 6vriga n.
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Eftersom intervallen [27k, 2/ (k + 1) — 1] &r disjunkta for olika k, foljer det att

27 -1 20 -1

Pif(n) =D (fotbin) vin(n) =277 f(27k +0)
=0

k=0

for alla n i intervallet [27k,27(k + 1) — 1]. For ett sadant n dr med andra
ord den partiella rekonstruktionen P; f lika med funktionen f:s medelvirde
1 intervallet.

EXEMPEL 10.6.1 Lat f € (?(Z5) vara funktionen
f = (77 37 47 27 57 ]-7 27 07 37 37 47 2)
Da ar
Pof=(4, 4, 4, 4, 2 2 2 2 3 3 3, 3) och
Plf = (57 57 37 37 37 37 ]-7
Eftersom Q; = P,;_1 — P;, ar vidare

QQf: (17 17_17_17 17 17_17_17 07 07 07 O) OCh
Qlf: (27 _27 17_17 27_27 17_17 07 07 17 1) ]

Shannonbasen

Antag att N dr delbart med 2™, diir p > 1. Forsta etappens Shannonbas
(se exempel 10.5.2) genereras av funktionerna v, w, dér

o(n) 0 for 0<n<N/4—1och 3N/4<n<N -1,
vin) =
V2 for N/4<n <3N/4-1;

b(n) V2 for 0<n<N/4—1 och 3N/4<n<N -1,
w(n) =
0 for N/4<n<3N/4-1.

Observera att
(10.6.3) B(n) +w(n) = V2

for alla n, och att v innehaller de N/2 hogsta frekvenserna, medan w in-

nehaller de N/2 ldagsta frekvenserna i frekvensomradet 0 <n < N — 1.
Genom att iterera v, w erhalles en p:te etappens waveletfilterfoljd vy, wy,

Vg, Wa, ..., Up, Wy. Motsvarande waveletbas kallas p:te etappens Shannonbas.
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Eftersom w;(n) = w(2/"'n), &r

b(n) V2 for 0<n < N/27'—1 och 3N/21TN <n < NJ2TH -1,
’ 0 for N/29Tt <n <3N/ — 1,

och med hjilp av rekursionsformel (10.5.5) far man nu foljande explicita
uttryck for g;(n):

X 27/2
g]( ) {O

Genom att kombinera rekursionsformlerna (10.5.4) och (10.5.5) med ek-
vation (10.6.3) far vi vidare sambandet

for 0 <n < N/27"1 —1 och N - N/27"1 <n <N -1,
for N/27H1 <n < N — N/27t1 — 1.

fi(n) + 5(n) = §;-1(n) (9;(n) + j(n)) = §;-1(n) (0(27~'n) +@(2"'n))
= V24;4(n),

vilket innebéar att

(10.6.4) fi(n) = V2g;_1(n) — g;(n).

Figur 10.6 illustrerar transformerna fj, g; for 7 =1, 2 och 3.

4 4
f g1
—t " } :
N IN N N N N
8 8 8 8
fo 92
N 15N N N 15N N
16 16 16 16
f3 93

Figur 10.6. Fouriertransformer till Shannonbasens generatorer.
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Genom invers fouriertransformering kan man forstas skaffa sig explicita
uttryck for Shannonbasens generatorer. Enklast &r nog att férst berékna g;(n)
genom invers fouriertransformering och sedan sétta in det erhallna explicita
uttrycket i formel (10.6.4). Efter lite rdkningar far man foljande formler:

21/2e=mn/N gin(7n /27)
Nsin(ﬁ'n/N)
fi(n) = (2cos(mn/27) — 1)g;(n).

(10.6.5) 9i(n) =

For alla j och k ér forstas |p;x(n)] = |@0(n)] = f;(n) och ¢y (n)] =
|@/A1k0(n)| = gx(n). Shannonbasen ar darfor bra lokaliserad i frekvensrummet.
Den ér ocksa ganska bra lokaliserad i tidsrummet. Jamf{or formlerna (10.6.5)
for Shannonbasens generatorer med formlerna (10.6.2) fér Haarbasgenerato-
rernas fouriertransformer.

Den reella Shannonbasen konstrueras genom iteration av forsta etappens
reella Shannonbas (se exempel 10.5.3).

Daubechies D6-wavelets

Antag att N dr delbart med 2P for nagot positivt heltal p och att N/2P > 6.
Shannonbasens (och den reella Shannonbasens) funktioner &ér per defini-
tion mycket bra lokaliserade i frekvensrummet. Ingrid Daubechies konstruera-
de reella waveletfamiljer som istéllet &r mycket bra lokaliserade i tidsrummet,
och i det hér avsnittet skall vi studera hennes s. k. D6-bas.
Vi utgar fran identiteten

(cos® x +sin®x)® = 1

och utvecklar viansterledet med hjélp av binomialsatsen, vilket leder till iden-
titeten
cos' z + 5 cos® xsin? z + 10 cos® xsin* 2 + 10 cos® zsin® z + 5 cos? zsin® z

+sin'?z = 1.
Sétt nu
b(x) = cos'® x + 5cos® wsin? 2 4 10 cos® x sin ;
eftersom cos(z + §) = —sinx och sin(z + §) = cos z, blir da

b(x + g) = sin'® x + 5sin® z cos® z + 10sin® z cos* T,
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och det foljer av identiteten ovan att
b(x) +b(z+5) =1
for alla reella tal x.
Om vi viljer w € (*(Zy) sa att
(10.6.6) |w(n)|? = 2b(7n/N),
blir alltsa
lw(n)|? + [w(n+N/2)*=2 forn=01,..., N2 -1,

vilket innebér att de jdmna translaten av w bildar ett ortonormerad system
med N/2 vektorer.

For att uppfylla (10.6.6) kan vi naturligtvis helt enkelt definiera w(n) =
\/2b(mn/N), men detta fungerar inte om w:s translat ocksa skall vara loka-
liserade i tidsrummet. Vi maste vélja w(n) med stérre omsorg och skriver
darfor om b(x) pa formen

b(z) = cos® z [cos® z + 5 cos® zsin® z + 10sin’ z]
= cos’ z [(cos® z — V10sin® 2)* + (5 + 2v/10) cos” z sin” z].
Satt nu

c(z) = V2e " cos® & [(cos® z — V10sin® z) +iV5 + 2v/10 cos z sin x;

da ar tydligen
|e(x)|* = 2b(z).

Med hjélp av Eulers formler for cosz och sinz kan vi uttrycka c(z) som ett
polynom i e och e, Fér att forenkla beteckningarna sétter vi

a=1-+v10, b=1++v10 och ¢ =V542V10

och far da
C(ﬂ?) — 3L2_ 675133(6136 + 6711)3 [(elz + 6711)2 + \/ﬁ(elw o efm:)Q
+ V5 +2v10 (e + ™) (e — e71)]
_ Q i
32
V2

~ 32 [(b+¢) + (2a+ 3b + 3c)e ™" + (6a + 4b + 2c)e™**
+ (6a + 4b — 20)6*61:1: + (2a + 3b — 30)67813‘” +(b— c)efloix}.

(€% + 3" 4+ 37 + e | [(b+ )e”™ + 2a + (b — c)e” 7]
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Vi ser nu poiéngen med faktorn e i definitionen av c(x); den dr med
for att c(z) skall bli ett polynom i e~ %,

Definiera slutligen w € ¢?(Zy) genom att sétta
w(n) = c(mn/N);

da uppfylls (10.6.6), vilket betyder att de jimna translaten av u bildar en
ON-fsljd i ¢*(Zy). Eftersom funktionen w #r entydigt bestimd av att

=

ﬁ)(n) _ w(k)efZﬂikn/N’

0

i

visar en jamforelsen med det explicita uttrycket for c(z) att w(k) = 0 for
6 <k <N —1 samt att

w(0) = \3/—3(1)—1-0) w(l) = \3)/3(2a+3b+30) w(2) = \3)/25(6a+4b+20)
w(3) = £(6a+4b—20) w(4):£(2a+3b—30), w(b) = \3/2_(19— c).

Funktionen w &r med andra ord reell och skild fran 0 i exakt sex punkter.
For att erhalla generatorer v och w till en forsta etappens waveletbas

anvinder vi nu sats 10.5.1 och definierar funktionen v € ¢*(Zy) genom att
sitta v(k) = (=1)F1w(l — k) = (=1)*1w(1 — k). Det féljer att

1

5
TA)(TL) — Z (_1)k71u(1 . k,)efQﬂ'ikn/N — e87rin/N Z(_l)kflu(fi . k)e727rikn/N.
k=0

k=—4

Med utgangspunkt fran funktionerna u och v konstruerar vi nu en p:te
etappens waveletbas genom att folja recepten i satserna 10.5.6 och 10.5.2;
den erhallna ON-basen kallas Daubechies D6-waveletbas, diar sexan syftar pa
antalet nollskilda komponenter i funktionerna u och v.

Fouriertransformen till funktionerna i waveletfilterféljden har formen

5

’UAJ(’TL) w 9i—1,, Z —27r1k23 In
J

k=

B50n) = 5(21hn) = BTN (1)l b
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61,k (n)] @2,k (n)] @3,k ()]

|64,k (n)] b,k ()]

Figur 10.7. Figuren visar absolutbeloppet av fouriertransformerna till funktio-
nerna i D6-basen. Observera att skalan pa x-axeln anger n/N.

dér ar, = w(k) for k=0, 1, ..., 5. Det foljer darfor genom ihopmultiplikation
att

57
gj(n) = wi(n)wz(n)---w;(n) = Z bye~2mikn/N _ Z gi( —27rikn/N och
k=0
5r42/+1
f](n) = wl(n)ﬁJQ(n) ’wj 1 Z Ch 6727r1kn/N
k=27+1
N-—1
= fj(k.)e—%rikn/N
k=0

dirr =14+2+4+---+ 271 =2 — 1. Hirav kan vi dra slutsatsen att
funktionerna f; och g; dr nollskilda i hogst 5r+1 = 5-2/—4 = 6+(2/"1—1)-10
punkter.

Forsta generationens basvektorerna ¢ , i D6-basen har 6 nollskilda kom-
ponenter, andra generationens basvektorer ¢, har 16 nollskilda komponen-
ter, tredje generationen har 36 nollskilda komponenter, fjirde generationen
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har 76 nollskilda koefficienter, osv. D6-basen &r béattre lokaliserad i tidsrum-
met &n (den reella) Shannonbasen, men den ér inte lika bra lokaliserad i
frekvensrummet som Shannonbaserna. Se figur 10.7
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2.1
2.2

2.3
24
2.5
2.6

2.7

2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.14

2.15

2.16

a) Absolutkonvergent b) Absolutkonvergent for alla t € R.

a) Konvergent for —1 < x < 1; likformigt konvergen pa alla slutna
delintervall [a, b] av |—1,1][.

b) Konvergent for —v/2 < z < v/2; likformigt konvergent pa alla slutna
delintervall av |—+/2, 0[ och ]0, v/2[.

¢) Konvergent for = > 0; likformigt konvergent pa [0, ool.

d) Konvergent for alla x € R; likformigt konvergent pa alla slutna
delintervall av |—o0, 0 och ]0, col.

a) Nej b) Ja c) Ja
a) Nej b) 0

1
T
8

1+«

Larctanz + iln ]

N

Integralens vérde ar .
Serien ar likformigt konvergent pa R (Weierstrass majorantsats).

Serien &r likformigt konvergent pa [0, co| (Weierstrass majorantsats).

a) For alla x € R. b) Nej c) Ja
a) Likformigt konvergent pa R. b) Likformigt konvergent pa R.
Integralen &r lika med 1.
e
1) = .
J') (e41)2
Integrera forst partiellt och anvind sedan Riemann—Lebesgues lemma.

241
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z 3z 222 + 4z
3.1 b i
R L R o
n 0 omn#1
3.2 Lo(2 b) a, = n=n-2"TN 3 (=)™,
a)3 (3) )a {1 omn=1 ¢)a " (=1)

33 a,=n+5-3-2"7

3.4an:n+1—|—1 -
21

35 an =247+ 2. (<1), b=~ 474 2. (1)

:n+1—|—singn

36 a)zg=1,2,=2-2"forn>1
b) z, = £ (2" 4+ 4 cos In — 2sin In)
4.1 g(n) = e 3=2if(n — 9)

4.2 f(t) = Ce**

1
4.3 —sint — —cost
2 T

44 a)s+11 D) (C,1)-summa saknas

e —e T (=™ ., T e 4+e ™ 1
4. ) ~ . - — .
6 a) 1)~ =5 D g, Py e 2
nez
1. 12X cos2nt
4.7 a) f(t) ~ §smt+ o %;4712 —
b) Serien konvergerar mot f(t) for alla .
1
C) 5
m 2-(=1)" i
b) Fourierserien konvergerar likformigt mot f(¢) pa hela R.
2
T
C) —E
2 sin(2n — 1)t
4.9 t) ~ _—
) 10~ 3T
b) Sinusserien konvergerar mot f(t) for 0 < ¢ < 7.

m
C)Z
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411 f

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.19

4.21

5.1

T 4 = cos(2n 4 1)t
)~ 1e ] by
n=0

2 — (2n+1)?
b) Cosinusserien konvergerar mot f(t) for alla .
2
C) g
cos( 2n+1 cos(4n + 2)t
N___Z (2n+1 _Z (4n +2)?

Serien konvergerar mot f(¢ ) for alla t

(t) ~ 30 AT

nez

IR 2
_ —t . - —(27’L+1) t .
u(z,t) =e 'sinz + - 30 m1® sin(2n + 1)z

u(x,t) =1+ 3e 1% cosdx

o0

7r 4 1
u(z,t) = 5t 1- = Z T 1e e~ cog(2n 4 1)
n=0
a) u(z,t) = 8 i _r e~ D%t gin(2n 4+ 1)
’ T (2n+1)3
8e 2 & 1

b) ulzt) = 2 (2n+ 1) o~ D sin(2n 4 1)z
s n
n=0

2 o (=
u(x,t) :%+sinx—e’tsinx+;z

™| sin(N + 1)t ™ | sin(N + 2)t
b) Visa forst att/ |Sm(,—12)|dt = 2/ M dt+0(1) =
0 sin 5t 0 t
Nm :
2/ | sin.ul du+ O(1). Utnyttja sedan att for k > 3 &r
0 u
2/k+1du< 2 < w |sinu|d < 2 < Z/kldu
= — < — U< ——— < — —.
Ty u T kT T Syl u “(k—=1)m T 7w Jpy u
1
4
2 _3 i 2 i 2
b) = L
Y 6 ' 9% Yw 9 war
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5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

6.1

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.12

2

8 — T
f(t) ~ ,;:1 yrCa s1n 2nt. S = 61
5 1 o, 4
Ortogonala polynom: 1, ¢, t* — 7 Minimerande polynom: gt + 5
3 15
—(1le7t —e) —3e7Ht+ —(e — Te ) 2
4 4
7 57
Minimum = —~e* + 20e — —.
Minimerande polynom: (18 — 6e)t + 4e — 10.
5 1 35, 5
Ortogonala polynom: 1, ¢, t* — —. Minimerande polynom: — ¢ + —
5 32 32
Ort la pol 1, ¢, 2 5 Mi de pol Ty 03
r n nom: — —. Minimeran nom: — —.
ogonala polyno - erande polynom: ——¢ 198

a) f=(10,-2+2i,-2,-2—2i)  b) f=(2i,—4i,6, 2 + 2i)
¢) f=(21,-3+3V3i, -3 +/31,-3, -3 — 31, -3 — 3V/31)

a) (3,-3:3:3) D) (0,0,1,0)

f:(1,$,—$), G=1(0,0,3) och fx*g=1(0,0,0).
f=(1,2,-1,0)

a) f=(c,c...,c)

b) Alla b med Zszo b = 0. Losningen é&r ej entydig.

Egenvérdena ar 8, —1 +1, 2 och —1 —1i.
a)
i —2—i 3 0
0 i —2—1i 3
3 0 i —2—1i
—2—i 3 0 i

b) Egenvérden: 1, —2—1, 5+2i och —4+ 3i. Motsvarande egenvektorer:
(1,1,1,1), (1,i,—1,—i), (1,—1,1,—1) och (1, —i, —1,1).

a) a = (8,—2i,—4,2i), b= (10,—2+ 2i, -2, —2 — 2i)
b) (18, (V8—2)i, —4+2i, (V8+2)i, -2, — (V8 +2)i, -4 — 2i, (2— V/8)i)
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2
6.13 v = %(—1 +2,1,-1-+/2,1)

p . WCosSw — sinw
7.1 f(w)=2i 3
7.2 —ab = —1

7€ <_ [bQ—I—x?}(a))

5 w? +2
7.3 f(w) ) T
74 flw) =2 Y ol

w

7.5 a) Guq(w) = e iw—o"w?/2
b) ©pior * Cusos = Pustps,er dir 0 = /o7 + 03. I sannolikhetsteore-
tiska termer betyder detta att summan av oberoende normalférdelade
stokastiska variabler dr normalférdelad och att summans medelvirde
resp. varians &r lika med summan av medelviardena resp. varianserna
hos de i summan ingaende stokastiska variablerna.

77 a) flw) = fw)
79 fxg(t) = %eflﬂ

A sin” w 2
7.11 =4 b) —
2) flw) =42 b 2
A sinw — w cosw 2
A2 =1 b) —
T eltiv _ e*(l‘i’iw) . 1
1 — b) ¢ = - - d) L
18 b)) = )@= roE O
A COS w — COoS 2w sin? w — sin?(w/2
7.14 a) f(w):2—2 (=4 5 ( /))
in w w
b) —
) 3 5
c) 4arctan2 — g —1In 5 (Anvénd Parsevals formel pa polar form.)

715 a) fx f(t) = (14 [t])e b) y(t) = —3(1 + [t])e M



246 Svar till 6vningsuppgifter

718 b) f(w) = ﬂ(eefw —-1) c) mle—1)

81 a)l—e  b)iesinbt  c¢) (3t+1)e* — e cost
d) 5(t—1)sin(t —1)- H(t — 1) e) (21 — eV H(t — 1)

o3t _ o2t
f) ;
8.2 a) 1—Se b) 1—e 82(3—1—1) ) 18—2<e1 _(se—l;;)
8.3 f(t) =2cost —tsint
84 x(t)=—t+e—et, ylt)=—-1+e+e!
8.5 f(t) =4 —3cost
8.6 x(t) = 2e' +sint, y(t) = cost
8.7 y(t) = 2(t) = e
8.8 y(t) = + (2t — 2)et

1
8.9 f(s) = arctan —
s

. 1 1
8.10 = —In(1+4 -

fls)=<In(1+-)
8.11 f(s) = Cs™@ diir O = [[Pe t*dt =T(a+ 1).

9.1 Den duala gruppen G bestar av fyra element 1, xa, xXB och yc som
definieras av tabellen

x 0 a b ¢
xi(z)y |1 1 1 1
xalz) |1 1 -1 -1
xglz) |1 -1 1 -1
xe(z) |1 -1 =1 1

Avbildningen 0 — x1, a = x4, b = X, ¢ — X ir en isomorfi mellan
G och G, sa de bada grupperna G och G ar isomorfa.

9.2 Visa forst att om f: R — C &r en kontinuerlig icke-trivial multiplikativ
funktion, dvs. om f uppfyller

(1) fls+t)=f(s)f(t)  och — f(0)=1,
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sa dr f automatiskt deriverbar med

f'(t) = f(0)f(t). Deriverbarheten foljer genom att vilja 6 > 0 sa
litet att a(d) = f06 f(s)ds # 0 (hér anvinds att f &r kontinuerlig och
f(0) = 1) och sedan integrera identiteten i (1) med avseende pa s dver

intervallet [0, 0], vilket efter ett variabelbyte leder till
t+5

ft)=a(®)™" f(u) du.
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Abels kriterium, 21, 33
abelsk grupp, 193
Abelsummation, 71
absolutkonvergent, 18
amplitud, 59
amplitud-fasvinkelform, 59

Bessels olikhet, 102

(C,1)-summa, 70

Cauchyfoljd, 14

Cauchys konvergensprincip, 14, 17
Cauchy—-Schwarz olikhet, 95
Cesarosummation, 70

cyklisk matris, 132

Daubechies D6-wavelets, 235
Diracmattet, 185
Dirichletkérna, 68, 151
Dirichlets kriterium, 21, 33
diskret grupp, 195

dual grupp, 198

entydighetssatsen, 42, 78, 155, 178
exponentiellt vixande, 168

faltning, 51, 66, 129, 172, 197
fasvinkel, 59

Fejérkarnan, 72, 151
fourierkoefficient, 57
fourierserie, 57

fouriertransformen, 144, 146, 159, 198

diskreta, 123
snabba, 136
fullstdndig ON-méngd, 104

fundamentallosning, 188

Gibbs fenomen, 86
Gram—Schmidts metod, 101
grundvinkelfrekvens, 62
grupp, 193

abelsk, 193

diskret, 195

dual, 198

lokalt kompakt, 195

topologisk, 194

harmonisk analys, 197
harmonisk svingning, 59
Haarbas, 219, 229
Haarmatt, 195
Heavisidefunktionen, 184
Hermitepolynom, 110

impulssvar, 53

inre produkt, 94

inre produktrum, 94
integralkriteriet, 20

invers fouriertransform, 124
inversionssatsen, 124, 144, 154

jamforelsekriteriet, 19

karakteristiska funktionen, 146
karaktér, 120, 198

kausalitet, 52
konvergensabscissa, 168
konvergensradie, 35
kvotkriteriet, 19
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L', 9, 197 translat, 65, 119, 194

L%, 98, 197 translation, 49, 119, 194
2,96 translationsinvariant, 130
Laguerrepolynom, 110 triangelolikheten, 9, 95
Laplacetransformen, 169 trigonometrisk form, 58

Lebesgues sats om
dominerad konvergens, 29

Legendrepolynom, 110 variabelseparation, 2

likformig konvergens, 25, 26 viktfunktion, 109, 182
lokalisering, 205

lokaliseringsprincipen, 83

uppsamplingsoperator, 134, 209

vinkelfrekvens, 59

lokalt kompakt grupp, 195 wavelet
o bas, 217
multlphkatlwtet, 120 ﬁltel‘fOL]d 293. 227

generator, 217
Weierstrass approximationssats, 87
Weierstrass majorantsats, 26

nedsamplingsoperator, 134, 209
nollméangd, 10
norm, 94

normerad, 99 z-transformen, 41

ortogonal, 99
ortonormal, 99
odndlighetsnormen, 11

overforingsfunktion, 181

Parsevals formel, 106, 127, 145, 159
partiell rekonstruktion, 228
Plancherels sats, 161, 203
potensserie, 34

Pythagoras sats, 100

Riemann-Lebesgues lemma, 13
rotkriteriet, 19

Shannonbas, 220, 233

reell, 222
snabba fouriertransformen, 136
summationskirna, 74, 151
svart lada, 52
systemmatris, 215

tidsinvarians, 52
Tjebysjovpolynom, 110
topologisk grupp, 194



