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Forord

Det har kompendiet dr avsett for en forsta kurs i geometri pa universitetsnivd. En sidan
kurs bor enligt min mening presentera ndgon axiomatisk framstéllning av euklidisk
geometri samt innehdlla en historisk oversikt 6ver geometrins utveckling. Dessutom bor
forstds mycket tid dgnas at problemlosning.

Kompendiet startar foljaktligen med en kortfattad historisk oversikt, och darefter
presenteras neutral och euklidisk geometri axiomatiskt. (Neutral geometri brukar vanli-
gen kallas absolut geometri, men dd detta namn kan ge intryck av att absolut geometri i
nagon mening skulle vara absolut sann, har jag foredragit namnet neutral geometri; den
neutrala geometrin &dr neutral i forhdllande till parallellaxiomen.)

Vid valet av axiomsystem foreligger naturligtvis ménga goda alternativ. Huvud-
valet star mellan att presentera nagot system i Euklides anda eller att basera geometrin
pa transformationer. Jag har valt det forstndmnda och utgar nadrmare bestamt fran Hil-
berts axiomsystem for plan geometri. De primitiva begreppen och axiomen i Hilberts
system har ndmligen en omedelbar intuitiv apell och ansluter dessutom vil till Euklides
ursprungliga system.

Materialet i kompendiet torde gott och vél rdcka till en 5-podngskurs. Om man
onskar skdra, kan man t ex ldsa kapitel 2 oversiktligt samt utesluta de tre sista avsnitten
i kapitel 3. En lamplig kurs kan sdledes bestd av kapitel 1 och avsnitten 2.1-2.4, 2.6-2.8,
2.10, 2.12, 3.1-3.8. Kapitel 3 kan ocksa ldsas oberoende av kapitel 2.

Kompendiet skrevs ursprungligen for en kurs i geometri som jag holl hostterminen
1985. I samband med att jag nu gjort en elektronisk version av kompendiet har jag
redigerat om det ursprungliga materialet en smula.

Uppsala den 11 februari 2004
LARS-AKE LINDAHL
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I kompendiet anvands foljande symboler och beteckningar, som definieras eller infors pa
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AB
[AB]

AB

.

AB

|AB]
A-B-C
AABC
A1Ar ... Ay
(A1, Ay, ..

£(r,s)

/ ABC
/(r,s)°

R

IXC

[r, A, B,s]
C(O;1)
C(O; A)
APB

u(P; A, B)
(A, B;C,D)
(a,b;c,d)
vinkelsum(7r)
def(rr)
inre(7t)
yttre(7r)

a7t

T

1

ssa
ssO

D

<O

o0, 00K

~

~
8

- An)

strackan mellan punkterna A och B
den slutna striackan mellan A och B
linjen genom punkterna A och B

stralen fran punkten A genom punkten B
langden av strackan AB

B ligger mellan punkterna A och C
triangeln med hérni A, B och C
polygonen med hérni Aq, Az, ..., Ay
str'acktéget A]Az, A2A3, ey AnflAn

vinkeln mellan strdlarna r och s
vinkeln vid hornet B i triangeln AABC
storleken av vinkel / (7, s)

storleken av den rita vinkeln (dvs 90°)
supplementvinkeln till & (= 2R — &)
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1 Geometrins utveckling och historia

Nar méanskligheten forst borjade tanka i abstrakta banor om sddant som vi idag kallar
matematik, var algebra, talteori och geometri oskiljbara syskon. Av olika anledningar
kom emellertid geometri att bli den gren av matematiken som forst utvecklades till en
deduktiv vetenskap. Detta skedde naturligtvis inte 6ver en natt utan utvecklingen tog ett
par hundra dr och kan sédgas vara fullbordad i och med att Euklides skrev sitt beromda
verk Elementa for ca 2300 ar sedan. Detta arbete dr onekligen en viktig milstolpe i det
maénskliga tankandets historia.

En annan viktig landvinning ar upptackten av icke-euklidiska geometrier i borjan
av 1800-talet. Dessforinnan var all matematik resultat av olika forsok att beskriva den
"objektiva verkligheten”. Upptdckten av icke-euklidiska geometrier initierade ett intresse
for formella axiomsystem och abstrakta matematiska teorier utan direkt anknytning till
verkligheten.

Geometrin har naturligtvis paverkat utvecklingen inom andra grenar av matemati-
ken och inom andra vetenskaper. Under en lang tid accepterades t ex endast geometriska
metoder inom algebra och talteori, och detta kom snart att verka himmande pd utveck-
lingen inom dessa omraden. Mekaniken hade under 1500- och 1600-talen geometrin
som forebild; exempelvis & Newtons Principia tydligt modellerad efter Elementa med
definitioner, postulat, satser och bevis. Lange ingick geometriska studier i all hogre ut-
bildning s& geometri har ocksa haft en kulturell betydelse som stracker sig ldngt utanfor
matematikens och naturvetenskapens granser.

I en kortfattad redogorelse for geometrins historia maste man nédvandigtvis noja
sig med att beskriva huvuddragen. Hér behandlas i forsta hand idéer och problem som
spelat en viktig roll for geometrins utveckling. Mycket av det som vi idag betraktar
som sjdlvklart och oproblematiskt visar sig vara resultatet av en lang och modosam
utvecklingsprocess. Denna insikt dr kanske den viktigaste lardomen av ett studium av
geometrins historia.

1.1 Geometrins ursprung

Minniskan maste redan i tidernas gryning ha haft en intuitiv uppfattning om sddana
geometriska begrepp som forekommer i den naturliga omgivningen pé ett patagligt
sdtt, t ex avstdnd och symmetri. Hon har sédkert tidigt i utvecklingen fascinerats av
geometriska former och anvént sig av geometriska monster for dekorativa &ndamal och
i rituella sammanhang.

Under drtusenden stannade de geometriska insikterna pa ett undermedvetet plan,
men allteftersom samhdllen borjade organiseras i fastare former uppstod ett behov av mer
avancerade kunskaper i praktisk geometri for berdkning av areor, volymer och vinklar.
Sadana kunskaper behovs dd man skall uppfora storre byggnader, staka ut land, bygga
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bevattningsanldggningar, gora astronomiska observationer, osv. Det dr darfor ingen
tillfallighet att geometri som begynnande vetenskap uppvisar en parallell utveckling i de
stora flodkulturerna kring Nilen, Eufrat och Tigris, Indus och Ganges, samt Huang-ho
och Yang-tsi-kiang.

Ordet geometri dr av grekiskt ursprung och &r bildat av geo (jord) och metrein
(méta). Den grekiske historikern HERODOTUS (ca 485425 f Kr) beréttar att farao Ramses II
beskattade egyptierna efter storleken pd deras jordlotter och att det darfor var nodvandigt
att gora arliga matningar av de omraden som bortspolades av Nilen. Enligt hans mening
uppstod geometri som vetenskap just hos de egyptiska lantmétarna.

Véra kunskaper om egyptisk geometri bygger framst pa de s k Moskva- och Rhind-
papyrusarna fran ca 1850 och 1650 f Kr, vilka tillsammans innehdller 110 matematiska
problem av vilka 26 dr geometriska. De flesta av dessa handlar om area- och volym-
berdkningar och visar att egyptierna korrekt kunde berdkna arean av rektanglar och
ratvinkliga trianglar samt volymen av réta cylindrar och stympade pyramider. Arean av
en cirkel sattes lika med kvadraten p& 8/9 av diametern, vilket svarar mot ndrmevirdet
(16/9)* ~ 3,16 for 7. Egyptierna visste att en triangel med sidorna 3, 4 och 5 &r rétvink-
lig men tycks ddremot inte ha ként till Pythagoras sats. I en gravskrift forekommer den
felaktiga formeln A = %(a +¢)(b + d) for arean av en godtycklig fyrhorning med sidorna
a, b,c,d.

Den babyloniska matematiken fran tiden 2000-1600 f Kr var dverldgsen den egyp-
tiska inom omradena algebra och talteori men jambordig inom geometri. Babylonierna
kunde berdkna arean av rektanglar, ratvinkliga, likbenta och troligen ocksd allmdnna
trianglar samt speciella parallelltrapetser. Omkretsen och arean av cirklar berdknades
med formler som svarar mot att 71 ar 3 eller 3% . Volymen av réta cylindrar och prismor
berdknades korrekt som produkten av basen och hojden, medan ddremot volymen av
stympade koner och pyramider felaktigt berdknades som produkten av hojden och bas-
ytornas medelvarde. Ovanndmnda felaktiga formel for arean av fyrhorningar har ocksa
forekommit. Babylonierna kdnde i motsats till egyptierna till Pythagoras sats. De visste
ocksa att en i en halvcirkel inskriven vinkel &r rit.

Den é&ldsta indiska matematiken &r kdnd genom Sulvasiitras, som &r hinduiska an-
visningar for altarkonstruktioner fran perioden 500200 f Kr. Anvisningarna innehaller
detaljerade geometriska konstruktioner och visar att indierna kidnde till Pythagoras sats
och ocksd kunde generera pythagoreiska taltriplar (dvs heltalslosningar x, y, z till ekva-
tionen x% + y? = z%).

Den kinesiska problemsamlingen Nio kapitel om den matematiska konsten fran Han-
perioden (206 f Kr — 221 e Kr) innehaller ett kapitel om réatvinkliga trianglar, i vilket bl a
inskrivna cirkelns radie berdknas. Vidare innehdller samlingen area- och volymberdk-
ningar.

Gemensamt for geometrin i ovanndmnda kulturer &r att den till storsta delen var
empirisk, dvs kunskaperna var sammanfattade i enkla tumregler utan nagra forsok att
inordna dem under en storre sammanhédngande teori.

Upptackter som gjorts helt nyligen har fatt ndgra matematiska historiker att tro pa ett
gemensamt ursprung for den egyptiska, babyloniska, indiska och kinesiska matematiken.
De forsta matematiska upptdckterna anses ha gjorts av en indoeuropeisk kultur i Vist-
europa under den neolitiska stendldern. Matematikern van der Waerden argumenterar
for att Pythagoras sats och konstruktionen av pythagoreiska taltriplar upptéacktes i denna
kultur under perioden 4000-3000 f Kr. Som stdd for dessa asikter anfors dels de stora
likheter som den egyptiska, babyloniska, indiska och kinesiska matematiken uppvisar,
dels de pythagoreiska samband i form av relationer mellan vissa kritiska strackor, som
finns i ett antal megalitiska monument (s k “"henges”, av vilka Stonehenge vél dr den mest
kéanda).
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OVNINGAR

1.1 Lat a, b, ¢, d vara sidorna i fyrhérningen ABCD tagna i ordning. Visa att fyrhérningens
area ar < %(a +c)(b + d) och att likhet rader om och endast om fyrhorningen ar en rektangel.
[Ledning: Uttryck areorna av de fyra trianglarna AABC, ABCD, ACDA och ADAB med
hjilp av fyrhorningens sidor och vinklar, samt addera dessa areor.]

1.2 Berdkna volymen av en stympad pyramid, vars hojd och basareor dr / resp. By och B;.
Formeln V = 1Bh for volymen av en pyramid med basarea B och hojd h forutsitts vara
bekant.

1.2 Den deduktiva geometrins uppkomst

Enviktig vandpunkti geometrins och hela matematikens utveckling intraffade i Grekland
pa 500-talet f Kr. Filosofen THALES fran Miletos (ca 624-546) skall enligt traditionen ha
kommit i kontakt med den egyptiska geometrin under en resa till Egypten. Thales gjorde
sedannagra egna enkla geometriska upptackter, men hans revolutionerande insats bestod
iatthaninte ndjde sig med frdgan “Hur forhaller det sig?” utan dven stdllde frdgan ”Varfor
forhéller det sig sa?”. Han forsokte med andra ord forse sina geometriska pdstdenden
med logiska argument och lyckades ocksa hédrleda ndgra enkla pastdenden ur andra.
Déarmed inleddes en helt ny fas i geometrin — omvandlingen frdn empirisk till deduktiv
vetenskap.

Utvecklingen fortsattes av PYTHAGORAS (ca 572—497) och den av honom grundade
pythagoreiska skolan, ett brodraskap som dgnade sig at mystik, matematik och naturve-
tenskap. Pythagoréerna var inom matematiken framst intresserade av algebra och talte-
ori, men de gjorde ocksd viktiga insatser inom geometrin. De studerade egenskaper hos
parallella linjer och anvdnde dessa for att bevisa satsen om en triangels vinkelsumma, ut-
vecklade den geometriska algebran, studerade geometriska konstruktioner och skapade
en proportionalitets- och likformighetsldra. Pythagoréerna stod ocksd for upptackten av
inkommensurabla strackor. Fram emot slutet av 400-talet hade man erhallit en impone-
rande uppsattning av geometriska resultat &ven om just upptackten avinkommensurabla
storheter vallade dem stora bekymmer nar det gdllde att bygga upp en tillfredsstillande
teori for likformighet.

Allteftersom beviskedjorna blev allt lingre och det ena resultatet fogades till det
andra, maste sa smaningom idén ha uppstatt att ordna alla resultat i en enda ldng logisk
kedja. En ansats till en sddan framstillning av geometrin gjordes omkring mitten av
400-talet f Kr av HIPPOKRATES fran Chios.

Eftersom inga @mnen var frimmande for de grekiska filosofernas intresse &r det
naturligt att ocksa vetenskapens metoder kom att bli féremadl for deras undersokningar.
Speciellt PLATON (427-347) och ARISTOTELES (384-322) har dgnat sig at vetenskapliga
metodfrdgor. Bdda var vil insatta i den samtida matematiken och har klart tagit intryck
av detta.

For Aristoteles var de deduktiva vetenskaperna de férndmsta bland vetenskaper.
For att en vetenskap eller teori skall kallas deduktiv maste enligt Aristoteles vissa villkor
vara uppfyllda. Dessa villkor géller dels den logiska uppbyggnaden, dels den kun-
skapsteoretiska kvalitén hos vetenskapens utsagor. Ett nodvandigt villkor ar att teorin ar
axiomatiserad, och detta innebdr i korthet att teorin dr uppbyggd enligt f6ljande program.

1. Forst infors vissa grundldggande tekniska termer, s k primitiva begrepp, som inte
definieras med hjélp av ndgra andra termer. Att definiera allting dr ndmligen
omoijligt om man vill undvika cirkeldefinitioner. Detta hindrar naturligtvis inte att
man i vanligt sprak kan forsoka beskriva de primitiva begreppen sd att det framgéar
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vad teorin avser att handla om. For Aristoteles har de primitiva begreppen en
bestamd motsvarighet i verkligheten.

2. Vissa pdstdenden om de grundldggande begreppen noteras utan bevis. Dessa pa-
stdenden kallas teorins axiom eller postulat. (Aristoteles gor en distinktion mellan
axiom och postulat, men den dr ovdsentlig i sammanhanget.) Axiomen bevisas inte,
ty det &r omojligt att bevisa ndgonting fran ingenting.

3. Alla andra tekniska termer definieras med hjédlp av de primitiva begreppen och
redan definierade termer. Varje teknisk term i teorin kan sédledes i princip ersittas
med en kombination av primitiva begrepp, men av praktiska skal dr det bekvamt
att anvanda definierade begrepp.

4. Alla pastdenden inom teorin hérleds logiskt ur axiomen och tidigare harledda pa-
stdenden. De sa erhdllna pdstdendena kallas teorins teorem eller satser. Alla satser
ar saledes ytterst konsekvenser av axiomen.

Betrédffande de kunskapsteoretiska aspekterna ansag Aristoteles att axiomen skulle
vara sanna och evidenta, dvs uppenbara for var och en (som reflekterar 6ver dem). Av de
logiska slutledningsreglerna foljer da speciellt att alla satser inom teorin ocksa dr sanna,
och eftersom detta giller oberoende av vilka empiriska forhdllanden som rdder, kan
man enligt Aristoteles vara helt forvissad om att alla satser dr sanna. Daremot behover
forstds inte alla satser vara evidenta utan det &r ju ofta tvartom sa att ménga satser dr
Overraskande.

Den moderna synen pd en axiomatiserad teori skiljer sig inte fran Aristoteles” vad
betréffar den logiska uppbyggnaden enligt punkterna 1-4. Daremot har man idag andra
synpunkter pa det kunskapsteoretiska innehdllet. Sanningskravet har ersatts av kravet
pa att axiomen skall vara motsédgelsefria, och begreppet sanning har en teknisk innebord
som dr knuten till begreppet modell.

Aristoteles tillimpade sjdlv sitt program pa den av honom skapade syllogismléran,
som darfor dr den édldsta kianda axiomatiserade teorin. Ddremot gjorde han inga direkta
insatser inom geometrin.

Det definitiva genombrottet for den axiomatiska metoden skedde omkring 300 f Kr
ndr EUKLIDES fullbordade det epokgorande arbetet Elementa, som innehdller 465 pasta-
enden av geometrisk, talteoretisk och algebraisk karaktir arrangerade i logisk foljd och
hérledda ur ndgra fa axiom.

Elementa kom att bli en normgivande ldrobok under mer &n 2000 ar och ansdgs
lange som ett monster for intellektuell klarhet i allmédnhet och matematisk framstéallning
i synnerhet. Dess kulturella betydelse har darfor varit stor.

Euklides masterverk reducerade alla tidigare geometriska arbeten till historiska
kuriositeter, vilket dr beklagansvért for den historiska forskningen, ty darigenom kom de
med tiden att utplanas. Endast mindre fragment dterstir nu av arbetena fore Elementa.
Det mesta av vad som &r kdnt om grekisk matematik fore Euklides dr darfor endast
ként indirekt genom kommentarer hos t ex Platon, Aristoteles, Arkimedes och senare
matematiker.

1.3 Eudoxos proportionalitetsdefinition

Pythagoréerna lyckades aldrig skapa en tillfredsstédllande teori for proportionalitet och
likformighet. Deras teori baserades ndmligen pa antagandet att tva strackor alltid ar
kommensurabla, dvs att det for varje par a, b av strackor alltid finns en tredje strdcka c
sd att a och b &r heltalsmultipler av ¢ (eller med andra ord att férhallandet a/b alltid &r
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rationellt). Teorin raserades darfor delvis av pythagoréernas egen upptickt av inkom-
mensurabla strackor.

Vi skall illustrera hur kommensurabilitetsantagandet utnyttjas i ett tidigt pythago-
reiskt bevis for foljande sats.

Sats Om i trianglarna ANABC och AA'B'C’ hijderna mot baserna AB och A’B’ dr lika, si
forhdller sig trianglarnas areor area(/\ABC) och area(/\A’B'C’) till varandra som motsvarande
baser AB och A'B’.

Pythagoréerna visar forst att trianglar med samma bas och samma hojd har samma
area — detta foljer latt ur motsvarande resultat for parallellogrammer, som ocksa &r latt
att visa. Jfr fig.1.1.

E I F K
H G
Figur 1.1

Parallellogrammerna EFGH och IKGH har samma area, ty HIFG dr
en gemensam del och trianglarna AEIH och AFKG dr kongruenta.

Det pythagoreiska “beviset” for satsen fortsdtter nu sa hdr. Antag att strackorna
a = AB och a’ = A'B’ & kommensurabla med striackan ¢ som gemensam mattstock, dvs
att det finns naturliga tal m och n sd att a = mc och a’ = nc. Dela strackan AB i m lika
delar ¢ och strackan a’ i n lika delar c. Se fig. 1.2.

C c’
A B A’ B’

Figur 1.2

Trianglarna AABC och AA’B'C’ delas déi m resp. n deltrianglar, och alla deltri-
anglar har samma bas ¢ och samma hojd, och ddrfor ocksd samma area k. Det foljer att
area(AABC) = mk och area(AA'B'C’) = nk, dvs

area(AABC)/ area(ANA'B'C"y =m/n = AB/A'B'.

Satsen dr ddrmed bevisad for trianglar med kommensurabla baser. O

Mycket talar for att pythagoréerna redan under den forsta hilften av 400-talet f Kr
upptickte att \/2 ar irrationellt, dvs att sidan och diagonalen i en kvadrat &r inkommen-
surabla, och att deras bevis var det traditionella motsédgelsebevis som forekommer i véra
dagars larobocker. Just detta bevis finns i varje fall skisserat hos Aristoteles. Upptackten
betraktades av pythagoréerna som en veritabel logisk skandal, ty den stred for det forsta
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mot deras allmédnna filosofi att allt kan uttryckas med (naturliga) tal, och den gjorde for
det andra ménga av deras likformighetsbevis ofullstindiga.

Upptackten av inkommensurabla storheter och det dirmed sammanh&ngande pro-
blemet att formulera en tillfredsstidllande proportionalitetsldra kan sdgas utgora den forsta
verkliga krisen inom matematiken. Problemet var inte ltt att 16sa, och det drojde ca 100
ar innan EUDOXO0S (ca 408-355) kom pa en genial definition av begreppet proportionalitet
som fungerar oberoende av om de ingdende storheterna 4r kommensurabla eller ej.

Eudoxos definition lyder i princip s har:

Ldt a och b resp. c och d vara jamforbara storheter ( t ex strickor eller areor). Da ir

a c

b d
om och endast om foljande ekvivalens giller for alla naturliga tal m och n

1 mb <na < md < nc.

Poangen med Eudoxos definition dr att den definierar likhet mellan tva forhallanden
utan att forst definiera sjdlva forhallandena. Detta var mycket listigt av Eudoxos, ty for
att allmént definiera a/b som ett tal behovs ju begreppet reellt tal, och detta begrepp var
och forblev oként for grekerna.

Med vér moderna begreppsapparat, som inkluderar reella tal, kan vi l4tt 6vertyga
oss om att Eudoxos definition dr sund. Ekvivalensen (1) kan ju skrivas

m a m

n < b <~ n < d’
sd hans definition uttrycker bara det faktum att tva reella tal &r lika, om och endast om
alla rationella tal som ar mindre 4n det ena reella talet ocksa dr mindre dn det andra och
tvartom. Eudoxos definition foregriper dirmed den definition av reella tal som Dedekind
gav islutet av 1800-talet.

Med hjélp av Eudoxos definition &r det létt att tita luckorna i den pythagoreiska
proportionalitets- och likformighetsldran. Lat oss se hur ett korrekt bevis i Eudoxos stil
ser ut fOr ovanstdende sats.

Vi skall visa att
AB  area(AABC)

A'B’  area(AA'B'C')’

dvs att
m-A'B <n-AB & m-area(AA'B'C') < n-area(AABC).

Antag darfor att m - A'B’ < n - AB, och konstruera trianglarna AADC och AA'D'C’
med baserna AD =n- AB och A'D’ =m - A’B’. Jfr fig. 1.3.

C c’
A B D A B ' D’

AD=n-AB A'D'=m-A'B

Figur 1.3
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Eftersom trianglarna AADC och AA’D'C’ har samma hojd men A’D’ &r kortare
an AD, &r det klart att area(AA'D'C’) < area(AADC). Triangeln AADC bestar av
n deltrianglar med samma area som AABC, varfor area(AADC) = n - area(AABC),
och p& motsvarande sitt dr area(AA'D'C’) = m - area(AA’B'C’). Det foljer darfor att
m - area(AA'B'C') < n - area(AABC), dvs vi har visat implikationen

m-A'B <n-AB = m-area(ANA'B'C') < n-area(AABC).

Pa exakt samma sétt visas motsvarande implikation med < ersatt med > eller med = pa
bada stdllena. Darmed &r ocksa ekvivalensen bevisad. O

OVNINGAR

1.3 Fyll i detaljerna i foljande motsédgelsebevis for att hypote-
nusan AB och kateten BC i en likbent ratvinklig triangel
AABC &rinkommensurabla: Valj punkten D pasidan AB D
sa att BD = BC, och E pé sidan AC sa att DE blir vinkel-
rat mot AB. Da &r AADE en ny likbent ratvinklig triangel E
med katet AD = AB—BC ochhypotenusa AE =2-BC—AB.
Det foljer att om BC och AB bada ar multipler av en strécka
c, sa ar ocksd AD och AE multipler av samma strdcka.
Eftersom AD < - BC kan vi genom att upprepa konstruk-
tionen ett antal ganger finna en likbent ratvinklig triangel
sa att dels kateten och hypotenusan dr multipler av ¢ och

dels kateten &r kortare dn c. Detta dr forstds en motséagelse.

Figur 1.4

1.4 Elementa

Om Euklides som person vet man i stort sett inte mer dn att han var verksam omkring
ar 300 f Kr vid det nygrundade universitetet i Alexandria, och att han féormodligen hade
erhallit sin matematiska utbildning vid Platons akademi i Aten.

I Elementa sammanfattar Euklides sin tids kunskaper inom geometri, algebra och
talteori. De flesta satserna i Elementa harror frdn andra matematiker, s Euklides stora
insats bestdr i att han lyckas inordna resultaten under den axiomatiska metoden.

Arbetet dr uppdelat pd 13 band eller bocker. Bok I innehédller 48 satser om triang-
lar (bl a de vidlbekanta kongruensfallen), parallella linjer och parallellogrammer. Den
forsta satsen handlar om mojligheten att konstruera en liksidig triangel med en given
strdcka som sida, och de tva avslutande satserna dr Pythagoras sats med omvéandning.
En fullstindig lista 6ver satserna i Bok I ges i slutet av det hédr avsnittet. Bok II behand-
lar geometrisk algebra och innehdller geometriska bevis for olika algebraiska identiteter,
exempelvis kvadreringsregeln (a + b)> = a? + b* + 2ab, samt geometriska 16sningar till
andragradsekvationer. Bok III tar upp cirkelns geometri och innehdller de vélbekanta
satserna om kordor, tangenter och inskrivna vinklar. I Bok IV konstrueras regelbundna
polygoner med passare och linjal som hjdlpmedel. Bok V dgnas at Eudoxos proportio-
nalitetsldra och i Bok VI tillimpas denna pa likformighetsldran. Bockerna VII, VIII och
IX behandlar talteori, och dér dterfinns t ex Euklides algoritm for bestimmande av den
storsta gemensamma delaren till tva tal, aritmetikens fundamentalsats om faktorisering
av tal i primtal, samt beviset for att det finns odndligt mdnga primtal. I Bok X behandlas
vissa irrationella forhdllanden. Bockerna XI, XII och XIII dgnas at rymdgeometri. Dar
visas bl a att cirkelns area dr proportionell mot kvadraten pa radien och att volymen av
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en pyramid dr 1/3 av volymen av ett prisma med samma basyta och samma hojd. Vidare
konstrueras de fem regelbundna platonska kropparna.

Bok I inleds med att vissa grundldggande begrepp, t ex punkt och linje, inférs med
"definitioner” eller forklaringar som har till syfte att meddela den empiriska motsvarig-
heten till begreppen. Med utgangspunkt frdn de primitiva begreppen definieras sa nya
begrepp sasom t ex vinkel, rét vinkel och parallellitet. Sedan foljer en lista 6ver axiomen.
Dessa dr indelade i tva grupper, allmdnna axiom och postulat. De allmdnna axiomen dr
pastdenden om sddana forhallanden som éar allméngiltiga medan postulaten ar speciella
for den teori som studeras, dvs i det hér fallet geometri.

Euklides axiom i Bok I har foljande lydelse.

Allminna axiom

1. Storheter som ér lika med en och samma storhet dr ocksa inbordes lika.
2. Om lika storheter adderas till lika storheter sd 4r summorna lika.

3. Om lika storheter subtraheras fran lika storheter sa ar skillnaderna lika.
4. Storheter som sammanfaller med varandra ar lika.

5. Det hela ar storre dn sina delar.

Storheter syftar i Elementa pa t ex strackor, vinklar och trianglar, och likhet anvands bl a
i betydelsen kongruens.

Postulat

1. Man kan dra en (unik) strdcka mellan varje par av punkter.

2. Varje stracka kan (pa ett unikt sitt) forlangas till en linje.

3. Man kan beskriva en cirkel med godtycklig medelpunkt och godtycklig radie.

4. Alla rata vinklar &r lika.

5. Om en linje skar tv4 linjer sd att summan av tvd inre vinklar pa samma sida om den
skdrande linjen dr mindre dn tva rédta vinklar, sa skér de tva linjerna varandra pa
den sida dar de bada vinklarna ligger.

I

/ Figur 1.5

Postulaten 1, 2 och 3 specificerar de enda tilldtna geometriska grundkonstruktio-
nerna: att dra en linje genom tva givna punkter, och att dra en cirkel genom en given
punkt med en given punkt som medelpunkt. Motsvarande praktiska verktyg ar forstas
linjalen och passaren, men observera att den “euklidiska linjalen” endast far anvandas for
att dra linjer och inte for att méata och avsétta strackor, och att den “euklidiska passaren”
endast far anvandas for att konstruera en cirkel med en given medelpunkt och genom en
given punkt. Vi kan med andra ord inte direkt anvdnda passaren for att konstruera tva
cirklar med samma radie och olika medelpunkter eller for att avsatta strackor. Skank-
larna pa den euklidiska passaren &r alltsa inte “ldsbara”, utan de faller samman sd snart
passaren “lyfts frdn papperet”. Redani pastaende 2 visar emellertid Euklides att samtliga
konstruktioner som &r utférbara med en “modern ldsbar” passare ocksa kan utféras med
den euklidiska passaren.

Euklides femte postulat dr det beromda parallellpostulatet. Det &r ldtt att visa att
foljande utsaga ar ekvivalent med postulatet.

5. Genom varje punkt utanfor en given linje gdr det hogst en parallell linje.
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A andra sidan foljer ur postulaten 1-4 att det finns minst en parallell linje genom
varje punkt utanfor en given linje. Aven foljande pastdende ar darfor ekvivalent med
parallellpostulatet.

5”. Genom varje punkt utanfor en given linje gar det exakt en parallell linje.

En kritisk granskning av Elementa ger vid handen att Euklides inte helt lyckades
med sin foresats att hdrleda alla satser ur ovanstdende axiom. Vid &tskilliga tillfdllen
utnyttjas egenskaper som inte foljer ur axiomen. Detta intréffar faktiskt redan i beviset
for pastaende 1, da Euklides anvédnder sig av att tvd cirklar med en gemensam stracka
som radie skér varandra. Attsd ar fallet forefaller naturligtvis “uppenbart”, men det foljer
inte ur axiomen. Det dr emellertid relativt enkelt att reparera Euklides sma forbiseenden
genom att utvidga listan over axiom. Misstagen rubbar inte helhetsintrycket av Elementa
som en mésterlig komposition.

De 48 pastdendena i Bok I

. Att konstruera en liksidig triangel med en given strdcka som bas (dr mojligt).

. Att konstruera en strdcka lika med en given strdacka och med en given punkt som dandpunkt.

. Att avskdra en stracka som é&r lika med en given strdcka frdn en given lidngre stracka.

. Om i tva trianglar tva sidor och mellanliggande vinkel i den ena triangeln ar lika med tva
sidor och mellanliggande vinkel i den andra triangeln, s dr ocksd den tredje sidan och
motsvarande ovriga vinklar lika i de bada trianglarna, och trianglarna ar lika.

. I'en likbent triangel &r basvinklarna lika och de bdda yttervinklarna vid basen ar lika.

. Om i en triangel tva vinklar ér lika, sa dr ocksa motstdende sidor lika.

7. Givet en triangel AABC sa finns det inte ndgon annan punkt C’ &n C pa samma sida om
linjen genom A och B sa att AC’ dr lika med AC och BC' &r lika med BC.

8. Om motsvarande sidor i tva trianglar ar lika, sa &r ocksa motsvarande vinklar lika.

9. Att tudela en given vinkel.

10. Att tudela en given strdcka.

11. Att frdn en punkt pé en given linje dra en vinkelrét linje.

12. Att frdn en punkt utanfor en given linje dra en vinkelrét linje.

13. De tva vinklar, som en strécka dragen fran en punkt pa en linje bildar med linjen, dr antingen
tva rdta vinklar eller ocksa utgor deras summa tva réta vinklar.

14. Om tva strackor, dragna fran d&ndpunkten av en given strdacka och pd olika sidor om denna,
bildar tvé vinklar vars summa &r tva rdta vinklar, sa ligger de bada forstnaimnda stréckorna i
linje.

15. Om tvé strackor skdr varandra sa &r vertikalvinklarna lika.

16. I varje triangel dr yttervinkeln vid ett horn storre &n var och en av de motstdende inre
vinklarna.

17. 1varje triangel &r summan av tva vinklar, vilka som helst, mindre &n tv4 réta vinklar.

18. Ivarje triangel star den storre sidan mot den storre vinkeln.

19. I varje triangel star den storre vinkeln mot den storre sidan.

20. Ivarje triangel 4r summan av tva sidor, vilka som helst, storre 4n den aterstaende sidan.

21. Om tva strdckor, dragna fran d&ndpunkterna av en sida i en triangel, mots i en punkt inuti
triangeln, sd dr dessa strackor sammantagna mindre 4n summan av de aterstdende sidorna i
triangeln, men de bildar en storre vinkel &n de tva sidorna.

22. Att konstruera en triangel av tre givna strickor, av vilka tva tagna tillsammans i godtycklig
ordning &r storre dn den aterstaende.

23. Att med en given punkt pa en given stracka som spets resp. ben konstruera en vinkel som &r
lika med en given vinkel.

24. Om tva sidor i en triangel &r lika med respektive tva sidor i en annan triangel, men om
mellanliggande vinkel i den forsta triangeln &r storre dn mellanliggande vinkel i den andra,
s& dr ocksd motstdende sida i den forsta triangeln storre 4n motstdende sida i den andra
triangeln.

25. Om tva sidor i en triangel 4r lika med respektive tvd sidor i en annan triangel, men om den

aterstaende sidan i den forsta triangeln &r storre dn den aterstaende sidan i den andra, sa

= W N =

N U1
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.
47.

48.

ar ocksa mellanliggande vinkel i den forsta triangeln storre dn mellanliggande vinkel i den
andra.

Om i tva trianglar tva vinklar i den ena 4r lika med tva vinklar i den andra, och en sida i
den ena dr lika med en sida i den andra, ndmligen antingen sidan som forenar vinklarna eller
ocksa den som stdr mot en av de lika vinklarna, sd dr ocksa aterstdende respektive sidor och
aterstdende vinklar lika.

Om tvé linjer skérs av en linje under lika alternatvinklar s& 4r de bada linjerna parallella.
Om tva linjer skérs av en tredje linje sa att likbeldgna vinklar &r lika eller s& att de inre
vinklarna pa samma sida om den sistndmnda linjen sammantagna &r tva réta vinklar, s &r
de bada linjerna parallella.

Om tva parallella linjer skirs av en linje sé ar alternatvinklar lika, likbeldgna vinklar lika, och
summan av inre vinklar pa samma sida om den skédrande linjen dr lika med tvé rita vinklar.
Linjer som ar parallella med en och samma linje dr inbordes parallella.

Att genom en given punkt dra en linje parallell med en given linje.

I varje triangel &r yttervinkeln vid ett horn lika med summan av de tvd motstdende inre
vinklarna, och de tre inre vinklarna ar tillsammans tva rata vinklar.

De strackor som forbinder andpunkterna pa tva lika och parallella strackor i samma riktning,
ar sjélva lika och parallella.

I'en parallellogram dr motstdende sidor och motstdende vinklar lika, och diagonalerna tudelar
parallellogrammen.

Parallellogrammer med samma bas och pd samma parallella linjer (dvs med lika ho6jd) har
lika area.

Parallellogrammer med lika bas och pd samma parallella linjer har lika area.

Trianglar med samma bas och motstdende hérn pd samma med basen parallella linje har lika
area.

Trianglar vars baser &r lika och ligger i linje och vars dterstdende horn ligger pd samma
parallella linje, har lika area.

Trianglar med lika area pa samma bas och pd samma sida om baslinjen har aterstaende horn
pa samma med basen parallella linje.

Trianglar med lika area, lika bas pa gemensam linje och pa samma sida om linjen, har
aterstdende horn pa samma parallella linje.

Om en parallellogram har samma bas som en triangel och ligger inom samma parallell (dvs
har lika hojd), s& dr parallellogrammens area dubbelt triangelns area.

Att konstruera en parallellogram med en given vinkel och med arean lika med en given
triangels area.

I varje parallellogram dar komplementen till parallellogrammerna kring diagonalen lika till
arean. (Innebdrden i detta pdstdende &r att de bada skuggade parallellogrammerna i fig. 1.6
har samma area.)

Att konstruera en parallellogram med en given vinkel, en given stracka som bas, och vars
area dr lika med en given triangels area.

Att konstruera en parallellogram med en given vinkel och vars area ar lika med en given plan
manghornings area.

Att konstruera en kvadrat med en given strécka som sida.

I en ratvinklig triangel dr kvadraten pd sidan mot den rédta vinkeln lika med summan av
kvadraterna pa de 6vriga sidorna.

Om i en triangel kvadraten pa en av sidorna &r lika med summan av kvadraterna pa de
aterstdende sidorna, sa ar vinkeln mellan dessa tva sidor rét.

Figur 1.6
Hlustration till pdstdende 43.
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OVNINGAR
1.4 Utfor konstruktionen i pastdende 1 med euklidisk passare och linjal.

1.5 Péstadende 2 ar ekvivalent med att konstruera en cirkel med en given punkt O som medel-
punkt och en given strdcka AB som radie. Detta dr naturligtvis inget problem med en lasbar
passare men kréver lite fiffighet med en euklidisk passare. Genomfor en sddan konstruktion.

1.6 Genomfor foljande konstruktioner med hjalp av lasbar passare och linjal. (Ovning 1.5 visar
att dessa konstruktioner da ocksa kan utforas med euklidisk passare och linjal.)

a) Pastaende 9 b) Pastaende 10 ¢) Pastaende 11
d) Pastaende 12 e) Pastdende 22 f) Pastaende 23
g) Péstadende 31 h) Pastaende 42 i) Pastaende 44
j) Pastdende 45 k) Pastaende 46

1.7 Bevisa pastaende 21: Om D ligger inuti triangeln AABC, sd & AD + DB < AC + CB och
LADB > /ACB.
[Ledning: Visa forst motsvarande pastaende da D ligger pa sidan AC. Pastdendena 20 och
16 &r relevanta i sammanhanget.]

1.8 Bevisa pastdende 30 med hjélp av pastdendena 27 och 29.

1.9 Bevisa pastdende 43.

1.10 Bevisa péstaende 48, dvs omvandningen till Pythagoras sats.

1.5 Infinitesimala metoder och uttdomningsmetoden

For att berdkna areor och volymer anvander vi idag integrationsteknik. Det dr en barnlek
att berdkna t ex arean av ett parabelsegment eller volymen av en kon, men utan hjélp av
integralkalkyl dr det svart att ens gissa t ex formeln f6r volymen av en sfdr. For grekerna,
som inte forfogade over gransvardes- och integralbegreppen, var det dédrfor forenat med
stora svdrigheter att finna arean och volymen av andra omrdden och kroppar &n polygo-
ner och prismor. Véasentliga framsteg forutsatte ett atminstone intuitivt utnyttjande av
infinitesimala metoder.

Arkimedes tillskriver atomisten DEMOKRITOS (ca 460-370) upptackten av formeln
V = 1Bh for volymen av en pyramid eller kon med bas B och hojd /. Det ér troligt att
Demokritos resonerade pa ungefar foljande sitt nar han gjorde sin upptackt.

Om en tetraeder skirs av ett plan parallellt med basytan sa ar snittytan likformig
med basytan, och motsvarande sidor i basytan och snittytan forhaller sig till varandra
som tetraederns hojd forhaller sig till snittytans avstand fran toppen. Hédrav foljer att om
tva tetraedrar med kongruenta basytor och samma hojd stdr pa samma plan och skérs av
ett med basplanet parallellt plan, s& dr ocksa snittytorna kongruenta. Jfr fig. 1.7. Genom
att uppfatta snittytorna som “oédndligt tunna” skivor och tetraedrarna som sammansatta
av sadana skivor, inser man att de tvd tetraedrarna har samma volym. (Ett strikt bevis
for den sistndimnda slutsatsen kraver naturligtvis integrationsteknik.)

Figur 1.7
Pad grund av likformighet iir a; : a = hy @ h. I tetraedrar med kongruenta
basytor och samma hojd blir dirfor snittytor pd samma avstind frin
toppen ocksd kongruenta med varandra.
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For att visa att en tetraeders volym &r 1/3 av voly-
men av ett prisma med samma basyta och samma hojd,
racker det darfor att betrakta tetraedrar vars topp ligger
rakt over ett av hornen i basytan. Lat A;AA3B; vara en
sddan tetraeder med toppen B; rakt over hornet A, ochbe-
trakta prismat A; Ay A3B1ByBs, dér topptriangeln AB;B,B3
ar kongruent och parallell med bastriangeln AA;A;A;3. Se A As
fig. 1.8. Prismat kan uppdelas i tre tetraedrar A;A;A3B;,
B1ByB3 A3 och B1AyA3B;. De tva forstnamnda har uppen-
barligen kongruenta basytor och lika hojd (A1B; = B3A3),
ochiden forsta och tredje befinner sighornen A; resp. B, pa Figur 1.8
samma avstand fran den gemensamma sidoytan ABj A, Aj3.

Det foljer att de tre tetraedrarna har samma volym, dvs 1/3
av prismats. O

B1 B3
B,

Az

Déarmed dr Demokritos resultat verifierat for tetraedrar. En godtycklig pyramid kan
péa ett uppenbart sitt delas upp i ett dndligt antal tetraedrar med gemensam hojd, och for
koner foljer resultatet genom gransovergang.

Pythagoréerna visste att areorna av tva likformiga polygoner forhaller sig som
kvadraterna pa motsvarande sidor. (Vi bortser da fran deras problem med inkommen-
surabla storheter.) HIPPOKRATES (400-talet f Kr) generaliserade detta resultat till cirklar
och visade att areorna av tva cirklar forhdller sig som kvadraterna pa radierna, eller an-
norlunda uttryckt, att arean av en cirkel dr proportionell mot radiens kvadrat. Han har
formodligen resonerat pa foljande vis.

Lat C och C’ vara tva cirklar med radier  och #’, och skriv in regelbundna n-
horningar M, och M/, i C resp. C'. Da dr forstds M, och M, likformiga och férhallandet
mellan motsvarande sidor ar r/r’, varfor

area M,/ area M), = (r/1').
D4 n okar ndrmar sig M,, och M), alltmer cirklarna C och C’. Foljaktligen &r
areaC/areaC' = (r/r')%.

For att gora Demokritos och Hippokrates resonemang till strikta bevis fordras en
teori for hur man skall handskas med odndliga processer. De grekiska matematikerna
var emellertid mycket skeptiska mot sddana. Huvudorsaken till denna instdllning var de
paradoxer om rorelse som ZENON fran Elea hade formulerat omkring 450 f Kr. (Paradoxen
om Akilles och skoldpaddan &r sdkert vdlbekant for de flesta.) Zenons paradoxer var vis-
serligen inte alls riktade mot matematiken utan var avsedda som ett forsvar for filosofen
Parmenides metafysiska teorier, men de kom dnda av matematikerna att uppfattas som
en varning mot att gora gransovergdngar och att summera infinitesimala storheter.

Eudoxos hittade pa ett sitt att ersidtta gransovergang med motsagelsebevis. Meto-
den kallas uttomningsmetoden, och den anvandes av Eudoxos for att ge strikta bevis for
bl a ovanndmnda resultat av Demokritos och Hippokrates. Den forutsétter att man vet
svaret pa det som skall berdknas och kan alltsd inte anvandas for att hdrleda nya resultat.

Uttomningsmetoden fungerar pa foljande vis. Antag att vi skall bevisa att arean av
ett omrade D &r lika med a. Vi visar da att antagandet area D < a &r orimligt genom
att konstruera ett omrade D’ C D med area D’ > area D. Analogt visas att antagandet
area D > a leder till en motségelse genom att man konstruerar ett omrade D” D D med
areaD"” < areaD.
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Ett bevis med hjélp av uttdomningsmetoden for Hippokrates resultat om arean av
cirklar ser ut s& har. Antag att

area C/area C' # (r/1')>.

Da giller olikhet at ndgot hall och vi kan utan inskrankning anta att
7\ 2 ,
areaC > (7) -area C'.

(Lat annars C och C’ byta plats.)

Lat D, beteckna en regelbunden 2" -manghdorning in-
skriven i C. D4 vi overgar frdn D, till D,,; genom att
fordubbla antalet horn sa blir arean av omradet mellan C

och D,,; mindre dn halva arean av omradet mellan C och
D,. Se fig. 1.9.

Figur 1.9

Vid varje fordubbling av antalet horn i den inskrivna manghorningen mer dn hal-
veras saledes omrddet mellan cirkeln och mdnghorningen. Det foljer att efter ett andligt
antal steg ar

2
areaC —area D, < areaC — <—,) -areaC/,
7

dvs
r\2 ,
area D, > (—,) -areaC'.
r

Lat nu D), beteckna motsvarande i C’ inskrivna 2" -horning. Eftersom
area D) /area D, = (r' /1)?,

ar pa grund av olikheten ovan

/
r.\2
area D), = (—) -area D, > areaC/,
7

vilket dr en motsagelse. O

Den som nddde langst med hjilp av intuitiva infinitesimalresonemang var antikens
storste matematiker, ARKIMEDES (287-212). 1 arbetet Metoden beskriver Arkimedes hur
han med hjilp av ett sddant betraktelsesitt och mekaniska argument har kommit fram
till formeln V = 7R3 for volymen av en sfir med radie R.

Arkimedes resonemang kan sammanfattas pa foljande sitt. Betrakta en kring sfaren
S omskriven cylinder C och en kon K med basradie 2R och hojd 2R och vars axel
sammanfaller med cylinderns axel. Dela sfdren, cylindern och konen i tunna skivor med
snitt som &r vinkelrdta mot cylinderns axel. Se fig. 1.10.

Figur 1.10
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Lat Sy, Cy och K, beteckna skivorna i sfaren, cylindern och konen pd avstandet x
frén konens topp T. For skivornas radier 1, 1, och r3 géller

r{':RZ—(x—R)Z:ZxR—x‘z, rp=R och ry=x
Om skivornas tjocklek dr Ax, sa gdller darfor approximativt for deras volymer att

Vol S, = nr%Ax = 1(2xR — x%)Ax,
Vol C, = TR*Ax,
Vol K, = mriAx = mx*Ax.

Genom att addera skivorna i sfaren och i konen erhaller vi sambandet
Vol S + Vol K = Z T(2xR — x?)Ax + Z mxAx = z 27TRxAx.

Multiplikation med R ger

(1) R-(VolS+VolK)=2ZnR2Ax-x=22x-V01Cx.

Den sista summan kan uppfattas som cylinderns vridmoment kring punkten T'. Av sym-
metriskal dr detta vridmoment lika med vridmomentet kring mittpunkten pa cylinderns
basyta, dvs.

Z x-VolC, = Z(ZR —x) - Vol C,,

varav fOljer att
2% x-VolCy =2R - VolC, = 2R - Vol C.

Insdttning i (1) och division med R ger darfor
Vol S +VolK =2 -VolC,

varur sfarens volym kan berdknas eftersom konens och cylinderns volymer ar kanda
sedan tidigare. 0

Med liknande resonemang berdknade Arkimedes bl a arean av parabelsegment och
arean av omraden som begransas av Arkimedes spiral (en spiral med ekvationen r = a6
i poldra koordinater) och en strdle fran spiralens centrum. Han godtog emellertid inte
resonemangen som matematiska bevis utan bevisade resultaten med hjilp av Eudoxos
uttdmningsmetod.

I uttomningsbeviset for att cirkelarean &r proportionell mot kvadraten pa radien
utnyttjade vi foljande resultat pa en avgorande punkt:

Omen foljd ay, ay, a3, ... av storheter har egenskapen att a, < 3a,_1 foralla n, si finns
det for varje storhet € > 0 ett N sd att ay < €.

Eftersom a, < a; -2~ D, foljer pastdendet ovan av att lim, .., 27" = 0. Euklides
ansdg uppenbarligen inte pdstdendet vara sjdlvklart, ty han har tagit med det som sitt
forsta pastdendei Bok XII. Euklides baserar sitt bevis for pastdendet pa foljande obevisade
utsaga:

A: Givet tvd striickor a och b finns det ett heltal n sd att na > b.

I Arkimedes skrift Om sfiren och cylindern ar pastdendet A ett av axiomen, och det
brukar darfor gd under namnet Arkimedes axiom. Arkimedes sjdlv tillskriver emellertid
Eudoxos dran att ha upptackt detta axioms fundamentala betydelse. I modern matematik
har man intresserat sig for geometrier i vilka det arkimediska axiomet inte géller, s k icke-
arkimediska geometrier.
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OVNINGAR

1.11 Berdkna med hjdlp av integralkalkyl:
a) langden av Arkimedes spiral ¥ =af, 0 < 8 < 6,;
b) arean av omradet 0 <r <af, 0 <0 < 0y, déar 0 < 6y < 27;
¢) volymen av en sfir med radie R, samt volymen av en kon med basarea B och hojd h.

1.6 Tre klassiska problem

Tre speciella geometriska konstruktionsproblem har fascinerat matematiker, professionel-
la sdvil som amatorer, &nda fram till var tid, och arbetet med dem har genererat en mangd
betydelsefull matematik. De tre problemen gar under namnen cirkelns kvadratur, kubens
fordubbling och vinkelns tredelning, och de gar ut pa att konstruera en kvadrat med samma
area som en given cirkel, en kub med dubbelt sa stor volym som en given kub, samt en
vinkel som dr en tredjedel av en godtyckligt given vinkel.

Naturligtvis mdaste man specificera vad som menas med en geometrisk konstruktion. 1
en klassisk konstruktion tilldts endast den euklidiska passaren och den euklidiska linjalen
som hjdlpmedel. De punkter och linjer som kan konstrueras med utgdngspunkt fran ett
antal givna punkter och linjer 4r de som kan erhdllas genom att foljande regler tillimpas
ett dndligt antal ganger:

1. De givna punkterna och linjerna &r konstruerbara.

2. Om tva punkter dr konstruerbara, sa dr ocksa linjen mellan dem konstruerbar.

3. Om tva konstruerbara linjer skdr varandra, sa dr ocksa skdrningspunkten konstru-
erbar.

4. Om a ar en konstruerbar linje och O och A 4r tva konstruerbara punkter, och
om a skar eller tangerar cirkeln med medelpunkt i O och radie OA, sa dr ocksa
skdrningspunkterna (resp. tangeringspunkten) konstruerbara.

5. Om Oq, A1, Oy, Ay dr konstruerbara punkter och om cirkeln med medelpunkti O
och radie O1A; skir eller tangerar cirkeln med medelpunkt i O, och radie O,A,,
sd dr ocksd skdrningspunkterna (tangeringspunkten) konstruerbara.

EXEMPEL. Mittpunkten M pd en given strdcka AB é&r
konstruerbar. Vi borjar med att konstruera linjen a ge-
nom A och B (regel 2). Darefter konstruerar vi de bada
skdrningspunkterna C och D mellan cirklarna med medel- A M _lp
punkteri A och B och strackan AB som gemensam radie
(regel 5). Linjen b genom C och D dr nu konstruerbar (re-
gel 2), och denna skir a i en konstruerbar punkt M (regel
3), som visar sig vara strackans mittpunkt. O D

Figur 1.11

Grekerna lyckades inte hitta nagon klassisk 16sning pa ndgot av de tre ovanndmnda
konstruktionsproblemen. Att de misslyckades hade en mycket naturlig orsak; problemen
ar namligen omoijliga att 16sa med de klassiska hjdlpmedlen. Detta visade man med
algebraiska metoder under 1800-talet, och en kortfattad skiss 6ver oméjlighetsbevisen
foljer nu.

Problemet med cirkelns kvadratur dr ekvivalent med att med utgdngspunkt fran en
given enhetsstricka konstruera en strdcka av langd +/7t, och detta &r i sin tur ekvivalent
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med att konstruera en stricka av langd 7, ty roten ur (och kvadraten pd) en given stracka
kan alltid konstrueras med hjilp av passare och linjal.

Sidan i en fordubblad enhetskub &r forstas v/2, s& kubens fordubbling kraver att vi
konstruerar en stracka av denna langd.

En vinkel ¢ kan konstrueras om och endast om strdackan cos ¢ kan konstrueras. Det
trigonometriska sambandet

¢ ¢

4 cos® 3~ 3cos§ = cos ¢

visar darfor att vinkels tredelning dr ekvivalent med att for varje tal a (= cos ¢ ) iintervallet
[0, 1] konstruera en strdcka av langd x (= cos %) som uppfyller 4x3 — 3x = a.

Forsta steget i oloslighetsbevisen bestdr i att Oversatta de tillatna konstruktionerna
till algebraisk form. Vi fixerar darfor ett koordinatsystem i planet. En linje blir da det-
samma som en linjdr ekvation ax+by+c = 0, och cirklar svarar mot andragradsekvationer
av typen x2 +y? + Ax + By + C = 0. Att konstruera punkter enligt reglerna 3, 4 och 5 ovan
svarar ddrfor algebraiskt mot att 16sa ekvationssystem bestdende av tva ekvationer av
ovanstdende slag. Losningen till ett linjart ekvationssystem kan alltid erhallas ur ekva-
tionernas koefficienter med hjélp av de fyra raknesétten +, —, - och /, medan 16sningen
av de system som svarar mot tva cirklar eller mot en cirkel och en linje férutom de fyra
rdaknesitten i allménhet ocksa kraver kvadratrotsutdragning. Harav foljer att de strackor
som vi kan erhdlla ur en given strdacka genom att anvidnda passare och linjal ett andligt
antal gdnger, svarar mot de tal som vi kan erhdlla ur talet 1 genom att successivt anvdanda
de fem operationerna +, —, -, / och V- Sddana tal kallas algebraiska av grad 2" over
den rationella talkroppen Q.

Det &r nu ganska enkelt att visa att v/2 och att rotterna till tredjegradsekvationen
4x3 — 3x = % (vilken motsvarar tredelning av vinkeln 60° eftersom cos60° = %) ar
algebraiska tal av grad 3 och saledes ej av grad 2" for ndgot n. Detta faktum bevisar
att kuben inte kan fordubblas och att en godtycklig vinkel (t ex en 60°-vinkel) inte
kan tredelas med hjdlp av klassiska konstruktioner. Talet 7 dr dverhuvudtaget inte
algebraiskt utan transcendent. Problemet att kvadrera cirkeln &r sdledes ocksa omojligt
att 16sa klassiskt.

Om man utvidgar arsenalen av tilldtna hjdlpmedel till att omfatta t ex andragrads-
kurvor och andra givna kurvor, sa kan man naturligtvis 16sa uppgifterna. Grekerna gav
prov pd mdnga olika sddana l6sningar, men vi skall hdr endast diskutera den 16sning pa
problemet med kubens férdubbling som ledde fram till kdgelsnitten.

Att bestamma \/i ar naturligtvis detsamma som att 16sa ekvationen

X
x 2
Hippokrates kom pa att man pa liknande satt kan erhdlla V2 genom att 16sa ekvations-
systemet
X

Yy

1
x

N

Elimination av y ger ndmligen x = V2. Systemet kan ocksa skrivas pa formen

=y
y? =2x
xy =2
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dér naturligtvis ekvationerna inte dr oberoende av varandra utan varje ekvation foljer
ur ovriga tva. Vi igenkdnner hér ekvationerna for tvd parabler och en hyperbel. ME-
NAECHMUS (ca 350 f Kr) studerade dessa ekvationer och upptdckte att de svarar mot
skdrningskurvor mellan koner och plan. Han initierade pa sa satt studiet av kédgelsnitt.

Teorin for kdgelsnitt fullindades senare av APOLLONIUS (ca 260-200) som skrev ett
omfattande arbete i atta delar om dmnet.

Nara sldakt med problemet om cirkelns kvadratur dr problemet att bestimma goda
approximationer till 77. Genom att in- och omskriva regelbundna 96-horningar till en
cirkel erholl Arkimedes uppskattningen 3% << 3%.

OVNINGAR

1.12 Ge en uppskattning av 71 genom att utnyttja in- och omskrivna regelbundna 12-hérningar
till en cirkel.

1.13 Los foljande konstruktionsuppgifter med passare och linjal.
a) Konstruera en stracka av langd V2 givet en enhetsstracka.
b) Strackorna a och b ar givna. Konstruera strackan Vab.
c¢) En enhetsstrdcka och strackan a, a < 1, &r given. Konstruera den vinkel 6 i intervallet
0 < 6 < 90 som uppfyller cosf =a.

1.14 a) Lat AABC vara en likbent triangel med bas BC = 1 och basvinklar /B = £/C = 72°.
Bestam sidan AC.
[Ledning: Lat D vara skdrningspunkten mellan sidan AC och bisektrisen till vinkeln £ ABC.
Utnyttja likformighet for att bestdimma DC ]
b) Berdkna cos 72° med hjilp av resultateni a).
¢) Utnyttja b) och féregdende 6vning for att visa att vinkeln 72° kan konstrueras med passare
och linjal.
d) Visa att man kan konstruera en regelbunden femhorning med en given sida med hjélp av
passare och linjal. Utfor konstruktionen!

1.15 Vilka av foljande vinklar kan konstrueras klassiskt?
a) 36° b) 18° c) 15° d) 3° e) 2° f) 1°

1.16 Med passare och mdrkt linjal kan man tredela en godtycklig vinkel! Arkimedes har anvisat
foljande konstruktion. Bevisa att den fungerar.
Lat ¢ vara en given vinkel med spets O. Vilj O som
medelpunkt f6r en cirkel som skir vinkelbeneni A och B.
Mark linjalen med tva streck P och Q séd att PQ = OA 0
Léagg darefter linjalen sa att den gar genom B och sé att P ®
ligger pa den forlangda diametern genom A och pd motsatt 2 o) A
sida om medelpunkten O, samt sd att Q hamnar pa cirkeln
och mellan P och B. D4 dr / APB en tredjedel av vinkeln Figur 1.12
¢ =LAOB.

1.7 Geometrins utveckling efter storhetstiden

Guldaldern i grekisk geometri infoll under tva sekler mellan ar 400 och &r 200 f Kr med
Eudoxos, Euklides, Arkimedes och Apollonius som de storsta namnen. Vid slutet av
den perioden hade geometrin natt den punkt dér vidare utveckling var praktiskt taget
omojlig med hinsyn till de begransade metoder som stod till buds for grekerna. Vad
som framst hindrade utvecklingen var avsaknaden av koordinatsystem och moderna al-
gebraiska metoder. Grekerna kunde endast handskas med ekvationer i vilka de ingdende
storheterna var strackor, areor och volymer, och deras 16sningsmetoder var geometriska
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och inte algebraiska. Man gjorde inga operationer med allmédnna algebraiska kvantite-
ter, som kunde representera dn det ena dn det andra, och saknade symboler f6r sidana
kvantiteter. Irrationella tal existerade endast som strackor, och produkten av tvd sddana
tal kunde déarfor bara representeras som en rektangel, osv.

Geometrin befann sig sdledes i en atervandsgrand och det aterstod endast for de
efterkommande matematikerna att finputsa de erhallna resultaten och att vanda sig mot
geometrins tillimpningsomraden. Ett sadant tillimpningsomrade var plan och sfarisk
trigonometri som behdvdes inom astronomin, ett annat var area- och volymberdkningar.

Trigonometrin utvecklades av HIPPARKOS (ca 150 f Kr), MENELAOS (ca 100 e Kr) och
PTOLEMAIOS (ca 150 e Kr). Ptolemaios utgav ett omfattande astronomiskt verk som blivit
kant under sitt arabiska namn Almagest. Detta innehdller ocksa trigonometri, bl a formler
som motsvarar additionsformlerna for sinus och cosinus och en tabell 6ver kordor i en
given cirkel horande till olika vinklar. Denna tabell &r i princip en sinustabell f6r vinklar
mellan 0° och 90° med en halv grads steglangd.

HERON fran Alexandria (ca 100 e Kr) gjorde betydelsefulla insatser inom det andra
av de ovanndmnda tillimpningsomradena. (Den med hans namn férknippade formeln
for arean av en triangel upptdcktes dock av Arkimedes.)

Under de forsta arhundradena efter Kristus upphorde i stort sett studiet av hogre
geometri. PAPPOS (ca 300 e Kr) forsokte dteruppvécka intresset for den klassiska grekiska
geometrin genom att ge ut en omfattande handbok i geometri, men efter honom avtog
intresset snart. Universitetet i Alexandria upphorde att existera i borjan av 400-talet och
Platons akademi i Aten stangdes dr 529. Darmed sattes den definitiva slutpunkten for
en tusendrig period av grekisk vetenskaplig verksamhet. Vetenskapen lyckades emel-
lertid dvervintra hos en skola av arabiska vetenskapsmén, som omsorgsfullt 6versatte
och kopierade de grekiska klassikerna. P& 1100-talet gjordes den forsta latinska ¢ver-
sdttningen av Elementa fran arabiska, och Euklides, Arkimedes, Apollonius och andra
borjade sa smdningom att studeras vid de europeiska universitet som grundades under
samma period.

Det skulle dock drdja in pa 1600-talet innan geometrin uppnddde den standard som
den en gang haft. D& lade RENE DESCARTES (1596-1650) och PIERRE DE FERMAT (1601-
1665) grunden till den analytiska geometrin, och GERARD DESARGUES (1593-1662) och
BLAISE PASCAL (1623-1662) uppfann den projektiva geometrin.

En verklig blomstringsperiod inf6ll sa under slutet av 1700-talet och pd 1800-talet
med namn sdsom GASPARD MONGE, VICTOR PONCELET, JOSEPH GERGONNE, JACOB
STEINER och CHRISTIAN VON STAUDT inom projektiv geometri, JEAN BAPTISE BI1oT
inom analytisk geometri, AUGUST FERDINAND MOBIUS, JULIUS PLUCKER, MICHEL
CHASLES, ARTHUR CAYLEY och HERMANN GRASSMAN inom algebraisk geometri, och
BERNHARD RIEMANN inom differentialgeometri. FELIX KLEIN formulerade sitt beromda
geometriska program i vilket olika geometrier betraktades som gruppinvarianter. En be-
skrivning av ovanstdende geometers insatser faller emellertid utanfor ramen for den hir
framstdllningen. Vi skall n6ja oss med att betrakta en fara i utvecklingen, den som ledde
fram till upptackten av icke-euklidisk geometri.

OVNINGAR

1.17 En sats av Ptolemaios lyder: Om ABCD ir en cirkelfyrhorning (dvs en i en cirkel inskrivbar
fyrhorning), sa ar
AC-BD=AB-CD+AD - BC.
a) Betrakta det specialfall av denna sats som fas da AC &r en diameter i den omskrivna cirkeln
och siatt a=BC, b =CD och ¢ = BD. Visa att
2c =a(4 — b»)'2 + b(4 — a?)V/2.
b) Hérled formeln sin(ax + B) = sina cos  + sin f cos a ur foregaende likhet.
¢) Bevisa Ptolemaios sats.
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1.8 Parallellpostulatet

Ett av de krav som Aristoteles stillde pa axiomen i ett deduktivt system var att de skulle
vara evidenta. Parallellpostulatet kom snart att kritiseras for att inte uppfylla detta krav,
och man kan av Euklides sitt att disponera Elementa sluta att han sjdlv inte var tillfreds
med att behdva inlemma det bland sina axiom. Han avstod ndmligen i det langsta ifran
att utnyttja det. Forsta gdngen parallellpostulatet kommer till anvandning ar i beviset
for pastdende 29 om alternatvinklar vid parallella linjer. Detta pastdende utnyttjas sedan
i sin tur exempelvis for att bevisa pastdende 32 om triangelns vinkelsumma. Utan att
anvanda parallellpostulatet har Euklides dessférinnan visat att yttervinkeln i en triangel
ar storre dn var och en av de motstdendet inre vinklarna (pdstdende 16), och att summan
av tva triangelvinklar &r mindre dn 180° (pdstdende 17), pdstdenden som &r svagare dn
pastdende 32 och som darfor skulle ha utelamnats om parallellpostulatet hade anvénts
pa ett tidigare stadium. Vidare skulle beviset for pastdende 26, dvs det kongruensfall
som handlar om tvd vinklar och en sida, ha forenklats avsevart om Euklides placerat
pastaendet efter pastdende 32; nu tvingas han betrakta tva fall beroende pa om vinklarna
gransar till den givna sidan eller ej.

Det skulle goras otaliga forsok att eliminera parallellpostulatet fran axiomen. GE-
MINUS (ca 75 f Kr), PTOLEMAIOS, PROKLOS (410-485), WALLIS (1616-1703), SACCHERI
(1667-1733), LEGENDRE (1752-1833) och FARKAS (WOLFGANG) BoLyar (1775-1856) ar
bara ndgra av de mera kdnda i raden av dem som trott sig ha lyckats bevisa postulatet.
Samtliga sddana “bevis” har emellertid visat sig antingen innehalla rena misstag eller
ocksd utnyttja ndgon med parallellpostulatet ekvivalent princip.

Farkas Bolyai uttrycker i ett brev till sin son Jdnos, som ocksa hade borjat intressera
sig for parallellpostulatet, det missmod som médnga kénde infor alla misslyckade forsok
att bevisa postulatet: “Du bor inte ge dig i kast med parallellaxiomet. Jag kdnner den
vagen till dess dnde. Jag har genomkorsat denna bottenldsa natt som har utslackt allt ljus
och all glddje i mitt liv. Jag bonfaller dig, lamna vetenskapen om paralleller i fred.”

JANOs BoLyal (1802-1860) skulle inte folja faderns rdd, men han drog konsekvenser-
na av alla tidigare misslyckanden och tog som sin utgangspunkt att det 4r omojligt att
bevisa parallellpostulatet, och att det darfor inte kan leda till ndgon motsagelse att ersétta
det med foljande antagande, som numera kallas det hyperboliska parallellaxiomet:

Genom varje punkt utanfor en given linje gdr det minst tvd linjer som dr parallella med den
givna linjen.

Med hjélp av de 6vriga euklidiska axiomen och ovanstdende axiom lyckades Janos
Bolyai bygga upp en helt ny teori, s k hyperbolisk geometri, som han publicerade &r 1832
i ett appendix till en bok av fadern. Till sin stora besvikelse fick han senare erfara att
han inte varit forst med sina idéer. CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) hade varit inne
pd samma tankegangar redan 35 ar tidigare, dock utan att publicera sina resultat, och
NikoLAl LOBACHEVSKY (1792-1856) hade utvecklat samma teori och hunnit fére med
publiceringen genom att publicera sina resultat i en rysk tidskrift 1829.

En del av Bolyais resultat hade faktiskt kommit fram hundra ar tidigare. GIROLAMO
SACCHERI och senare JOHANN HEINRICH LAMBERT (1728-1777) forsokte bada bevisa pa-
rallellpostulatet med motsédgelsebevis som startade fran antagandet att parallellaxiomet
inte galler. Mojligheten att det skulle saknas parallella linjer dr utesluten pd grund av
pastdende 31 i Elementa, vars bevis inte utnyttjar parallellpostulatet, sa deras utgangs-
punkt var alltsd de facto det hyperboliska parallellaxiomet. P4 vdagen mot en hdgrande
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motsédgelse hdrledde nu bdde Saccheri och Lambert flera viktiga satser inom hyperbolisk
geometri. Saccheri tyckte sig slutligen med hjdlp av ett obskyrt resonemang ha hittat
en motsdgelse, under det att Lambert gav upp utan att dra den ritta slutsatsen av sina
modor.

En av anledningarna till att Lambert inte vagade ifrdgasatta parallellpostulatet, att
Gauss inte publicerade sina resultat av rddsla att bli missforstadd, och att det drojde till
efter Gauss dod innan matematiker borjade ta de icke-euklidiska idéerna pa allvar, var
den raddande filosofiska doktrinen om rummets och matematikens natur. Enligt KANT
(1724-1804) har vi en pd intuitionen baserad absolut sdker kunskap om rummet (s k
syntetisk kunskap apriori). Hérav foljer att det bara kan finnas en giltig beskrivning av
rummet, och det f6ll aldrig Kant in att denna beskrivning skulle kunna vara ndgon annan
an den euklidiska geometrins.

Varken Gauss, Bolyai eller Lobachevsky bevisade att deras icke-euklidiska geometri
var motsdgelsefri. Detta gjordes explicit forst ar 1868 av EUGENIO BELTRAMI (1835—
1900), och ddarmed hade han ocksa slutgiltigt bevisat att det &r omgjligt att harleda det
euklidiska parallellpostulatet ur 6vriga euklidiska axiom. Alternativa bevis gavs senare
av FELIX KLEIN (1849-1925) och HENRI POINCARE (1854-1912). Bevisen &r relativa
motsédgelsefrihetsbevis, dvs de visar att den hyperboliska geometrin dr motsagelsefri
under forutséttning att den euklidiska geometrin dr det. (Omvéandningen géller ocksa!)

Figur 1.13
I Kleins modell for hyperbolisk geometri svarar punkter mot punkter in-
nanfor en fix cirkel och linjer mot kordor i cirkeln. I Poincarés modell dr
punkter ocksd punkter innanfor en given cirkel, men linjer svarar mot
cirkelbdgar som dr vinkelrita mot den givna cirkeln samt diametrar. |
figuren visas tvd med linjen a parallella linjer b och ¢ genom punkten
P i Kleins resp. Poincarés modeller.

Upptackten av icke-euklidisk geometri sporrade matematiker till att studera andra
axiomsystem for geometri och inom matematik i storsta allménhet. Den gjorde det
ocksa till en angeldgen uppgift att ge en helt invandningsfri axiomatisk framstallning av
euklidisk geometri; Euklides egen framstdllning hade ju som vi tidigare nimnt en del
brister. Den forsta dylika publicerades ar 1882 av MoRITZ PAscH (1843-1930). Négra
ar senare utgav GUISEPPE PEANO (1858-1932) en axiomatisering i vilken de primitiva
begreppen forvandlats till formella symboler och bevisen hade formen av algebraiska
manipulationer. Ar 1899 kom DavID HILBERTS (1862-1943) Grundlagen der Geometrie,
som bl a innehdller ett axiomsystem som néra ansluter till Euklides eget. Hilberts bok
fick genast en stor spridning, hade stor genomslagskraft och bidrog verksamt till en ny
syn pa axiomatiserade teorier. Vi skall presentera Hilberts axiom for plan geometri i de
foljande kapitlen.

Den icke-euklidiska geometrin spelade ocksa en stor roll for metamatematik och
for den filosofiska instdllningen till matematik. Existensen av flera varandra motsdgande
axiomsystem for geometri gjorde det naturligtvis omojligt att uppratthdlla det aristote-
liska kravet pa att axiomen skall vara absoluta sanningar. Peano och Hilbert uppfattade
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de primitiva begreppen i en axiomatiserad teori som formella symboler, som kan viljas
helt godtyckligt och som apriori inte har ndgon mening. Istéllet for punkt, linje och plan
kan vi saledes for att citera Hilbert substituera orden stol, bord och mugg utan att teorin
forandras. Axiomen och satserna ar “formler”, som innehéller de primitiva och hdrledda
begreppen som “variabler”, och bevisen har en algebraisk karaktar, dar strangar av sym-
boler hirleds ur andra symbolstrangar med hjélp av syntaktiska regler. Eftersom axiomen
och satserna ar utsagor om “meningslosa” symboler dr det meningslost att fraga sig om
de dr sanna eller falska. Begreppet sanning ar istéllet knutet till begreppet modell. Vi kan
ge de primitiva begreppen i en axiomatiserad teori konkret innebord genom att folka dem
pa ett visst sdtt. Exempelvis kan vi tolka begreppet “punkt” som talpar (x,y). D4 vi gor
en sadan konkret tolkning blir axiomen och satserna utsagor med konkret innehdll, och
som sddana dr de sanna eller falska. En tolkning som gor alla axiomen till sanna utsagor
kallas en modell av axiomsystemet. I en modell blir automatiskt ocksd alla satser sanna.
Vi kommer att ge atskilliga exempel pa modellbegreppet i féljande kapitel.
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2 Neutral geometri

Vi skall i det hdr och foljande kapitel presentera en axiomatisk framstéllning av eukli-
disk geometri. Som utgadngspunkt véljer vi ett axiomsystem som i stort sett &r Hilberts
axiomsystem, ty detta ansluter néra till Euklides klassiska framstéllning, och axiomen dr
intuitivt tilltalande.

Axiomen kan pa ett naturligt satt delas in i fem grupper: incidensaxiom, ordnings-
axiom, kongruensaxiom, kontinuitetsaxiom och parallellaxiom. De fyra forstndimnda axiom-
grupperna dr gemensamma for euklidisk och hyperbolisk geometri, och den teori som
foljer ur enbart dessa axiom kallas darfor absolut eller neutral geometri. Satser i neutral
geometri giller sdledes i savil euklidisk som hyperbolisk geometri.

Foljande fem begrepp &r primitiva begrepp, dvs de definieras inte i termer av andra
begrepp: punkt, linje, ligga mellan (en relation mellan tre punkter pa en linje), vara kongruent
med (som relation mellan stréackor), och vara kongruent med (som relation mellan vinklar).
Att begreppen dr primitiva forbjuder oss naturligtvis inte att ha en intuitiv uppfattning
om vad de ska syfta pa i var konkreta omvérld — utan en sddan uppfattning skulle
geometrin vara praktiskt oanvandbar.

Det hir kapitlet 4gnas, med undantag for avsnitt 2.2, at neutral geometri. Viinfor en
axiomgrupp i taget och studerar i anslutning till varje sddan grupp ett antal intressanta
geometriska begrepp och satser.

Avsnitt 2.1 dgnas at incidensaxiomen. I var framstéllning &r linjer speciella punkt-
maéangder, och incidensaxiomen ger ndgra villkor som sddana punktméngder mdste upp-
fylla for att vara linjer.

Iavsnitt 2.2 diskuterar vi utforligt modellbegreppet samt begreppen motsigelsefrihet,
oberoende och kategoricitet. Avsnittet dr inte en del av den geometriska teori som vi &r i
fard med att bygga upp, utan det handlar om denna teori (och andra axiomatiska teorier).
En teori som handlar om en annan teori X brukar kallas en metateori till X. Avsnitt 2.2
innehaller med andra ord ndgra metaresultat.

Avsnitt 2.3 tar upp ordningsaxiomen, dvs axiomen for relationen ligga mellan. Med
hjédlp av dessa kan vi infora begreppen strdacka, strale, halvplan och vinkel. De tre
sistndimnda begreppen diskuteras utforligt i avsnitt 2.4.

I avsnitt 2.5 studerar vi polygoner och definierar bl a vad som menas med det inre
och det yttre av en enkel polygon. For att underldtta ldsningen har ndgra mer tekniskt
komplicerade bevis forts till ett appendix i slutet av kapitlet

Kongruensaxiomen infors i avsnitt 2.6, och i avsnitt 2.7 bevisar vi de vélbekanta
kongruenstfallen for trianglar.

I avsnitt 2.8 definierar vi det viktiga begreppet rit vinkel samt visar nagra viktiga
satser om parallella linjer, normaler, mittpunkter och bisektriser.

I avsnitt 2.9 infor vi ett slags langd- och vinkelmattsbegrepp utan hjdlp av reella
tal for att kunna addera och jamfora strackor resp. vinklar. Vi tillampar dessa begrepp i
det foljande avsnittet, dér vi bl a visar triangelolikheten och nagra satser om triangelns
vinklar.
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Kontinuitetsaxiomen infors i avsnitt 2.11. Vi diskuterar tva alternativa axiom, det
ena svagare dn det andra. Med hjalp av kontinuitetsaxiomen kan vi introducera reella tal
i geometrin; lingden av en stracka kan exempelvis identifieras med ett reellt tal.

Avsnitt 2.12 dgnas at cirklar, och i det avslutande avsnittet 2.13 studerar vi triang-
elns vinkelsumma samt ett antal pastdenden som dr ekvivalenta med det euklidiska
parallellaxiomet.

2.1 Incidensaxiomen

Plan geometri handlar om tva primitiva mangder P och L. Elementeni P kallas punkter
och kommer genomgdende att betecknas med stora bokstaver A, B, C, ..., medan
elementen i £ kallas linjer och kommer att betecknas med sméd bokstdaver a, b, c, ... .

De tre s k incidensaxiomen definierar linjer som speciella mangder av punkter och
ger villkor som sddana punktméngder maste uppfylla.

Axiom I1. Varje linje ir en delmingd till P och innehiller minst tvd punkter.

Om punkten A tillhor linjen a (i symboler A € a) sdger vi ocksa att A ligger pd a
eller att linjen a gdr genom punkten A.

Naturligtvis vill vi s& smaningom kunna visa att det finns oandligt mdnga punk-
ter pa varje linje. Detta kommer vi ocksa att kunna gora ndr vi infort fler axiom an
incidensaxiomen. Tills vidare nojer vi oss med ovanstdende svaga axiom.

Axiom 12. For varje par av skilda punkter A och B finns det exakt en linje a som gir genom
A och B.

Figur 2.1

Den entydigt bestimda linjen genom A och B betecknas fortsittningsvis AB.

En punkt A som ligger pd tva skilda linjer a och b kallas en skirningspunkt till
linjerna, och de bada linjerna siges skiira varandra i punkten A.

Av axiom I2 foljer omedelbart att tva skilda linjer har hogst en skdrningspunkt. Tva
linjer kallas parallella om de saknar skdrningspunkt. Vi skriver a || b om linjerna a och b
ar parallella eller identiska.

Foljande sats dr en enkel konsekvens av axiomen I1 och 12.

Sats 2.1.1 Om a och b ir tvd skilda linjer sd finns det en punkt A sdatt A € a och A ¢ b.

Innan vi gdr vidare dr det nodvandigt att precisera vart sprakbruk pa en viktig
punkt. Nér vi i fortsdttningen anvander uttrycket “"Lat A och B vara tvd punkter”, eller
"Det finns tre linjer a, b, c¢”, sd underforstdr vi alltid att de tva punkterna resp. de tre
linjerna &r skilda. Detta hindrar oss naturligtvis inte att ibland for tydlighets skull skriva
”Lat A och B vara tva skilda punkter”, etc. Om vi vill betrakta ett fall dir A och B kan
vara tva skilda punkter men ocksa samma punkt, sa skriver vi istdllet “Lat A och B vara
punkter”. Frasen ”a, b, c &r linjer” héller alltsd mojligheten att a = b, a =c, b = c eller
a=>b=c Oppen.

Nasta axiom garanterar att det finns minst tre punkter (och minst tre linjer).
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Axiom I3.  Det finns minst tre punkter som inte ligger pd en och samma linje.

S

Figur 2.2

Ur axiom I3 foljer omedelbart foljande sats.

Sats 2.1.2  For varje linje a finns det en punkt A som ligger utanfor (dvs inte pd) a.
Bevis. Som A kan vi alltid vélja en av de tre punkter som omndmns i axiom I3. O

OVNINGAR
2.1 Bevisa sats 2.1.1.
2.2 Bevisa att det finns minst tre linjer.

2.2 Modellbegreppet, motsédgelsefrihet, oberoende

Namnen pa de primitiva begreppen i en axiomatisk teori dr naturligtvis oftast valda med
en viss konkret tolkning i dtanke, men for sjdlva teorin dr det helt likgiltigt vad begreppen
kallas. Vi skulle t ex lika gdarna kunna kalla “punkt”, “linje” och “ligga pa” for “dpple”,
"trad” och “"vaxa pa”. Axiomenien formaliserad teori handlar sadledes om "meningslosa”
begrepp i betydelsen begrepp utan definitiv mening. Det dr darfér meningslost att stilla
frdgan om axiomen dr sanna eller falska. Endast om vi ger de primitiva begreppen en
konkret tolkning sa att axiomen blir utsagor med konkret innehall kan axiomen vara sanna
eller falska.

Med en modell av ett axiomsystem menas en sddan konkret tolkning av de primitiva
begreppen som gor samtliga axiom till sanna utsagor om de konkreta begreppen. For
att specificera en modell behover vi sdledes uppritta ett “lexikon” som dverséatter varje
primitivt begrepp till ett konkret begrepp.

Lat oss exemplifiera med ndgra enkla modeller f6r incidensaxiomen I1-13.

EXEMPEL 1. Betrakta foljande oversittningar av begreppen punkt och linje.

P {1,2,3}
L < {{1,2},{2,3},{1,3}}.

Det finns nu alltsa tre “punkter”, ndmligen talen 1, 2 och 3, och tre “linjer ”, ndmligen tva-
talsméngderna {1,2}, {2,3} och {1,3}. Under dessa tolkningar overgar de tre axiomen
i sanna utsagor, ty varje tvdtalsmangd innehaller minst tva tal, de tre talen 1,2,3 tillhor
inte ndgon tvatalsmangd, och varje par av de tre talen tillhor en unik tvatalsmangd. O

EXEMPEL 2. Betrakta en triangel AABC och uppritta foljande lexikon som gor att en
punkt svarar mot en triangelsida och en linje svarar mot ett triangelhorn (det horn dar
tva sidor mots).

punkter < de tre triangelsidorna AB, BC och CA
linjer «<» paren {AB, BC}, {BC,CA}, {AB,CA}.
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Detta dr ocksd en modell f6r incidensaxiomen med tre punkter och tre linjer.

EXEMPEL 3. Lat

P - {1,2,3,4}
Lo {{1,2}, 11,3}, {1,4}, (2,3}, {2,4}, {3,4} ).

Man verifierar omedelbart att detta ocksa ar en modell for incidensaxiomen. O

Modellernaiexemplen 1 och 2 &r mycket lika; i sjdlva verket dr det frdga om “samma
modell” i olika forkladnad. Om vi definierar foljande tillordning mellan objekten i de
bada modellerna

1— AB, 2+— BC, 3<— CA
{1,2} < {AB,BC}, {2,3} <~ {BC,CA}, {1,3} <~ {AB,CA}

sd ser vi att en punkt ligger pa en linje i den ena modellen om och endast om motsvarande
punkt ligger pad motsvarande linje i den andra modellen. Sddan modeller kallas isomorfa.

Lat allmént = och &’ vara tva modeller till en axiomatiserad teori T. Till varje
primitiv mdngd i T hor en tolkad midngd i & och till varje primitiv relation i T hor en

—

tolkad relation i Z. Modellen = bestar saledes av ett antal mdngder X;, X5, ..., X,

och ett antal relationer p1, p2, ..., pm, och pad motsvarande sitt bestdr Z' av mangder
X,, X}, ..., X, ochrelationer p}, p5, ..., p},. Modellerna = och &’ kallas isomorfa om
det finns bijektioner

X, — X, i=1,2,...,n

som dr sddana att en relation p; géller mellan element i méngderna X; om och endast om
relationen p; gdller mellan motsvarande element i méngderna X!.

Om alla modeller till en teori dr isomorfa kalls teorin kategorisk.

Eftersom punktmédngderna i modellerna i exemplen 1 och 3 innehaller tre resp.
fyra element, kan det inte finnas ndgon bijektion mellan dem. Modellerna &r dérfor inte
isomorfa. Incidensaxiomen ger sdledes upphov till en icke-kategorisk teori. I kapitel 3
skall vi visa att den euklidiska teorin ar kategorisk.

De logiska slutledningsreglerna (och det logiska sanningsbegreppet) dr sddana att
alla konsekvenser av ett antal sanna pastdenden dr sanna. Harav foljer att i en modell
for en axiomatiserad teori maste samtliga satser (dvs egentligen deras uttolkningar) vara
sanna pastadenden, ty satserna foljer ju ytterst ur axiomen med hjélp av logiska slutled-
ningsregler, och axiomens tolkningar ar ju definitionsmaéssigt sanna i en modell.

En axiomatisk teori kallas motsiigelsefri eller konsistent om den inte innehaller tva
varandra motsdgande satser A och B. Ur varje motsédgelse kan vi logiskt hirleda varje
annat pastdende, sd vi kan darfor ekvivalent sdga att en teori 4r motsdgelsefri om och
endast om det finns ett pdstdende som inte &r en sats.

Naturligtvis 4r motsédgelsefulla teorier totalt ointressanta, sa det dr déarfor viktigt att
kunna avgora om en teori dr motsagelsefri eller ej. Med hjdlp av modellbegreppet kan vi
avgora detta. Vi har ndmligen foljande resultat.

Metasats 1 Om en axiomatiserad teori har en modell sd ir den motsigelsefri.

Bevis. Antag att teorin har en modell = men dr motsédgelsefull. Da innehaller teorin tva
satser A och icke-A som &r varandras negationer. Motsvarande tolkningar i modellen
H dr da bada sanna, men detta dr orimligt, ty tolkningarna dr ocksa varandras negationer
och om den ena &r sann sa dr den andra falsk. Av denna motsdgelse foljer att teorin dr
motségelsefri. O
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EXEMPEL 4. Vi har visat att incidensaxiomen har en modell. Foljaktligen dr den teori,
som foljer ur incidensaxiomen, motségelsefri. O

For att bevisa att incidensaxiomen &r motsédgelsefria racker det att verifiera att
oversdttningen i exempel 1 4r en modell. Detta dr ett enkelt kombinatoriskt problem som
endast krdver ett fatal verifikationer. I allminhet dr det emellertid inte lika enkelt att
konstruera modeller, utan for mer komplicerade axiomsystem kravs det modeller som dr
uppbyggda av abstrakta byggstenar fran olika delar av matematiken. For att visa att en
sddan modell verkligen dr en modell (dvs att axiomens tolkningar dr sanna) mdste vi da
ofta forlita oss pd att andra matematiska teorier, t ex teorin for reella tal, &r motsédgelsefria.
Vi kan i s4 fall inte ur existensen av en modell for teorin T dra den absoluta slutsatsen
att teorin dr motsagelsefri, utan vi far ndja oss med den mer modesta relativa slutsatsen
att teorin T ar motségelsefri om den teori T’, som modellen bygger pé, dr motsigelsefri.
Man sdger isa fall att T ar relativt motsigelsefri.

I kapitel 3 skall vi ge ett sddant relativt motsagelsefrihetsbevis for euklidisk geometri
genom att visa att geometrin dr motsédgelsefri om teorin for reella tal &r motsédgelsefri.

Av framst estetiska skil vill man att ett axiomsystem for en teori inte skall innehalla
flera axiom an nodvéandigt. Lat oss déarfor precisera detta.

Lat Py, P>, ..., P,, Q vara ett antal pdstdenden. Man sédger att Q ar oberoende av
Py, D, ..., P, omvarken Q eller dess negation icke-Q foljerur P;, P,, ..., P, (och de
logiska reglerna).

Om A;, Ay, ..., A, draxiomien motsagelsefri teori, sa kan givetvis inte negationen
icke-A,, folja ur axiomen A;, A, ..., A,—1. Axiomet A, dr darfor oberoende av de
Ovriga axiomen om och endast om A, inte foljer ur de 6vriga axiomen.

Den mer dn 2000 ar langa diskussionen om Euklides parallellaxiom géllde alltsa
frdgan huruvida detta axiom var oberoende av Euklides 6vriga axiom. Anledningen till
att det drojde sd lange innan problemet slutgiltigt kunde 16sas var att alla utgick ifran att
axiomet dr beroende och att det alltsa skulle gd att bevisa detta. Allt arbete var darfor
inriktat pa att hitta beviset. Vi vet nu att denna utgangspunkt var felaktig.

Vid forsta anblicken tycks det vara en svar, for att inte siga omdoijlig, uppgift att bevisa
att ett pastdende inte foljer ur ett antal givna pastdenden. Problemet kan emellertid 16sas
med hjdlp av modeller pa foljande sétt.

Metasats 2 Axiomet A, ien motsigelsefri teori ir oberoende av de ovriga axiomen Ay, A,
.., An_1 om det finns en modell for de sistndmnda axiomen i vilken pdstdendet A, dr falskt.

Bevis. Om det finns en sddan modell, sa kan inte A, vara en logisk foljd av A;, A,
.., Ay_1,dvs ensats i motsvarande teori, ty i s fall skulle &ven A, :s tolkning i modellen
vara ett sant pastaende. O

EXEMPEL 5. Lat oss komplettera incidensaxiomen I1-13 med foljande tillfdlliga axiom:
I4. For varje linje a och varje punkt P utanfor a finns det en parallel linje b genom P.

Modellen i exempel 3 visar att axiomsystemet I1-14 dr motsdgelsefritt, ty dven
pastdende 14 &r sant i den modellen. (Om tex a < {1,2}, P < 3 och b < {3,4},
sd gdr (tolkningen av) b genom (tolkningen av)P utan att skdra (tolkningen av) a.) A
andra sidan visar modellen i exempel 1 for axiomen I1-I3 att axiom 14 dr oberoende, ty
i denna modell dr pdstdende 14 falskt. (Det finns 6verhuvudtaget inga parallella linjer i
den modellen.) a

Vi skall nu formulera ett antal modeller for axiomen I1-I3 som vi senare kommer
att bygga vidare pa.

EXEMPEL 6 (Den intuitiva modellen). Den euklidiska geometrins axiomsystem ar i
forsta hand gjort for att passa en viss modell, nimligen den "intuitiva" modellen, dar en
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punkt dr en idealiserad prick pa t ex ett papper, och en linje &r ett idealiserat linjerat streck
eller en tankt forbindelselinje mellan 6gat och ett avldgset punktformat foremdl, osv.
Foljande lexikon ger oss den del av modellen som racker for att tolka incidensaxiomen.

punkt < prick pa ett papper av "odndlig utstrackning"
linje < linjerat streck med "odndlig utstrackning"

Erfarenheten, intuitionen, eller det sédtt som vi dr programmerade att tinka pa, sager oss
att axiomen I1-I3 &r sanna under ovanstaende tolkning. Det bor betonas att den intuitiva
modellen inte dr en matematiskt definierad modell utan en idealisering av verkligheten
i stil med Platons idévéarld. Alla figurer i det har kompendiet dr forstas utférda i den
intuitiva modellen. O

EXEMPEL 7 (Den Cartesianska modellen). I analytisk geometri associerar man tal till
de geometriska objekten via koordinatsystem (se kapitel 3). Darigenom blir algebraiska
metoder tillgdngliga inom geometrin. Man kan vidnda pa steken och gora en algebraisk
modell for (euklidisk) geometri. Vi illustrerar detta genom att ge det lexikon som behovs
for incidensaxiomen:

punkt « talpar (x,y) € R?
linje <> mangd {(x,y) € R* | ax + By +y =0},

dér a, B och 7 ér reella tal, och & och B inte bdda &r lika med 0. Detta ger oss en modell
till axiomen I1-13. Vi har ndmligen

1. Varje ekvation ax + By + 7y = 0 satisfieras av minst tva talpar (x,y) om (&, B) # (0,0).
2. Givet tva skilda talpar (x1,y1) och (x2,y2) finns det en unik “linjar mdngd” som de
bada talparen tillhor, ndmligen méangden
{(x,y) e R? | (y2 — y1)x + (x1 — x2)y + (y1X2 — x1y2) = 0}.
3. (0,0), (1,0) och (0,1) &r tre talpar som inte satisfierar ndgon linjar ekvation med
nollskilda koefficienter. O

EXEMPEL 8 (Den konstruktiva modellen). Vi utgér fran tva punkter A och B i den
intuitiva modellen. Lat P’ vara médngden av alla punkter och £’ mingden av alla linjer
som kan konstrueras klassiskt utifran de givna tva punkterna (jmf kapitel 1.6). Foljande
lexikon ger oss en modell for incidensaxiomen:

punkt <> punkti P’

linje +» méangden av alla konstruerbara punkter pa en linje i L

Axiomen I1 och 12 ar trivialt uppfyllda, ty varje konstruerbar linje dr definitionsmassigt
bestdmd av tvd konstruerbara punkter, och axiom I3 géller naturligtvis ocksa. (Vi kan t ex
konstruera en punkt C som tillsammans med A och B utgér horn i en liksidig triangel.)

O

EXEMPEL 9 (Den rationella Cartesianska modellen). Byt ut R mot Q (= méngden av
rationella tal) dverallt i den Cartesianska modellen i exempel 7. Detta ger en tolkning,
dér punkter svarar mot ordnade par av rationella tal, och dér linjerna nu har rationella
koefficienter. Man verifierar omedelbart att tolkningen dr en modell fo6r incidensaxiomen.
0

EXEMPEL 10 (Kleins hyperboliska modell). L&t I" vara en fix cirkel i den intuitiva mo-
dellen. Foljande lexikon definierar en modell for incidensaxiomen:

P « alla punkter innanfor cirkeln I
L + alla kordor i cirkeln I
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Observera att det i modellen for varje linje a och varje punkt P utanfor a finns
oandligt manga linjer genom P som &r parallella med (dvs inte skar) a. O

EXEMPEL 11 (Elliptiska modellen). Lat X vara en fix sfdr i det vanliga intuitiva tredi-
mensionella rummet. Tva punkter A och A’ pa sfaren dr antipodpunkter om AA’ 4r en
diameter i sfiren. Skarningscirkeln mellan X och ett plan genom sfarens medelpunkt
kallas en storcirkel. Foljande lexikon definierar en modell for incidensaxiomen:

punkt < oordnat par {A, A’} av antipodpunkter pd X

linje < storcirkel pa X

Observera att det inte finns nagra parallella linjer i denna modell. O

2.3 Ordningsaxiomen

En linje &r pd grund av incidensaxiomen entydigt bestimd av varje par av sina punkter.
Men en intuitiv linje 4r mer d4n sd — det &r en ordnad mangd. Saledes dr det meningsfullt
att sdga ett en punkt ligger mellan tva andra punkter eller utanfor en given stracka.
Euklides utnyttjar naturligtvis detta faktum flitigt, trots att Elementa inte innehaller
nagra axiom for ordning. Ordningsegenskaperna har férmodligen uppfattats som sa
sjdlvklara att Euklides helt har forbisett behovet av axiom for att reglera dessa egenskaper.
Den tyske geometern M. PAscH var den som forst insag betydelsen av ordningsaxiom.

Vi behover ett primitivt ordningsbegrepp och viljer da begreppet mellan, som &dr en
relation definierad for triplar av punkter. Vi anvdnder beteckningen A — C — B for att
ange att punkten C ligger mellan punkten A och punkten B. Istdllet for att sdga att C
ligger mellan A och B sa sdger vi ocksa att punkterna A, C och B ligger i foljd.

Den intuitiva tolkningen av A —C — B &r forstds den sjdlvklara, ndmligen att C ligger
pa linjen genom A och B och mellan de bada sistndimnda punkterna som i nedanstdende
figur.

e B

A C

Figur 2.3
A-C—-B

Vi kommer att behdva fem axiom for begreppet mellan. De fyra forsta handlar om
punkter pd en linje.

Axiom O1 Om C ligger mellan A och B, si dr A, B och C skilda punkter, och C ligger pi
linjen genom A och B.

Axiom O2 Om C ligger mellan A och B, si ligger C ocksd mellan B och A.
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Axiom O3 Om A, B och C dr tre punkter i linje, sd giiller exakt ett av foljande tre alternativ:
A-B-C, B-C—-A, C—-A-B.

Axiom O3 innebaér att av tre punkter pa en linje ligger exakt en av punkterna mellan
de ovriga tva. Punkterna pa en linje dr darfor ordnade som i fig. 2.4 och inte som i fig. 2.5.

’_‘/ Q
Figur 2.4 Figur 2.5

Nasta axiom garanterar att det finns en punkt mellan varje par av punkter och att
varje punkt pa en linje ligger mellan tva andra punkter pa linjen.

Axiom O4 For varje par av skilda punkter A och B finns det punkter C och D siatt A—C—B
och A—B—D.

A C B D

Figur 2.6

For att t ex kunna visa att en linje delar planet i tvd véldefinierade halvplan, behover
vi ytterligare ett ordningsaxiom f6r punkter som inte liggerilinje. For att kunna formulera
axiomet behover vi forst infora begreppen strdcka och triangel.

Med strickan AB mellan tvd punkter A och B menas médngden av alla punkter
mellan A och B, dvs

AB={XeP|A—-X-B}

Punkterna A och B kallas strackans dndpunkter; observera att dessa inte ligger pd strackan.
Axiom O2 medfor forstas att AB och BA dr samma striacka.
Varje punkt pa strackan AB ligger enligt axiom O1 pa linjen AB, som kallas stric-
kans stodlinje; vi sager ocksa att strackan ligger pd (eller utefter) denna linje.
En linje sdges skiira en stracka i en punkt P om P ligger pd savil strackan som linjen.

Lat A, B och C vara tre punkter som inte ligger i linje. Punkterna bestimmer
tre strackor AB, BC och CA. Den ordnade trippeln (AB, BC,CA) av dessa strackor
kallas en triangel och betecknas AABC. Punkterna A, B, C kallas triangelns horn, och
strackorna AB, BC och CA ir triangelns sidor. Hornet A sédges vara motsatt sidan BC,
etc. Triangelns sidolinjer &r de tre stodlinjerna till sidorna, dvs AB, BC och CA.

Hornen och sidorna i en triangel bildar tillsammans en méangd som kallas triangelns
rand eller periferi. (I dagligt tal dr det triangelns rand som &r sjdlva triangeln.)

Observera att vi betraktar AABC, ABCA och ABAC som olika trianglar trots att
de har samma sidor och horn. Att uppfatta en triangel som en ordnad trippel av sidor
kommer ndmligen att visa sig praktiskt nar vi skall diskutera kongruens och likformighet.

Vi kan nu formulera vart femte och sista ordningsaxiom.
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Axiom O5 Lit a vara en linje som inte gdr genom ndgot av hornen i AABC. Om a skir sidan

AB, sd skiir a ocksd exakt en av de ovriga tvd sidorna BC och CA.

/y
A B

Figur 2.7

Axiomen O1-O5 ar de fem ordningsaxiomen. Med hjilp av dem skall vi i nédsta
avsnitt definiera sddana begrepp som strdle, halvplan och vinkel. Som forberedelse visar

vi ndgra resultat for strackor.

Sats 2.3.1 Antagatt A— C — B. Di ir
(i) ACNCB=10,och
(i) AB=ACU{C}UCB.

Bevis. Trots att satsen enbart handlar om punkter pd en linje méste vi gora flitigt bruk av
axiom Ob. Vi borjar darfor med att vélja en punkt U utanfor linjen AB (vilket dr mojligt

pa grund av sats 2.1.2).

(i) For att visa pdstaende (i) skall vi visa att ingen
punkt pd strackan AC tillhor strackan CB. Antag darfor
att X € AC, och 1dt D vara en punkt pa strackan UX
(axiom O4). Punkten C ligger utanfor strackan AX pa
grund av axiom O3, varfor linjen CD maste skira strickan
UA ien punkt E enligt axiom O5 tillimpat pa AUAX (se
fig. 2.8). Betrakta nu AUAB; linjen CD skir sidorna AB
och UA (i C resp. E), sa axiom O5 medfor att linjen inte kan
skdrasidan UB. Latoss slutligen betrakta AUXB; eftersom
linjen CD skir sidan UX (i D) och inte skir sidan UB,
madste den skdra sidan XB. Skdrningspunkten C mellan
linjerna CD och AB tillhoér med andra ord strickan XB,
men da géller enligt axiom O3 att X ¢ CB. Dirmed &r
pastaende (i) bevisat.

(ii) Vi visar forst att AB C ACU {C} UCB. Antag
darfor att X € AB. Om X = C har vi ingenting att visa, sd
antag ocksa att X # C. Vidlj D € AU och betrakta linjen
a = XD (se fig. 2.9). P4 grund av axiom O5 skir inte a sidan
BU i triangeln AUAB. Om a skér sidan UC i AUCB, sa
maste darfor a skdra sidan CB (axiom Ob), vilket innebar
att X € CB. Om a inte skdar UC, sa tillimpar vi istéllet
axiom O5 pd AUAC och drar slutsatsen att a skar sidan
AC, dvs. X € AC. Under alla omstandigheter géller att
X € ACUCB, och diarmed ar inklusionen bevisad.

u
E

D

A X C B
Figur 2.8
u

a

A C X B
Figur 2.9
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Vi skall slutligen bevisa den omvéanda inklusionen.
Eftersom C € AB har vi att visa att AC C AB och CB C
AB och av symmetriskal (axiom O2) rdcker det att visa
den forstnamnda inklusionen. Sa antag att X € AC. Vil
D € UC ochlat a vara linjen genom X och D (jmf fig. 2.10). E-a
Enligt (i) géller att X ¢ CB, varfor a maste skédra sidan BU D
i AUCB ien punkt E. Axiom O5 tillimpat pd AUAC

ger att a inte skdr sidan UA. Samma axiom tillimpat pd
AUAB medfor darfor att a skar sidan AB, och eftersom
skdrningspunkten med linjen AB ir X, maste X € AB.
Detta visar att AC C AB. O

Vi dr nu i stdnd att visa att det finns odndligt mdnga punkter pa varje stracka.

Sats 2.3.2  Varje striicka innehdller oindligt manga punkter.

Bevis. Lat AB vara en strdcka och séitt By = B. Pa grund av axiom O4 (och induktion)
kan vi vélja punkter By, By, B3, ... sd att By € ABy, B, € ABy, B3 € AB,, ..., dvssa
att B, € AB,,_; foralla n > 1. Sats 2.3.1 medfor att AB, U {B,} dr en dkta delméngd till
AB,_ foralla n. Om 0 < k < n &r darfor AB, U {B,} en dkta delméngd till AB;. Det
foljer speciellt att B, # By for 1 < k < n. Punkterna By, By, B3, ... dr dédrfor odandligt
manga skilda punkter pa strackan AB. O

Med hjilp av induktion 6ver antalet punkter ar det litt att bevisa foljande sats. Vi
uteldmnar beviset.

Sats 2.3.3 n givna punkter pd en linje kan numreras Ay, Az, ..., A, sd att
A1 —Ay— A3, Ap—A3— Ay o, Apa—Ap1— Ay,
vilket medfor att
A1A, = A1A U AQA3U .. UA, 1A, U{Ay As, ..., Au 1},
dir AjAi N AgAg =0 forallai #k.
Om n punkter Ay, Ay, ..., A, & numrerade som i satsen, sa skriver vi
Al —Ay—As— Ay —...— A,

Numreringen kan naturligtvis goras pa exakt tva sétt, namligen "fran vénster till hoger"
eller frdn "hoger till vanster".

Sats 2.3.4 Lit a1, ay, ..., a, vara linjer och lit AB vara en striicka som inte har ndgon av
dessa linjer som sin stodlinje. Dd finns det en punkt C pd strickan sd att delstrickan AC inte
innehdller ndgon punkt frdn de givna linjerna.

Bevis. Var och en av linjerna skér strackan AB i hogst en punkt. Lat C;, G, ..., Cy
vara de olika skdrningspunkterna, numrerade sa att A — C; —C, —... — C,, — B. Da
duger C = C;. (Om m = 0 sd duger forstas varje punkt C pa strackan AB.) O
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OVNINGAR

23
24

25

2.6

27

2.8

Bevisa att det finns odndligt manga linjer

Lét a1, a2, ..., a, vara givna linjer. Visa att det finns en punkt som inte tillhoér ndgon av
dessa linjer.

Verifiera att med foljande tolkningar av det primitiva begreppet mellan blir modellerna i
exemplen 7-10 i avsnitt 2.2 ocksa modeller f6r ordningsaxiomen.

a) Cartesianska modellen: Punkten (x,y) ligger mellan punkterna (x1,y1) och (x2,12) om och
endast om det finns ettreellt tal ¢ sdatt x =tx; + (1 —f)xp, y=ty1+ (1 — )y, och 0 <t < 1.

b) Konstruktiva modellen: Den konstruerbara punkten C ligger mellan de konstruerbara punk-
terna A och B om och endast om C ligger mellan A och B som punkter i den intuitiva
modellen.

c) Rationella Cartesianska modellen: Samma tolkning av mellan som i den Cartesianska model-
len. (Talet ¢ blir nu automatiskt rationellt.)

d) Kleins hyperboliska modell: Lat A, B, C vara tre punkter innanfor cirkeln I'. C ligger
mellan A och B om och endast om C ligger mellan A och B i vanlig intuitiv mening.

Vilka av axiomen I1-13, O1-O5 &r sanna om de primitiva begreppen ges foljande tolkning:
Med punkt resp. linje menas en punkt resp. linje i det intuitiva tredimensionella euklidiska
rummet, och med att C ligger mellan A och B menas att punkten C ligger pa den intuitiva
strackan AB.

Fixera ett koordinatsystem i (det intuitiva) planet och tolka de primitiva begreppen péa foljande
satt:

Miéngden P av punkter svarar mot alla punkter utom de som ligger i fjairde kvadranten.
Med en linje menas den del av en vanlig linje som inte ligger i fjdirde kvadranten. Av tre
punkter som inte ligger i fjarde kvadranten ligger en punkt mellan de tvd andra om den gor
det i vanlig mening.

Vilka av axiomen I1-13, O1-O5 4r sanna under ovanstdende tolkning?

I Moultons modell for axiomen 11-13, O1-O5 svarar punktméngden P mot R?, medan linjerna
svarar mot fljande tre typer av delméngder till R*:

{(x,y) | x =b}, dér b € R &r godtyckligt;

{(x,y) |ly=ax+b}, dira <0och b €R;

{(x,y)|y=ax+b omx <0, och y=1ax+b omx >0}, dira>0,beR.
(De olika linjetyperna svarar mot vanliga vertikala linjer, vanliga linjer icke-positiv lutning,
och ”brutna linjer”.)
Mellan ges foljande tolkning: (x1,y1) — (x,y) — (x2,y2) om de tre punkterna ligger pa ndgon
av modellens linjer, och x ligger mellan x; och x;, eller x = x; = x, och y ligger mellan 1,
och y,.

Verifiera att incidens- och ordningsaxiomen &r uppfyllda i Moultons modell.

a

a;

Figur 2.11
Tre olika slags linjer i Moultons modell
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2.4 Stralar, halvplan och vinklar

En punkt pd en linje delar denna i tvd halvlinjer eller stralar, och en linje delar planeti tva
halvplan. Vi skall visa hur man definierar dessa begrepp i termer av de primitiva begrep-
pen. Forst behover vi emellertid rekapitulera vad som menas med ekvivalensrelationer
och ekvivalensklasser.

Lat X vara en godtycklig mdngd. En relation ~ pa X kallas en ekvivalensrelation
om foljande tva villkor &r uppfyllda:

(1) x~x forallaxe X (reflexivitet)
(ii) x~z och y~z = x~y (transitivitet)

En egenskap som foljer direkt ur (i) och (ii) ar symmetri, dvs
y~x = x~u.

(Satt z = x i (ii) och utnyttja (i)!)

Exempel pa ekvivalensrelationer dr “ar fodd samma &r som” och “har samma kon
som” pa mangden av alla madnniskor, samt “har samma slutsiffra (i decimalsystemet)” pa
méangden av alla naturliga tal.

En ekvivalensrelation ~ pd X delar pd ett naturligt sdtt in mdngden X i ett antal
parvis disjunkta delmangder X;, i € I, dvs vi har
X={JXi, darX;nX;=0 omi#j.
icl
Vi far delmédngderna X; genom att féra ihop alla inbordes ekvivalenta element till en och
samma delmdngd. Foljaktligen géller
x,yeX; = x~y
xeX;, yeX; i#j = xFuy.
De erhallna delmédngderna X; kallas ekvivalensklasser till relationen ~ .
I de tre exemplen ovan &r ekvivalensklasserna arsklasser, man och kvinnor, resp.
naturliga tal med en given slutsiffra, dvs
X; = {alla minniskor fédda ar i}, i =2003,2002,2001,...;
X; = {allamin}, X, = {alla kvinnor};
X; = {alla naturliga tal med slutsiffrai}, i=0,1,...,9.

Vi kan nu atervianda till geometrin och borjar med ett par definitioner.

Lat O vara en punkt pa en linje a. Punkterna A och B pa a \ {O} ligger pd samma
sida om O, forkortat AssO B,om A =B eller A # B och O ¢ AB.

Punkterna A och B utanfor linjen a ligger pd samma sida om a, forkortat Assa B,
om A = B eller om A # B och a inte skar strackan AB.

B
A<
B A O C \ﬂ
C

Figur2.12 AssO B Figur 2.13 Assa B
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Sats 2.4.1 Lit O vara en punkt pd linjen a.
(i) Relationen ssO dr en ekvivalensrelation pd mingden a \ {O} med tvd ekvivalensklasser.
(ii) Relationen ssa dr en ekvivalensrelation pd mingden P \ a av alla punkter utanfor linjen
a med tvd ekvivalensklasser.

Bevis. Reflexiviteten hos de tva relationerna foljer direkt ur deras definitioner.

For att visa transitiviteten hos ssO antar viatt AssO C och BssO C och skall visa
att detta medfor att AssO B. Om A =B, B =C eller A = C ar saken klar, sd antag darfor
att de tre punkterna ar skilda. Ur sats 2.3.1 foljer omedelbart att en punkt pa a som inte
ar andpunkt till ndgon av strackorna AB, BC och AC antingen tillhor tva eller ingen av
de tre strackorna. Enligt vart antagande géller O ¢ AC och O ¢ BC, sa darfor foljer
ocksd O ¢ AB,dvs AssO B.

Transitiviteten hos ssa visas analogt med hjalp av axiom O5 ifall de tre inblandade
punkterna A, B och C bildar en triangel, och med hjilp av sats 2.3.1 ifall de ligger i linje.

Vivisar nu att ssO har tva ekvivalensklasser. Vélj forst en punkt P # O pé linjen a
och darefter (med hdnvisning till axiom O4) en punkt Q pd linjen sa att P — O — Q, dvs
sd att P och Q ejligger pd samma sida om O. Satt

m={X€a\{0}|XssOP} och a,={Xea\{0O}|XssO Q}.

Tydligen géller att P € a; och Q € a,,sa detbada delmidngderna a; och a, dricke-tomma.
Om X dr en godtycklig punkt pa a, skild fran O, P och Q, sa ar de fyra punkterna
pa grund av sats 2.3.3 och axiom O3 ordnade enligt precis ett av foljande fyra alternativ:
X—P-0-Q,P—-X-0—-Q,P-0—-X—-0Q och P—0—(Q — X. Detta visar att X
tillhor precis en av méngderna a; och a;, dvs a3 Na, =0 och ay Ua, =a '\ {O}.
Analogt visas att ssa har tvd ekvivalensklasser. O

De tva ekvivalensklasserna till ssO kallas strilar eller halvlinjer fran O. Varje punkt
O péd en linje a delar med andra ord linjen i tva stralar. Dessa bada stralar siges vara
motsatta. Punkten O kallas strdlarnas dndpunkt. Linjen a kallas stodlinje till strdlarna; vi
sdger ocksad att stralarna ligger utefter linjen.

Stralar kommer ofta att betecknas med bokstdverna 7, s och t. Den till en strdle r
motsatta stralen betecknas —r.

Lat O och P vara tvd punkter; den strdle frdn O utefter linjen OP som innehaller

—
punkten P, betecknas OP .

O

Figur 2.14 Strilen oP Figur 2.15 Halvplan

De tvé ekvivalensklasserna till ssa kallas halvplan eller sidor till linjen a, och linjen
a kallas halvplanens rand. Varje linje a2 &r med andra ord rande till tvd motsatta halvplan,
som vi ibland betecknar a, och a_.

De bdda sidorna till stodlinjen for en strdcka eller en stréle kallas ocksa for strickans
resp. strilens sidor.

Lét r och s vara tva stralar frdn samma punkt A men med skilda stodlinjer. Det
oordnade paret {r,s} kallas en vinkel och betecknas /(r,s) eller /(s,r). Punkten A &r
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vinkelns spets, r och s dr dess ben. Spetsen bildar tillsammans med alla punkter pa
vinkelns ben en mingd, som vi kallar vinkelns rand.

Om B € r och C € s, anvdnder vi ocksa beteckningen /BAC eller /CAB for
vinkeln / (7, s).

A --- A
Figur 2.16 /(r,s) Figur 2.17 Det inreav L(r,s)

Lat / (r,s) vara en vinkel, och betrakta den sida av r som innehaller s samt den
sida av s som innehéller r. Snittet av dessa bdda halvplan bildar en méngd som kallas
det inre av vinkeln / (r,s). Mangden av alla punkter i planet som inte tillhor vinkelns inre
eller rand, kallas det yttre av vinkeln.

Lat r och s vara tva strdlar med olika stodlinjer frdn en punkt A. Strdlen t fran A
sdges liggn mellan stralarna r och s om ¢ ligger i det inre av vinkeln Z (r,s).

De bada vinklarna Z(—7,s) och Z(r, —s) kallas sidovinklar eller supplementvinklar till
vinkeln /(r,s). Vinklarna /(r,s) och /(—r, —s) sdges vara vertikalvinklar till varandra.

—r r
Figur 2.18 Sidovinklar Figur 2.19 Vertikalvinklar

Betrakta en triangel AABC. Vinklarna /CAB, £/ ABC och / BCA kallas triangelns
(inre) vinklar och betecknas kortare /A, /B resp. /C. Sidovinklarna till /A kallas
triangelns yttervinklar vid hornet A. Med det inre av AABC menas snittet av de tre
halvplan som har triangelns sidolinjer som sina rander och som innehédller de motsatta
hornen. Ekvivalent kan visdga att detinre av AABC &dr snittet av de tre triangelvinklarnas
inre.

Figur 2.20
Det inre av AABC

En punktméngd (2 kallas konvex om varje stracka, vars andpunkter tillhor (2, ligger
helti (2, dvsom A, B € (2 medfor att AB C (2.

Det dr uppenbart att snittet av konvexa méangder dr konvext. Strackor, stralar, linjer,
halvplan och det inre av vinklar och trianglar dr konvexa mangder.

Vi skall nu bevisa tva resultat om linjer genom inre punkter i en triangel.
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Sats 2.4.2  Om P iir en punkt i det inre av /NABC, sd skiir linjen AP sidan BC.

A
E
P
B / D C
Figur 2.21

Bevis. Lat D vara en punkt pd sidan BC och betrakta linjen a = DP.Om A ligger pd a,
s &r a = AP, dvs linjen AP skir sidan BC i D. Om A inte ligger pa a, s maste enligt
axiom O5 tillimpat pd AABC linjen a skdra AB eller AC i en punkt E. Vi kan utan
inskrdankning anta att E € AB. Eftersom P &r en inre punkt i triangeln, ligger P mellan
E och D, och det foljer nu ur axiom O5 tillimpat pd ABED att AP skir BD och darmed
ocksa BC. O

Sats 2.4.3 Om P ir en punkt i det inre av AABC och a dr en linje genom P, sd gdr a antingen
genom ett horn i triangeln och en punkt pd den motsatta sidan eller ocksd skir a tvd triangelsidor.

A
a
p
B D C
Figur 2.22

Bevis. Om a passerar genom ett horn, sa skdr a ocksd den motsatta sidan enligt férega-
ende sats. Antag darfor att a inte passerar genom nagot av triangelns horn. Linjen AP
skédr enligt foregdende sats sidan BC ien punkt D, och P ligger mellan A och D. Axiom
O5 tillimpat pd det bada trianglarna AABD och AADC visar att a skiar AB eller BD
och AC eller DC. Da det ar uteslutet att a skdr bdde BD och DC, foljer det att a skar
exakt tva av de tre sidorna AB, BC och AC. O

OVNINGAR
2.9 Bevisa att halvplan dr konvexa mangder.
2.10 Bevisa att stralar 4r konvexa méngder.

2.11 Strélen r utgar fran en punkt pa linjen a och har ej a som sin stodlinje. Visa att stralen ligger
helt pd en sida av linjen a.
2.12 Visa att i den Cartesianska modellen har strélar och halvplan formen
{(x,y) | x=x0+at, y=yo+pt, t >0} resp.

{(x,y) | ax + By +v > 0},
dér «, B, vy dr reella tal och (&, B) #(0,0).

2.13 Utfor beviset for sats 2.4.1 (ii).
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2.5 Polygoner

I det hir avsnittet skall vi studera plana polygoner, dvs figurer av nedanstdende slag.

@%&%@ (

(a) (b) d)

Figur 2.23

Vi borjar med ett antal definitioner.

Lat P och Q vara tvd punkter. Punktméngden [PQ] = PQU{P, Q} kallas denslutna
strickan mellan P och Q; den slutna striackan bestar alltsd av strackan PQ och de bada
andpunkterna.

Lat Py, P1, ..., P, vara en f0ljd av punkter, och antag att P, # P,_; for i = 1, 2,
..., n. Den ordnade n-tipeln w = (PyPy, PP, ..., P,—1P,) av konsekutiva strackor P;_1P;
kallas ett stricktig mellan punkterna Py och P,. Vi kommer att anvanda beteckningen
(Po, Py,...,DP,) for detta stracktdg. Punkterna Py, Py, ..., P, kallas for stracktigets horn,
och strackorna PyP;, PP, ..., P,_1P, kallas dess sidor.

Vi séger att ett stracktdg w skir en mangd (2 om ndgot av stracktagets horn eller
om nagon punkt pa stracktagets sidor ligger i (2, och vi sdger att w ligger i (2 (eller dr ett
stracktag i (2) om alla horn och alla punkter pa stracktdgets sidor liggeri (2.

NI VNS

Figur 2.24
Striicktdg mellan P och Q med 10 horn och 9 sidor. (Tvd horn samman-
faller.)

Ett stracktag (A1, Az, ..., Ay, A1), som startar och slutar i samma punkt A, kallas
en polygon med horn A;, Ay, ..., A, och sidor A1Ay, AyAs, ..., An_1A,, AnAr och
betecknas A1 A; ... A,, om foljande tva villkor dr uppfyllda:

(i) n>3
(ii) Snittet mellan tva olika sidor &r antingen tomt eller en punkt (dvs. aldrig en stracka).

Villkor (ii) utesluter exempelvis ABC fran att vara en polygon om de tre ingdende
punkterna ligger i linje.
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Den punktméngd, som bildas av hérnen och sidorna i en polygon 7, kallas poly-
gonens rand och betecknas d7r.

For hornen i en polygon AjA; ... A, med n horn anvander vi ibland numrerings-
konventionen A_; = A, och A,;1 = A;. Detta gor att vi exempelvis kan sédga att
polygonens sidor dr A;A;q,1=1,2, ..., n.

Vért huvudintresse kommer att riktas mot en mer restriktiv klass av polygoner. En
polygon 7w = A1 A, ... A, kallas en enkel polygon om foljande villkor dr uppfyllda:

(i) de n stycken hornen A;, Ay, ..., A, ar skilda;
(ii) inget horn ligger pd ndgon av de n sidorna A1A;, A2Az, ... A_1A,, AnAy;
(iii) ingen sida skdr ndgon annan sida.

Vér definition av enkel polygon dr mer generds dn vad som &r brukligt, eftersom
den tillater ett horn A; att ligga pé strackan A;_1A;;; mellan det ndrmast foregdende och
det ndrmast efterkommande hornet. Lat oss kalla ett sddant horn for ett rakt horn. Det
ar harmlost att tilldta raka horn och forenklar formuleringarna i ndgra av de kommande
bevisen. Normalt sett stryker man forstds raka horn A; frdn polygonen genom att ersitta
de bdda sidorna A;_1A; och A;A;;1 med sidan A;_;A;; detta ger upphov till en ny
enkel polygon med samma rand men med ett horn och en sida mindre.

Enkla polygoner med n icke-raka horn kallas ocksd mdnghorningar (n-hdrningar).
En polygon med tre horn dr automatiskt enkel och detsamma som en triangel, och ABC
betecknar samma sak som AABC.

Av figurerna i fig. 2.23 4r (a) och (c) enkla polygoner. Figurerna (b) och (d) ar
polygoner, men de &r inte enkla polygoner — (b) beroende pa att den har sidor som skér
varandra, (d) beroende pd att ett av hornen ligger pd en sida (alternativt att tva av hornen
sammanfaller.)

Huvudresultatet i det hir avsnittet &dr att varje enkel polygon delar resten av planet
i tvd sammanhdngande omrdden, ett inre och ett yttre. Det inre omradet kan delas upp i
trianglar, vars horn dr horn i polygonen. Vi skall darfor borja med att definiera begreppet
“sammanhédngande” mangd ordentligt.

En punktméangd (2 kallas sammanhingande om det for varje par av skilda punkter
P och Qi O finns ett stracktag i 2 mellan P och Q.

Exempelvis dr alla konvexa mangder sammanhdngande, ty tvd punkter i en sddan
méngd kan per definition forbindas med en enda sluten stracka.

Lét nu 2 vara en godtycklig punktméangd. Vi definierar en bindr relation ~n pa
() genom att sitta

P=0Q, eller

P~ &
2l { P # Q och det finns ett stracktag i (2 mellan P och Q.

Sats 2.5.1 (i) ~q dr en ekvivalensrelation pd (2.
(ii) Ekvivalensklasserna till ~ ¢ dr sammanhingande.

(iti) Om Oy och Q) dr sammanhingande och 1 N Qy # 0, sd dr dven Q1 U Qy samman-
hingande.

Bevis. (i) Reflexiviteten ar trivial. For att visa transitiviteten rdacker det att betrakta det
fallda P, Q och R ar tre skilda punkter. Antagatt P ~n R och Q ~n R, dvs att det finns
stracktdg wy = (P, Py,...,P,_1,R) och wy = (Q,Q1,...,Qm-1,R) i Q mellan P och R
resp. mellan Q och R. D& ér (P, Py, ..., Py-1,R, Qu-1,...,Q1,Q) ettstracktdgi Q2 mellan
P och Q,dvs P ~n Q. Detta visar att ~, dr transitiv.

(ii) Lat €2y vara en ekvivalensklass till ~n, och lat P och Q vara tva godtyckliga
punkteri (2. D4 finns det per definition ett stracktdg w i (2 mellan P och Q. Stracktaget
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w maste emellertid ligga helt i 2. Ty antag att X € w; da dr en lamplig del av w ett
stracktdgi (2 mellan P och X, vilket innebér att X ~n P, dvsatt X € (2y. Médngden (2
ar saledes sammanhéngande.

(iii) Lat Py € 21N (2. Varje P € (2; (i =1 eller 2) kan forbindas med Py med hjdlp
av ett stracktdgi (2;. Speciellt kan alltsd varje punkt P € (2; U (2, férbindas med Py med
hjélp av ett stracktdg i (2; U (2,. Transitiviteten hos ~, 0, medfor darfor att (2, U (2,
dr sammanhéangande. O

Ekvivalensklasserna till ~ kallas for (2:s komponenter. Tydligen dr (2 samman-
hdngande om och endast om (2 endast har en komponent.

For att forenkla vart sprakbruk kommer vi att tala om komponenterna till en poly-
gon 7t och menar da alltid komponenterna till komplementet av polygonens rand, dvs
komponenterna till punktméngden P \ d7t.

I tigur 2.23 har polygonernai (a), (b), (c) och (d) tva, sju, tvd resp. tre komponenter.

Vi kan nu ge en precis formulering av det hdr avsnittets huvudresultat.

Sats 2.5.2 Varje enkel polygon har exakt tvd komponenter. Den ena komponenten innehiller
inte ndgra linjer, medan den andra komponenten inehdller linjer.

Den komponent till den enkla polygonen 7 som inte innehaller ndgra linjer kallas
for det inre av 7 och betecknas inre(7r), medan den andra komponenten kallas det yttre
av 71 och betecknas yttre(7r). Om en punkt P tillhor det inre (resp. det yttre) sdger vi
ocksa att P ligger innanfor (resp. utanfor) polygonen.

Sats 2.5.2 innebér att varje enkel polygon delar planeti tre parvis disjunkta mangder:
det inre, randen och det yttre.

Figur 2.25
En enkel polygon har tvd komponenter. Den inre dr hir skuggad.

Eftersom trianglar dr enkla polygoner har vi nu tva olika definitioner av begreppen
inre och yttre for trianglar, nimligen dels den gamla definitionen fran avsnitt 2.4, dels
den nya definitionen ovan. De bdda definitionerna ar forstas konsistenta.

For att kunna bevisa sats 2.5.2 behover vi ett antal hjdlpsatser av kombinatorisk
natur. Aven om hjilpsatserna var for sig ar taimligen enkla bildar de tillsammans ett
ganska langt och komplicerat bevis for sats 2.5.2, sa for att inte skymma sikten har vi
hanskjutit bevisen for ndgra av dem till ett appendix i slutet av det hdr kompendiet.

Den forsta hjdlpsatsen har ett visst egenintresse; for att kunna formulera den behover
vi ytterligare en definition:

Lat O vara en punktmédngd. En punkt Py i (2 kallas exponerad (med avseende pa
), om det finns en vinkel med spets i Py som innehaller mdngden Q2 \ {P,} i sitt inre.
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Sats 2.5.3 (i) Varje indlig punktmingd har en exponerad punkt.
(ii) Varje dndlig punktmiingd ligger i ndgot halvplan.
(iii) Varje polygon har ett horn som ir exponerat med avseende pd polygonens rand.

(iv) Givet dndligt manga polygoner finns det ett halvplan som innehdller samtliga dessa polygo-
ners rinder.

Bevis. (i) Vi visar pastdendet med hjilp av induktion 6ver antalet punkter i méangden.
Om méngden bara bestar av en punkt, sd dr denna punkt givetvis exponerad. Antag
darfor att vi har visat pastdendet for alla médngder med n punkter, och lat (2 vara en
méangd med n + 1 punkter. Lat A vara en godtycklig punkti 2 och sitt ' =0\ {A}.
Dé har (2 enligt induktionsantagandet en exponerad punkt Py, dvs det finns en vinkel
L(r,s) med spetsi Py sa att '\ {Py} ligger i det inre av vinkeln.

Om nu A ligger i det inre av vinkeln, sa dr P, exponerad ocksd med avseende pa
2. Om A ligger pa ndgot av vinkelbenen, r sdg, och om f &dr en godtycklig strale fran
Py mellan r och —s, sé ligger O\ {Py} idetinre av Z(s,t) (jmf fig. 2.26). Punkten Py &r
sdledes exponerad med avseende pa (2 dven i detta fall.

Figur 2.26 Figur 2.27

Antag slutligen att A ligger i det yttre av vinkeln /(r,s) (jmf fig. 2.27). D4 ligger
'\ {Py} och A pa olika sidor om atminstone ett av vinkelbenen; 14t a vara detta

vinkelbens stodlinje. Betrakta de n stralarna ﬁ, P € (); varje strale skidr a i en punkt.
Lat B och C vara tvd punkter pa a sa att de hogst n stycken skdrningspunkterna ligger

mellan B och C. Da ligger strdlarna AP foralla P € (2 i det inre av vinkeln Z BAC.
Detta innebir att (' = Q \ {A} ligger i det inre av /BAC, dvs A &r exponerad med
avseende pa (2.

(2 har saledes i varje fall en exponerad punkt, och darmed &r induktionssteget klart,
och pastaende (i) ar bevisat.

(ii) Enligt (i) har varje dndlig méngd (2 en exponerad punkt Py. Lat / (r,s) vara en
vinkel med spetsi Py som innehéller 2\ {P,} isittinre, ochlat R och S vara godtyckliga
punkter pa —r resp. —s. Daligger (2 pd ensida omlinjen RS, dvs (2 ligger i ett halvplan.

(iii) foljer omedelbart ur (i), ty om ett horn dr exponerat med avseende pd mangden
av alla horn i en polygon, sa dar hornet ocksd exponerat med avseende pd polygonens
rand.

(iv) foljer ur (ii), ty om ett halvplan innehaller polygonernas horn, sa innehdller det
ocksa polygonernas rander. O

Lat 7 vara en godtycklig polygon. Vi kallar en linje eller strdle som inte passe-
rar genom nagot horn i polygonen hygglig (med avseende pa 7). Ett stracktdg w =
(Po, Py, ..., DP,) kallas hyggligt med avseende pd polygonen 7m om samtliga stodlinjer
P _1P;,i=1,2,... n,till strackorna i stracktdget 4r hyggliga med avseende pa .
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Tva punkter i en polygons komponent kan per definition sammanbindas med ett
stracktag som inte skdr polygonen. Genom att vid behov modifiera stracktaget en smula
kan man alltid dstadkomma att det forbindande stracktdget ar hyggligt. Detta dr inne-
borden av foljand lemma.

Lemma 2.5.1 Ldt 7t vara en godtycklig polygon, och antag att punkterna P och Q ligger i
samma komponent (2 till 7t. Dd finns det ett hyggligt stricktig i (2 mellan P och Q.

Bevis. Se appendix.

Lemma 2.5.2 Ldt m = A1A;... A, vara en godtycklig polygon.
(i) Varje hygglig linje a skir ett jamnt antal (eventuellt noll) av polygonens sidor.

(ii) Lat /(r,s) vara en vinkel, vars ben dr hyggliga och vars spets inte ligger pd polygonranden
ort. Dd skir vinkelbenen ett jamnt antal (eventuellt noll) polygonsidor.

gl

Figur 2.28 Figur 2.29

Bevis. (i) Kalla sidorna av a for a, och a_,ochsattfori=1,2, ..., n

1 omA, €a,
0 omA;€a_.

f(Ai):{

Linjen a skdr sidan A;A;;; om och endast om f(Ai.1) — f(Ai) = £1. Antalet sidor i
polygonen 7t som skirs av linjen a dr darfor lika med antalet +-1-termer i summan

1) 5

S (F(Arn) — F(AD).
=1

Eftersom 6vriga termer dr 0 och
n n
S=Y f(Ai1) =) f(A)=0,

maste summan (1) innehédlla lika manga termer +1 som —1, dvs totala antalet +-1-termer
dr jamnt.

(ii) Lat N; vara antalet sidor som skar bada vinkelbenen, och N, antalet sidor som
skdr exakt ett vinkelben. Antalet sidor som skérs av ndgot vinkelben &dr da lika med
2N; + N,, sa det racker att visa att talet N, dr jamnt. Detta foljer emellertid pa liknande
sitt som i (i) om vi definierar

1 om A; &r eninre punkti /(r,s)

f(Ai):{

0 om A; ar en yttre punkt till vinkeln,

ty en sida A;A;;; skdr exakt ett vinkelben om och endast om precis en av de bdda
punkterna A; och A;;; dr en inre punkt i vinkeln. O



42 2 Neutral geometri

Lemma 2.5.3 Ldt 7t vara en godtycklig polygon, lit P och Q vara punkter i samma komponent
till polygonen, och ldt r och s vara hyggliga strdlar frin P resp. Q. Dd har antalet sidor i 7t som
skiirs av vinkelbenet v samma paritet som antalet sidor som skiirs av vinkelbenet s (dvs antingen
dr bdda antalen jamna eller bada antalen udda).

Bevis. Lat N(x) beteckna antalet polygonsidor som skérs av strdlen x. Vi observerar
forst att N(r) och N(s) har samma paritet om och endast om talet N(r) + N(s) ar jamnt.
For att visa lemmat betraktar vi nu ett antal fall.

Fall 1. Antag forstatt P = Q. Om r = s, sd &r trivialt N(r) = N(s). Om r = —s, sd ar
N(r) + N(s) jamnt pa grund av lemma 2.5.2 (i), och om r # +s, s foljer samma slutsats
av lemma 2.5.2 (ii).

Fall 2. Antag hédrndst att P # Q, att strackan PQ inte skér

randen 97, samt att linjen PQ ar hygglig. Satt v’ = P_Q> och

s = —@; daar v =" UPQU{Q}, varfér N(r') = N(s').
Enligt fall (a) har N(r) och N(r') samma paritet liksom N(s)
och N(s'). Foljaktligen har N(r) och N(s) samma paritet.

Fall 3. Lat slutligen P och Q vara tvd godtyckliga punkter
i samma komponent. Enligt lemma 2.5.1 finns det ett hygg-
ligt stracktdg (P, Py,...,P,—1,Q) mellan P och Q, vilket
helt ligger i komponenten. Lat ry, o, ..., 1,1 vara god- Figur 2.30
tyckliga hyggliga strdlar fran respektive Py, P>, ..., P,_1.
Enligt (b) har N(r) och N(r1), N(r1) och N(r;), osv samma
paritet, dvs N(r) har samma paritet som N(s). O

Lemma 2.5.4 Ldt P och Q vara tvid punkter som inte tillhor randen av den enkla polygonen
T =A1Ay... Ay, och antag att striickan PQ skir randen i exakt en punkt A. Om A = A; dr ett
horn, som inte dr rakt, antar vi dessutom att punkten P ligger i det inre av vinkeln / A;_1A;Ai.
Di tillhor P och Q olika komponenter av 7t.

Bevis. Se appendix.

Lemma 2.5.5 Antagatt A dren punkt pdranden o7t av den enkla polygonen m = A1A; ... Ay.
Di finns det tvd punkter P och Q sd att A ligger pd strickan PQ och si att strickan PQ bara
skiir randen o7t i punkten A. Om A = A; dr ett horn, som inte dr rakt, kan vi dessutom vilja
punkten P idet inre av vinkeln /[ Aj_1AiAis.

Bevis. Lat a vara en godtycklig linje genom A som inte sammanfaller med ndgon av
stodlinjerna till polygonens sidor, och som dessutom gar genom det inre av vinkeln
LAi_1A;Ai idetfallda A = A; &r ett icke-rakt horn. Eftersom a skdr polygonens sidor
i hogst dndligt manga punkter, finns det tva punkter P och Q pa 4, en pd vardera sidan
om A,sdatt PQnam={A}. O

Punkterna P och Q i lemma 2.5.5 ligger pa grund av foregdende lemma i olika
komponenter till 7r. Foljaktligen har en enkel polygon minst tvd komponenter. For att
visa att antalet komponenter &dr exakt tvd behover vi infora ytterligare ett begrepp.

Antag att T = AjA>... A, dr en polygon. En foljd Ay, Ay, ..., A, av trianglar
kallas en triangelkedja runt 7w om

(a) inre(A)Nomr =0 for1<i<mn,
(B) inre(A;_1) Ninre(A;) # () for 2 <i < n;och
(7) AiAi; drensida eller en del av en sida i triangeln A; for 1 <i < n.
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Figur 2.31
Tod trianglar A;_q och A; ien triangelkedja

Om A4, Ay, ..., A, dr en triangelkedja runt 77 sd &r mangden

M= O inre(A;)

i=1

sammanhdngande pa grund av (iii) i sats 2.5.1. Det foljer vidare av villkoret («) ovan, att
méangden M inte skédr polygonranden. M &r dérfor en delmédngd av ndgon komponent
till 7.

Lemma 2.5.6 Lit m = A1A,... A, vara en enkel polygon. Di finns det tvd triangelkedjor
Ay, Dy, ..., Ayoch Ay, A, ..., A runt 7T sd att det inre av A; och det inre av A'; ligger pd
olika sidor om A;Ai.1 for varje i. De bdda mingderna M = \Ji; inre(A;) och M’ = |Ji; inre(4’})
dr disjunkta och ligger i olika komponenter till 7t.

Bevis.  Se appendix.

Bevis for sats 2.5.2

Antag att 71 4r en enkel polygon. Definiera médngderna M och M’ som i lemma 2.5.6
med hjélp av tvd triangelkedjor A1, Ay, ..., A, och A, A, ..., A’ runt 7r. Lat (24 och
), beteckna de tvé olika komponenterna till polygonen 7t som innehdller M resp. M’.
Vi skall visa att det inte finns nadgra andra komponenter genom att visa att varje punkt P
i komplementet till randen d7r antingen tillhor (2 eller (2.

Lat darfor r vara en hygglig strale fran P som skdr polygonranden d7r. Det finns
en forsta skarningspunkt fran P rdknat, dvs en punkt Q € r N d7t sd att strackan PQ inte
innehaller nagra randpunkter. Om Q ligger pa sidan A;A;,; sd skar PQ enav médngderna
inre(A;) och inre(A’), eftersom dessa ligger pa olika sidor om A;A;,;. Strackan PQ skar
dérfér den ena av komponenterna (2; och (2, vilket innebér att P tillhor en av dessa
komponenter.

Figur 2.32
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P& grund av lemma 2.5.3 kan de tva komponenterna numreras sa att

() = {P € Q| Varje hygglig strale fran P skir d7t ett udda antal ganger},
(), = {P € Q| Varje hygglig strale fran P skir d7t ett jaimnt antal ganger}.

Om P € (2 sd skdr darfor varje strale frdn P, hygglig eller ej, randen d7r minst en
gang, och varje linje genom P skdr randen i minst tvd punkter. Det foljer speciellt att (2
inte innehaller ndgra linjer. Komponenten (2; ar detinre av 7.

Enligt sats 2.5.3 finns det en linje a s att o7t ligger i ett av de halvplan som definieras
av a. Detta innebar speciellt att linjen a inte skdr 97, sa linjen kan dérfor inte tillhora (2
utan maste ligga i (2,. Detta visar att komponenten (2, innehaller en linje. (2, &r det
yttre av 7t. O

Anm. Givet dndligt manga enkla polygoner finns det pa grund av sats 2.5.3 (iv) ett
halvplan som ligger i samtliga polygoners yttre. Speciellt finns det alltsd en punkt som
ligger utanfor alla polygonerna.

Vi skall nu angripa problemet att visa att varje enkel polygon kan sénderdelas i
trianglar vars horn ar horn i polygonen.

Om 7t dr en enkel polygon sitter vi forst
7T = d7t U inre(7t)

och kallar 7T ett slutet polygonomride.

Polygonerna 7y, 7, ..., 7, sdgessonderdela den enkla polygonen 7, och vi skriver
TT=T701+ T + - -+ + 7T, , om (jmf fig. 2.33)

(a) polygonerna 7; alla &r enkla,
(b) 7=UpL 7,
(c) inre(rr;) Ninre(rrj) = () foralla i # .

Figur 2.33 Figur 2.34
Sonderdelning Sonderdelning i trianglar

Lemma 2.5.7 Antagatt 7y, 7, ..., 7T, dr en sonderdelning av den enkla polygonen 7. Di
giller

(i) inre(r;) Cinre(rr), j=1,2,...,n; och
(i) ot C Ui, 971;.

Bevis. For att visa bdda pastdendena racker det pd grund av (b) i definitionen av son-
derdelning att visa att 97t N inre(7r;) = () for alla j.

Antag darfor att X € drr. Enligt lemma 2.5.5 och 2.5.4 finns det punkter P och Q,
sa att PQ N dmr = {X} och sa att en av de bdda punktern, P sig, ligger i det yttre av 7.
Men da ligger ocksd hela strackan PX utanfér 7. Pa grund av villkoret (b) ligger PX
utanfor 77; for alla j. Punkten X kan dérfor inte tillhora det inre av 77; for ndgot j. Detta
visar att d7r N inre(77;) = (). O
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Lemma 2.5.8 Antagatt i, 7o, ..., 7T, dr en sonderdelning av den enkla polygonen 7t och
att (”jk)Zi1 dr en sonderdelning av 7; for varje j. Dd dr {my | k=1,2,...,n;,j=1,2...,n}
en sonderdelning av .

Bevis. Enligt villkoret (b) i sonderdelningsdefinitionen géller

m=Um=UUm

j
Villkor (c) och lemma 2.5.7 (i) ger vidare:

inre(7t;) Ninre(7jr) C inre(7t;) N inre(77;) = 0 omij;
inre(7t;) Ninre(rtyy) = omk # /. O

Om 7t dr en enkel polygon och A och B dr tva horn som inte dr dandpunkter till en
gemensam sida, kallas strackan AB en diagonal i polygonen. Om dessutom strackan AB
ligger i det inre av 77, kallas AB en inre diagonal.

Lemma 2.5.9 Varje enkel polygon med mer dn tre horn har en inre diagonal.

Bevis. Lat m= AjA,... A, vara en enkel polygon med n > 4. Enligt sats 2.5.3 har 7t ett
exponerathorn A;. Definitionen av exponerat horn medfor att det inre av vertikalvinkeln
till £ A;—1A;Aiq ligger heltidet yttreav 7. Om P &dr en punktidetinreav / A;_1A;A;q
och om {P} U PA; inte skir 9, sa ligger darfor P och hela striackan PA; i detinre av 7
(pad grund av lemma 2.5.4).

Vi har darfor foljande tva alternativ. Antingen lig-
ger strackan A; 1A; i det inre av 7 eller ocksd finns
det minst ett polygonhorn pa A;_1A;s eller i det inre av
ANA;_1A;A;;1. 1 det forsta fallet ar forstas A;_1 A1 en inre
diagonal, och i det andra fallet finns det en punkt C pa
AjAi1 U {Aj1} sd att strackan A;_1C innehéller minst ett
polygonhorn B och sd att det inre av AA;_1A;C inte inne-
haller ndgot horn och ddrmed inte heller nagon punkt fran
drr. D& ar strackan A;B eninre diagonal i 77, ty den ligger i
det inre av vinkeln / A;_1A;A;;1 och skir inte randen BN.D Figur 2.35

Lemma 2.5.10 Antag att w = A1As... A, dr en enkel polygon och att A Ay dr en inre
diagonal i polygonen. Dd dr m1 = A1Ay ... Ax och 115 = AgAgqr ... Ay Ay tod enklar polygoner
som sonderdelar 7t.

Bevis. Det ar for det forsta klart att 711 och 71, dr tva enkla
polygoner och att A,

87'(1 U 871'2 =oJmr U AlAk - ﬁ, och

1
( ) 87'[1 N 87'[2 = [A1Ak] 4

For det andra &r A Ay
(2) inre(7t;) C inre(rr), j=1,2.
Figur 2.36
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For att visa detta racker det forstds av symmetriskal att betrakta fallet j = 1. Antag
darfor att X € inre(711) och att X ¢ inre(7r); vi skall visa att detta leder till en motségelse.

Vi]j for den skull en punkt O som ligger i det yttre av bade 7w och 71; och betrakta tva
fall.

Fall 1: X € yttre(r). Da finns det ett stracktdg w mellan O och X som ligger helt i
det yttre av 7. Stracktdget skdr déarfor inte randen 07t och inte heller strackan A;Ay.
Eftersom randen d7r; dr en delmidngd av o7t U AB, skdr w inte d7r;. Punkterna O och X
tillhor foljdaktligen samma komponent till polygonen 7y, vilket dr en motsagelse.

Fall 2: X € d(rr). Vélj med hjilp av lemma 2.5.5 en punkt P i det yttre av 71 sd att
strickan PX inte skdr randen d7, dvs sd att PX ligger i det yttre av 7. Da finns det
ett stracktag w i det yttre av 7w mellan O och P. Om vi kompletterar detta stracktdg
med strackan PX far vi ett stracktdg w mellan O och X, som inte skér randen d7 eller
strickan A;1Ax i ndgon annan punkt dn X. Eftersom X inte tillhor randen 071y innebdr
detta att stracktaget w inte skdr randen d7r;. Foljaktligen tillhér O och X dven i detta
fall samma komponent till 7r1, vilket &r en motsdgelse. Darmed dr inklusionen (2) visad.
Ur (1) och (2) foljer direkt att

3) inre(7t1) U inre(71p) C inre(7) \ A Ax.
Vi skall nu visa den omvinda inklusionen

4) inre(r) \ A1Ax C inre(ry) U inre(712)
samt att

(5) inre(7r1) N inre(71y) = 0.

For att visa (4) och (5) réacker det pd grund av (3) att visa att varje P € inre(rr) \ A1 Ak
tillhor exakt en av midngderna inre(7r;) och inre(7r;). Lat darfor r vara en strale fran P
som inte passerar genom nagot horni 7. D4 ar r hygglig med avseende pd sdvél 71; som
11, och 7r. Enligt lemma 2.5.3 skédr r randen d7t i ett udda antal punkter. Strdlen r skér
darfor wy = (A1, Ay, ..., Ax) iett udda antal punkter och wy = (Ax, Ags1, ..., An, A1)
i ett jimnt antal punkter, eller vice versa. Det foljer att r skdr precis en av rdnderna
o7y och 971y, som ju bestar av sidorna och punkterna i stracktagen w; resp. w, vardera
kompletterade med strackan A;Ag, i ett udda antal punkter, dvs P tillhor precis en av
méangderna inre(7r;) och inre(7;).

(1), (3), (4) och (5) ger tillsammans att 7t; och 71, dr en sonderdelning av 7. a

Sats 2.5.4 Varje enkel polygon 7@ med n horn har en sonderdelning Ay, Ay, ..., Ay besti-
ende av n — 2 trianglar, vars horn dr horn i polygonen.

Bevis. Satsen ér trivialt sann for polygoner med 3 horn.
Antag induktivt att n > 4 och att satsen dr sann for alla
enkla polygoner med firre &n n horn, och lat 7 vara en
enkel polygon med n horn. Enligt lemma 2.5.9 har 7 en
inre diagonal. Vi kan déarfor tillimpa lemma 2.5.10 och fér
pa sa sitt en sonderdelning av 7 i tvd enkla polygoner 7y
och 71, med n; resp. n, horn. Hér dr ny < n, n, < n, och
ni+n,=n+2. Figur 2.37

Enligt induktionsantagandet existrar det sbnderdelningar (A1;) och (A;) av poly-
gonerna 711 och 715 i n; — 2 resp. ny — 2 stycken deltrianglar, vars horn ar horni 7 resp.
75, och tillsammans bildar dessa trianglar enligt lemma 2.5.8 en sénderdelning av 7.
Totala antalet trianglar i denna sénderdelning &r n; —2+n, —2 = n — 2 stycken. Darmed
ar induktionssteget klart. O
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OVNINGAR

2.14 Ge exempel pé en enkel polygon med en yttre punkt A som har féljande egenskap: Varje
strale fran A skér polygonens rand.

2.15 Visa att om tva enkla polygoner har samma inre sa har de ocksa samma rand.

2.16 En enkel polygon kallas konvex om tillslutningen 7t dr en konvex méngd. Visa att féljande
tre pastdenden &r ekvivalenta:
(i) 7t ar konvex.
(ii) inre(sr) &r konvex.
(iii) For varje sida PQ i polygonen gdller att det inre av 7t ligger pd en sida om motsvarande
sidolinje PQ.

2.6 Kongruensaxiomen

De begrepp och axiom som vi hittills har studerat, tilldter oss inte att jamfora strackor eller
vinklar med varandra. Vi kan exempelvis inte sdga att tvd strackor &r lika (ldnga). For att
astadkomma en sddan jamforelse maste vi utvidga vart geometriska sprék, vilket kan ske
pa flera olika sitt. Ett sdtt dr att infora ett primitivt lingd-begrepp. Detta innebér att man
associerar ett positivt reellt tal till varje strdcka, och man kan dé jamfora strackor genom
att jamfora deras ldngder, dvs reella tal. Ett annat satt dr att infora (stel) forflyttning som
primitivt begrepp. Tva strackor dr dd lika om det finns en forflyttning som 6verfér den
ena strackan pa den andra. En tredje mojlighet dr forstas att 1ata likhet vara ett odefinierat
primitivt begrepp.

Viviéljer det tredje alternativet, och eftersom vi vill jimfora bade strackor och vinklar,
infor vi tva primitiva likhets- eller kongruensbegrepp, ett for strackor och ett for vinklar.
Det forsta primitiva begreppet kongruens dr med andra ord en relation pd méangden
av alla strackor, och det andra begreppet kongruens dr en relation pa mangden av alla
vinklar. Bada relationerna betecknas =, eftersom det aldrig kan rdda ndgon tvekan om
vilken relation som avses i ett givet fall. AB = CD betyder sédledes att strackorna AB
och CD &r kongruenta. Inkongruens (dvs icke-kongruens) betecknas #.

Vi behover sex axiom for kongruens. De tre forsta handlar om stréackor.

Axiom K1 Om A och B dr tvd punkter och r' dr en strile frin punkten A’, si finns det exakt
en punkt B' pd v’ siatt AB= A'B’.

A B A’

Figur 2.38

Pa varje linje genom A’ finns det darfor exakt tvd punkter B’ och B” sd att AB =
A’B’ och AB = A’B”, en pd vardera sidan om A’.

Axiom K2 Kongruens ir en ekvivalensrelation pd mingden av alla strickor, dvs

AB = AB, och
AB=EF & CD=EF = AB=CD.

En enkel konsekvens av axiomen K1 och K2 &r att AC # AB om A — C — B.
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AxiomK3 Om A—-C—-B, A —C'—B', AC=A'C' och CB=C'B’,sdir AB= A'B’.

Axiom K3 kan uppfattas som ett resultat om summan av tva strackor. Motsvarande
resultat for skillnader foljer som sats (se sats 2.6.2).
Axiomen K1 och K2 har direkta motsvarigheter for vinklar, ndmligen

Axiom K4 Lit /(r,s) vara en vinkel och ldt v' vara en strile frain A’. Pd vardera sidan om '
finns det exakt en strdle s' frin A’ siatt /(r,s) = L(V,s).

s -7 ro--7
— —
ro s
Figur 2.39

Axiom K5 Kongruens ir en ekvivalensrelation pd mingden av vinklar.

Déaremot behover vi inget axiom om addition av vinklar i stil med axiom K3, ty
motsvarande resultat foljer som sats (se sats 2.7.6). Det sista kongruensaxiomet kopplar
istdllet ihop de tva kongruensbegreppen.

Axiom K6 Lit AABC och AA'B'C’ vara tvd trianglar med
AB=A'B, AC=A'C' och /A="/A.
Dd irocksi /B= /B och /C=/C'.

CI
C
/4 B’
A ' B Al

Figur 2.40

Vi avslutar det hér avsnittet med tva enkla konsekvenser av kongruensaxiomen.
Forst behover vi en definition.

Triangeln AABC kallas likbent med sidan BC som bas och sidorna AB och AC som
ben om AB = AC. De béda vinklarna /B och / C kallas triangelns basvinklar.

Sats 2.6.1 (Basvinkelsatsen) I en likbent triangel ir de bdda basvinklarna kongruenta.

Bevis. Lat AABC vara likbent med BC som bas. Eftersom AC = ABoch /A= /A,
kan vi tillampa axiom K6 pa de bdda trianglarna AABC och AACB med /B = /C som
slutsats. 0

Naista sats handlar om skillnader av striackor.

—
Sats 2.6.2 Antag A—C —B, C' € A'B’, AB = A’'B’ och AC = A'C’'. Di giller att
A" —C' —B'och CB=C'B.

A C B Al c B D
Figur 2.41
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Bevis. Enligt axiom K1 finns det en unik punkt D’ sd att A’ — C' — D’ och CB = C'D’.
Axiom K3 medfor att AB = A'D’. Det foljer darfor ur axiom K2 att A'B’ = A’D’, och
axiom K1 ger slutligen att D’ = B’. Darmed har vi bevisat det vi skulle. O

OVNINGAR

2.17 (Cartesianska modellen; fortsittning pé exempel 7 i avsnitt 2.2 och 6vning 2.5). R? &r ett
vektorrum. I vektoralgebran uttrycks lingden av vektorer och vinkeln mellan vektorer med
hjélp av skaldrprodukter. Standardskaldrprodukten pd R? ges av uttrycket

(xl,y1) : (xz,yz) =X1X2 +Y1Y>.
Langden av vektorn v = (x,y) &r

o] = Vo-v=/x2+142,

och vinkeln 6 mellan vektorerna v; och v, ar
(A%
6 = arccos ——— .
[o1[02]
I den Cartesianska modellen svarar punkter mot vektorer i R*. Vi kan dérfoér definiera
lingden |AB| av strickan AB som lingden |A — B| av vektorn A — B, samt storleken av

vinkeln / ABC som vinkeln mellan vektorerna A — B och C — B.

Vi ger nu en tolkning av begreppen kongruens i den Cartesianska modellen genom att kalla
tva strackor kongruenta om och endast om de har samma langd, och tvé vinklar kongruenta
om och endast om de har samma storlek.

Verifiera att kongruensaxiomen K1-K6 &r sanna under denna tolkning.

2.18 (Konstruktiva modellen; forts. pa exempel 8 i avsnitt 2.2 och 6vning 2.5). Tolka begreppet
kongruens i den konstruktiva modellen pa samma sétt som i den Cartesianska modellen.
Verifiera att axiomen K1-K6 ar sanna.

2.19 (Rationella modellen; forts. pa exempel 9 i avsnitt 2.2 och 6vning 2.5). Tolka begreppet
kongruens i den rationella modellen pa samma sitt som i den Cartesianska. Visa att axiom
K1 ar falskt.

2.20 (Moultons modell; forts. pd 6vning 2.8). En strdcka i Moultons modell svarar i den Carte-
sianska modellen (och i den intuitiva modellen) mot en stracka eller mot en bruten stracka
(med brytpunkt pa y-axeln). Lat || AB|| vara den Cartesianska (intuitiva) lingden av denna
(eventuellt brutna) stracka. Kalla tva strdckor AB och CD i Moultons modell kongruenta
om och endast om ||AB|| = ||CD||.

Storleken aven vinkel / (r,s) med spetsi A definieras pé foljande vis. Betrakta de Moultonska

strdlarna r och s som punktméngder i den Cartesianska modellen; de dr antingen stralar eler

brutna stralar och bestdimmer dérfér en véldefinierad Cartesiansk vinkel vid A av storlek

6. Vi later nu 6 vara storleken av /(r,s) i Moultons modell med f6ljande undantag: Om A

ligger pa y-axeln och ndgon av strdlarna r eller s ligger i det hogra halvplanet x > 0 utefter
en linje y = 1ax + b med positivt a, sa ersitter vi motsvarande stréle (stralar) med halvlinjen
y=ax+b, x > 0, och later storleken av den givna vinkeln vara lika med den Cartesianska
vinkeln mellan de sa erhdllna stralarna. Vi kallar slutligen tva vinklar i Moultons modell for
kongruenta om och endast om de har samma storlek.

Figur 2.42
0 = storleken av L (r,s)

a) Verifiera att kongruensaxiomen K1-K5 ar sanna men att K6 ar falskt.
b) Ge exempel pa en likbent triangel med inkongruenta basvinklar.
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2.7 Kongruensfallen

Vi kallar tvd polygoner 7w och ¢ kongruenta och skriver m = ¢ om de har lika manga
horn och motsvarande sidor och vinklar dr kongruenta. Om 7 = A1Ay... A, och 0 =
BiB,... B, sd innebir sdledes 7w = ¢ att A;A;;1 = B;B;;; och L A;_1A;A;;1 = /B;_1B;Bj;1
fori=1,2,...,n.

Det dr uppenbart att kongruens dr en ekvivalensrelation pa mangden av alla poly-
goner.

Speciellt &r tva trianglar AABC och AA’B'C’ kongruenta om och endastom AB =
A'B,BC=B'C',CA=CA'",/A=/A",/B=/B och /C=/C".

Vi skall i det har avsnittet ge ett antal tillrdckliga villkor fér kongruens mellan

trianglar (de s k kongruensfallen). Det forsta dr en ldtt skdarpning av slutsatsen i axiom
Ke.

Sats 2.7.1 (Sida-Vinkel-Sida-kriteriet) Lit AABC och AA'B'C’ vara tvd trianglar och an-
tag att AB= A'B', AC= A'C' och L A= [ A’. Diiir de bida trianglarna kongruenta.

C c
/4 D’
A ' B A

|
/ T B/

Figur 2.43

Bevis. Pa grund av axiom K6 racker det att bevisa att BC = B/C’. Enligt axiom K1 finns

—
det en punkt D’ pa strilen B'C’ s& att BC = B'D’. Axiom K6 tillampat pd ABAC och
AB'A'D’ ger att /BAC = /B'A’D’. Enligt forutsittningarna ar / BAC = /B'A'C’, s

_— —
axiom K5 gernu att / B’A’D’ = / B'A’C’. Det f6ljer av axiom K4 att A'D’ = A'C’, vilket
medfor att D’ = C’. Sdledes dar BC = B'C’. ad

S-V-S-kriteriet tilldter oss att “flytta en triangel till ett annat ldge” i foljande mening:

Sats 2.7.2  Lit AABC vara en triangel och A'B’ en stricka med A'B' = AB. Pd vardera sidan
om strickan A'B’ finns det en unik punkt C' sd att ANA’B'C' = AABC.

I fortsattningen uttrycker vi detta genom att sdga att vi “placerar en kongruent kopia
AA'B'C" av AABC pa strackan A'B”.

Bevis. Enligtsats 2.7.1 &r AA’B'C' = AABC om och endast om /C'A’B’ = /CAB och
A’C' = AC, och pa grund av axiomen K4 och K1 finns det en unik punkt C’ med dessa
egenskaper pd vardera sidan om strdckan A’B’. O
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Sats 2.7.3 (Vinkel-Sida-Vinkel-kriteriet) Antagatt AABC iir en triangel, att strickan A’B’
ar kongruent med sidan AB, att punkterna D' och E' dr beligna pd samma sida om strickan

—_—

A'B’, samt att /CAB = /D'A’B’ och /CBA = /E'B'A’. Di skiir strdlarna ' = A'D’ och
—_—

s' = B'E’ varandra i en punkt C', och trianglarna ANABC och AA'B'C’ iir kongruenta.

\ D// -1
C c’
E/
A ‘ B Al ' B'
Figur 2.44

Bevis. Lat AA'B'C’ vara den kongruenta kopia av AABC som har hornet C’ beldget
pa samma sida om A’B’ som de givna punkterna D’ och E’. D4 &r (pa grund av
transitiviteten hos =) /C'A'B’ = /D’A'B’ och /C'B’A’ = LE'B'A’, dvs C’ ligger pa
savil strdlen ' som strdlen s’. Detta innebar att de bdda strdlarna skir varandra i C/,
och ddarmed &r satsen bevisad. O

Sats 2.7.3 har foljande omedelbara korollarium, som ocksa kallas V-S-V-kriteriet.
Korollarium Lit AABC och AA'B'C’ vara tvd trianglar med AB = A'B', LA = L A’ och
LB= /B Diir NABC = ANA'B'C’.

Bevis. Tag D' = E' = C' i satsen ovan. O

Sats 2.7.3 har foljande omvandning till basvinkelsatsen for likbenta trianglar som

korollarium.

Sats 2.7.4 Lit AABC vara en triangel med /B = / C. Di ir triangeln likbent med sidan BC
som bas.

Bevis. Eftersom BC=CB, /B=/Coch /C = /B,dar ABCA = ACBA, och speciellt
ar alltsa AB = AC. 0

Innan vi kan visa fler kongruensfall behover vi sticka emellan med nagra resultat
om vinklar.

Sats 2.7.5 Sidovinklar till kongruenta vinklar ir kongruenta.

Bevis. Antag att Z(r,s) och Z(r's’) ar kongruenta vinklar med spetsari A resp A’. Vi
skall visa att sidovinklarna Z (—r,s) och Z(—t',s’) ocksa &r kongruenta.

Vilj punkter B, C, D, B’, C’' och D’ pa vinkelbenen r, s, —r, ', s’ och —r' sa att
AB= A'B’, AC= A'C' och AD = A’D’ (se fig. 2.45).

c .- cl .S
D A B D’ A’ B’

Figur 2.45
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S-V-S-kriteriet ger att AABC = AA'B'C’, dvs speciellt & BC = B'C' och / ABC =
LA'B'C’. Eftersom ocksdé DB = D'B’ (enligt axiom K3), &r dven ABDC = AB'D'C’
(S-V-S-kriteriet), och speciellt &r DC = D'C’ och /BDC = B’D'C’. En sista tillimpning
av S-V-S-kriteriet ger att ADAC = AD'A'C’, varfor LDAC = D'A'C'. Diarmed ar
pastdendet bevisat. O

Sats 2.7.5 medfor speciellt att de bada sidovinklarna /(—7,s) och /Z(—s,r) till en
vinkel /(r,s) dr kongruenta (ty Z(r,s) = Z(s,r) enligt axiom K5). Vidare galler att ver-
tikalvinklarna /(r,s) och /(—r, —s) dr kongruenta, ty bdda dessa vinklar ar sidovinklar
till vinkeln / (—r7,s). Vi sammanfattar dessa enkla observationer i foljande korollarium.

Korollarium (i) De bdda sidovinklarna till en given vinkel idr kongruenta.

(ii) Vertikalvinklar idr kongruenta.

e

Figur 2.46
Vertikalvinklar dr kongruenta

Vi visar harnéast tva resultat om addition och subtraktion av vinklar. Dessa ar direkta
motsvarigheter till axiom K3 och sats 2.6.2.

Sats 2.7.6 (Vinkeladdition) Ldt r, s och t vara tre strdlar fran O med s mellan r och t,
och lit ', s', t' vara tre strdlar fran O' med s' mellan v' och t'. Om L(r,s) = L(1',s') och
L(s,t) = L(S,t),sqir L(r,t) =L@, t).

F f
C c -
B "% B__—-7¢
O ' A T o’ ' A
Figur 2.47

Bevis. Vadlj A pa r och C pa t. Det foljer av sats 2.4.2 att s skar strackan AC i en
punkt B. Lat A’ och B’ vara punkter pa r’ resp. s’ sa att OA = O’A’ och OB = O'B’.
S-V-S-kriteriet ger AB = A’B’, /OAB = LO'A'B’ och /OBA = LO'B’A’. Eftersom
sidovinklarna till ZOBA och /O’'B’'A’ ar kongruenta kan V-S-V-kriteriet tillimpas pa

—_—
AOBC, striackan O’B’ och strilarna t' och —B’A’. Slutsatsen ir att de bada strélarna
skér varandra i en punkt C’ och att BC = B'C’. Det foljer att AC = A'C’ (axiom K3), sd
trianglarna AOAC och AO'A’C’ ar kongruenta enligt S-V-S-kriteriet. Speciellt &r alltsa
LAOC=LA'0C. O
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Sats 2.7.7 (Vinkelsubtraktion) Ldt r, s och t vara tre strdlar frain O med s mellan r och t,
och lat v', s', t' wvara tre strdlar frin O'. Antag att [(r,t) = L(V', V'), L(r,s) = L(t',s") och
att strdlarna s’ och t' ligger pd samma sida om strilen r'. Dd ligger s’ mellan r' och t', och
L(s, )= L(d,1).

Bevis. Vidlj A, C, A" och C' pa r, t, 1" resp. t' sd att OA = O’A’ och OC = O'C’
(jmf fig. 2.47). Strdlen s skar strackan AC ien punkt B. Pa grund av S-V-S-kriteriet &r

AC = A'C' och /OAC = /O'A’C’". V-S-V-kriteriet medfor att s’ skar A/—C} i en punkt
B’ och att AOAB = AO'A’B’. Speciellt ar alltsa AB = A’'B’, sa det foljer av sats 2.6.2 att
B’ ligger mellan A" och C’ och att BC = B'C’. Stralen s’ ligger sdledes mellan ' och t'.
Vidare é&r OB = O'B’ och /OBC = £O’'B'C’ (pa grund av sats 2.7.5), varfor S-V-S-kriteriet
kan tillimpas pa trianglarna AOBC och AO’B’C’. Det foljer att /BOC = £LB'O'C'. O

I Euklidisk geometri dr en triangels tre vinklar bestdmda sd snart man kdnner tva
av dem, eftersom vinkelsumman ar konstant (= 180°). V-S-V-kriteriet medfor darfor att
tva trianglar dr kongruenta om en sida och tvé vinklar — godtyckligt vilka — i den ena
triangeln dr kongruenta med motsvarande sida och vinklar i den andra triangeln. Slut-
satsen dr riktig dven i hyperbolisk geometri, men den krédver naturligtvis ett annorlunda
bevis. Det d&r mycket anméarkningsvért att redan Euklides har ett neutralt bevis for det
fall som inte tacks av V-S-V-kriteriet, ndmligen det fall dd en av de givna vinklarna star
mot den givna sidan.

Sats 2.7.8 (Sida-Vinkel-Vinkel-kriteriet) Ldt AABC och AA'B'C’ vara tvd trianglar med
AB=A'B', LA= LA och LC = LC'. Diiir de bida trianglarna kongruenta.

A B A
B A" B'

Figur 2.48

Bevis. Vinkeln mellan stralarna —CA och — CB ér enligt korollariet till sats 2.7.5 (och
forutsdttningarna) kongruent med /C’. Lat A” resp. B” vara punkter pd dessa stralar
sdatt CA” = C'A’ och CB” = C'B’;dd ar AA"B"C = ANA'B’'C’ (S-V-S-kriteriet), och det
racker nu attbevisaatt AA”B"C = AABC. For att gora detta racker deti sin tur pa grund
av V-S-V-kriteriet att visa att /B”" = /B,ty A”"B" = A'B'=ABoch LA" = /A" =L A.
Betrakta trianglarna ABAA” och AB"A"A; dessa dr kongruenta enligt S-V-S-
kriteriet. Speciellt dr alltsd BA” = B”A och /BA"A = /B"AA". Enligt satsen om
vinkeladdition &r dérfor ocksa / BA”"B"” = / B"” AB. Ytterligare en tillimpning av S-V-S-
kriteriet ger nu att ABA"”"B"” = AB" AB. Speciellt ar alltsd / BB”A"” = /B"BA, vilket for
trianglarnas AA”B”C och AABC del innebér att Z/ B” = / B. Darmed &r satsen bevisad.
O

Sats 2.7.9 (Sida-Sida-Sida-kriteriet) Ldt AABC och AA’B'C’ vara tvd trianglar och antag
att motsvarande sidor dr kongruenta, dvs att AB = A'B’, BC = B'C' och CA = C'A’. Diir
de bida trianglarna kongruenta.
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C c’
/ !
A D B A B
C//
Figur 2.49

Bevis. Lat AABC” vara en kongruent kopia av AA’B'C' med C” beldgen pa motsatt
sida av AB jamfort med C (jmf fig. 2.49). Det racker att bevisa att /C = /C”, ty
S-V-S-kriteriet ger d& att AABC = AABC" = AA'B'C'.

Vi kan utan inskrankning anta att linjen CC” skir stralen AB i en punkt D (lat
annars hérnen A och B byta roll) och far nu tva fall beroende pd om D = B eller D # B.

Fall 1, D = B: Triangeln AACC” &r likbent, varfor basvinkelsatsen ger att /C =
LACC" = LAC"C.

Fall2, D # B: Vihar nu tva likbenta trianglar, AACC"” och ABCC” med £/ ACC" =
LAC"C och /BCC" = /BC"C. Beroende pd om D ligger pa eller utanfor strickan
AB tillampar vi vinkeladditions- resp. vinkelsubtraktionssatsen och far i bada fallen att
LC=/LC". O

OVNINGAR

2.21 Visa att det for varje stracka finns en likbent triangel med den givna strdckan som bas.

2.8 Parallella linjer, mittpunkter, bisektriser och rdta vinklar

Vi skall borja med att studera begreppet parallellitet, som definierades redan i avsnitt 2.1.
Vi behover ndgra definitioner, och forst rekapitulerar vi sjdlva parallellitetsdefinitionen:

Linjerna a och b kallas parallella om de saknar gemensamma punkter. Vi skriver
a || b om a och b &r parallella eller ssmmanfallande linjer.

Lat a och b vara tvd godtyckliga linjer. En linje t som skdr a4 och b i tva skilda
punkter A resp. B kallas en transversal till a och b. Lat A’ och A” vara punkter pa a pa
olika sidor om ¢, l1at B’ och B” vara punkter pa b pa olika sidor om t men sd att A’ och
B’ ligger pa samma sida, och 1t slutligen C vara en punkt pa t utanfor strickan AB och
skild fran strackans d&ndpunkter (se fig. 2.50). Da kallas vinklarna / A’AB och / ABB”
for ett par av alternatvinklar (till a och b med avseende pé transversalen t). Vinklarna
L/ CBB' och £/ CAA' kallas ett par av likbeliigna vinklar. De fyra vinklarna / A’AB, / B'BA,
/B"BA och £/ A” AB kallas inre vinklar.

Figur 2.50
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Till varje transversal hor naturligtvis tvd par av alternatvinklar och fyra par av
likbeldgna vinklar.
Vi kan nu ge ett tillrackligt villkor for parallellitet.

Sats 2.8.1 Ldt a och b vara tvd linjer, lit t vara en transversal och antag att ett par av
alternatvinklar (eller ett par av likbeligna vinklar) idr kongruenta. Dd ir de bdda linjerna a och b
parallella.

Bevis. Vi anvdnder beteckningarna i definitionen ovan och figur 2.50 samt antar att
LA'AB = / ABB”. Vi antar vidare att satsens pastdende om parallellitet 4r felaktigt
sa att linjerna skidr varandra i en punkt D beldgen pa samma sida om t som A” och
B". Eftersom vinklarna / A”AB och /B'BA ér sidovinklar till kongruenta vinklar, ar
vinklarna sjdlva kongruenta. V-S-V-kriteriet kan dérfor tillimpas pd AABD, strackan

AB och stralarna ﬂ och ﬁ, och slutsatsen ar att de bada stralarna skir varandra
i en punkt D’. Detta innebér att de bada skilda linjerna a och b skér varandra i tva
skilda punkter D och D’, vilket & en motségelse (mot axiom I2). Antagandet att linjerna
skdr varandra i en punkt dr sdledes felaktigt, och ddarmed har vi bevisat att linjerna ar
parallella. O

Vi kan nu litt bevisa att det finns parallella linjer. Mer precist géller:

Sats 2.8.2 For varje linje a och varje punkt P utanfor a finns det minst en linje b som dr
parallell med a och gdr genom P.

Bevis. Viljpunkterna A och B godtyckligt pd linjen a, och L < b
bestdim sedan en punkt C sa att / APC = / PAB och s4 att \
C och B ligger pa olika sidor om linjen t = AP. Detta gar a
bra pa grund av axiom K4. Satt slutligen b = PC; enligt sats B A
2.8.1 dr b parallell med a. O

Figur 2.51

Naturligtvis kan vi inte visa att linjen b i sats 2.8.2 dr unik, ty pastdendet att det finns
en unik parallell dr (ekvivalent med) Euklides parallellpostulat. Daremot kan vi visa att
ett antal intressanta pastdenden dr ekvivalenta med parallellpostulatet.

Sats 2.8.3 Foljande fyra pdstienden ir ekvivalenta.
(i) For varje linje a och varje punkt P utanfor a finns det hogst en med a parallell linje b
genom P.
(ii) For varje linje a och varje punkt P utanfor a finns det exakt en med a parallell linje b
genom P.
(iii) || dr en ekvivalensrelation pd mingden L av alla linjer.
(iv) Alternatvinklar som bildas av en transversal till parallella linjer idr kongruenta.

Bevis. (i) = (ii): Foljer av sats 2.8.2.

(i) = (iii): Vi har definierat || sa att reflexivitet automatiskt géller och behover
bara verifiera att || &r transitiv om villkoret (ii) 4r uppfyllt. Antag motsatsen; d4 finns det
tre linjer a, b och ¢ sa att a och b &r parallella med ¢ men sd att a och b skdr varandra
i en punkt P. Detta innebdr emellertid att det gar tvd linjer genom P som é&r parallella
med c, vilket strider mot (ii).

(iii) = (iv): Antag att linjerna a och b &r parallella och att ¢ dr en transversal till
dem. Transversalen skér b i en punkt B.
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Lat c vara den unika linje genom B som definieras av

att alternatvinklar till 2 och ¢ med avseende pa t ar kon- B c
gruenta. Da dr a och c parallella enligt sats 2.8.1. Vi har /\ b
déarfor dels a || b enligt antagande, dels a || ¢, sé transitivi- .

teten medfor att b || ¢. Eftersom b och ¢ har en gemensam
punkt, foljer det att b = ¢, och detta visar att alternatvink-

larna till 2 och b med avseende pa t dr kongruenta. Figur 2.52

(iv) = (i): Antagatt(iv) gdller ochlat P vara en punkt
utanfor linjen a. For att visa att det gar hogst en parallell 0 P
linje till 2 genom P véljer vi en punkt A pd a och betraktar
de punkter som ligger pa en fix sida om linjen t = AP. For /
en sddan punkt Q géller enligt villkor (iv) att om linjen QP 7 a
ar parallell med a sd ar vinkeln / QPA entydigt bestamd.
Foljaktligen kan det finnas hogst en parallell linje genom P. )

0 Figur 2.53

I euklidisk geometri kan man karakterisera parallellogrammer som fyrhorningar,
vars motstdende sidor dr parallella, eller vars motstdende sidor dr kongruenta, eller vars
motstdende vinklar dr kongruenta. Samtliga dessa tre villkor d&r ndmligen ekvivalenta.
Sa ar emellertid inte fallet i neutral geometri, utan dar maste vi vélja ut ett av villkoren
som definierande egenskap. For vara syften &r foljande definition lampligast.

En fyrhorning ABCD kallas en parallellogram om motstaende sidor AB och CD resp.
BC och DA &r kongruenta. Om samtliga sidor dr kongruenta kallas parallellogrammen
en romb.

Innan vi studerar parallellogramegenskaper behover vi ytterligare en definition:

En punkt M kallas en mittpunkt till straickan AB (delar AB mitt itu) om M ligger pa
strackans stodlinje och AM = BM.

Definitionen av mittpunkt kraver inte explicit att M skall ligga pa strackan AB,
men detta foljer naturligtvis omedelbart ur axiom K1. Observera vidare att vi talar om en
mittpunkt i obestimd form — innan vi visat att varje strdacka har en unik mittpunkt kan
vi naturligtvis inte tala om mittpunkten till en stracka.

Ater till parallellogrammerna!

Sats 2.8.4 [ en parallellogram ABCD dr motstdende sidor parallella och motstiende vinklar
kongruenta. De bdda diagonalerna ligger i det inre av parallellogrammen och delar varandra mitt
itu.

Anm. Med parallella striickor menas forstas strackor vars stodlinjer ar parallella.

Bevis. Enligt lemma 2.5.8 finns det en inre diagonal i pa-
rallellogrammen ABCD. (For att inse att en fyrhorning D C

ABCD har en inre diagonal behover man for ovrigt inte
hénvisa till lemma 2.5.8, som géller for godtyckliga enkla
polygoner och har ett komplicerat bevis. Om AC inte &r
en inre diagonal i den enkla fyrsidiga polygonen ABCD, sd
ligger namligen B och D pd samma sida om linjen AC, och A B
i sa fall maste A och C ligga pd motsatta sidor om linjen

BD, vilket medfor att BD &r en inre diagonal.) Figur 2.54
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Efter eventuell omnumrering av hornen kan vi utan inskrankning anta att AC ar en
inre diagonal. Hornen B och D ligger dd pa varsin sida om AC. Trianglarna AABC och
ACDA &r kongruenta enligt S-S-S-kriteriet. Speciellt dr alltsa de motstdende vinklarna
L ABC och £/CDA kongruenta. Vidare &r /CAB = / ACD och /BCA = / DAC, sd det
foljer genom vinkeladdition (sats 2.7.6) att de motstdende vinklarna / DAB och /BCD
ocksd ar kongruenta, och med hjdlp av sats 2.8.1 att motstdende parallellogramsidor ar
parallella.

Eftersom motstadende sidor &r parallella, ligger D idet inre av vinkeln / ABC. Aven
diagonalen BD &r ddrfor en inre diagonal, och BD skédr AC ien punkt M.

Betrakta nu slutligen trianglarna AABM och ACDM; dessa dr kongruenta en-
ligt S-V-V-kriteriet, ty vi har redan konstaterat att ett motsvarande par av vinklar &r
kongruenta, och vinklarna / BMA och / DMC &r ett annat motsvarande par av kongru-
enta vinklar (vertikalvinklar). Det foljer att AM = CM och BM = DM, dvs M é&r en
mittpunkt till de bada diagonalerna. O

Det finns gott om parallellogrammer. Vi har namligen:

Sats 2.8.5 Varje triangel ANABC kan kompletteras med en unik punkt D till en parallellogram
ABCD.

Bevis. Punkten D duger om och endastom ADCA = ABAC och D ligger pa motsatt
sida om AC jamfort med B. Dessa villkor bestimmer uppenbarligen D entydigt. O

Existensen av en mittpunkt till varje stracka foljer nu ldtt ur ovanstdende tva satser.

Sats 2.8.6  Varje striicka har en unik mittpunkt.

Bevis. For att visa att strackan AB har en mittpunkt véljer vi forst en punkt C utanfor
strackans stodlinje och kompletterar sedan med en punkt D till en parallellogram ACBD
(sats 2.8.5). Skdrningspunkten M mellan diagonalerna AB och CD é&r en mittpunkt till
AB enligt sats 2.8.4. Darmed &r existensen av en mittpunkt visad.

For att visa entydigheten antar vi att strackan AB har tva mittpunkter M och N
ochatt A— M — N — B, sdg. Lat N’ vara den unika punkt som uppfyller MN’ = MN och
N’ — M — N. Da dr péd grund av "strackadditionsaxiomet” K3: AN =AM+ MN” =
”"BM + MN'” = BN’, dvs AN = BN’. A andra sidan &r enligt mittpunktsdefinitionen
ocksd AN = BN, vilket leder till motsédgelsen BN = BN'. Slutsatsen blir att mittpunkten
maste vara unik.

O

Med en (inre) bisektris till en vinkel / (r,s) menas en strdle t fran vinkelns spets som
ligger mellan vinkelbenen och uppfyller /(r,t) = Z(¢,s).

Sats 2.8.7 Varje vinkel har en unik bisektris.

Bevis. Lat /(r,s) vara en vinkel med spets O. Vilj punkter A och B pa respektive
vinkelben sd att AO = BO. Lat t vara en strale fran O mellan 7 och s; da skér t strackan
AB ien punkt M. (Se fig. 2.55.) P& grund av S-V-S-kriteriet dr ¢ en bisektris till vinkeln
L AOB om och endast om AAOM = ABOM, vilket i sin tur enligt S-S-S-kriteriet ar
ekvivalent med att AM = BM, dvs med att M &r mittpunkt pé strackan AB. Eftersom
det finns en unik sddan mittpunkt finns det en unik bisektris. O
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Figur 2.55

Bisektriserna till en vinkels bdda sidovinklar kallas den givna vinkelns yttre bisektri-
ser.

Vi har definierat bisektriser som stralar; ibland kallas ocksd bisektrisernas stodlinjer
for bisektriser.

Lat AABO vara en likbent triangel med AB som bas, och 1t M vara basens
mittpunkt. Beviset for sats 2.8.7 visar att AAMO = ABMO, och speciellt ar alltsa
LAMO = /BMO. Vinkeln / AMO é&r med andra ord kongruent med sin sidovinkel.
Sddana vinklar fortjanar ett sarskilt namn:

En vinkel som dr kongruent med sin sidovinkel kallas rit.

Sats 2.8.8 Det existerar rita vinklar, och alla rita vinklar dr kongruenta.

Bevis. Existensen av rdta vinklar dr redan klargjord. Vi visar att alla rdta vinklar ar
kongruenta med ett motsidgelsebevis. Antag namligen att det finns tvd inkongruenta
rdta vinklar. Om r &r en strdle fran en punkt O sa finns det dd tva olika strdlar s och
t fran O pa samma sida om r och sa att vinklarna Z(r,s) och Z(r,t) &r rdta, dvs sd att
/(r,s) = /(—1,5) och /(r,t) = /(—r1,1).

Ldt nu u och v vara tva strdlar frdin O pd samma

I
sida om r som s och t sd att de sistndimnda stralarna S: ot
ligger mellan u och v och sa att /(r,u) = /(—r,v). P& v "
grund av vinkelsubtraktionssatsen dr da Z(u,s) = Z(v,s) T~ : -
och /(u,t) = /(v,t), dvs s och t &r tva olika bisektriser till o o
vinkeln / (u,v), vilket &r orimligt. O —r O r
Figur 2.56

Tva linjer a och b som skar varandra i en punkt O definierar fyra vinklar med O
som spets. Om en av dessa vinklar &r rét, s dr ocksa dterstdende tre vinklar per definition
réta; vi sdger i sa fall att linjen b dr vinkelrit mot linjen a, eller att b &r en normal till a och
skriver a L b.

Relationen ”vara normal till” & uppenbarligen symmetrisk, dvs a L b= b L a.
Betrédffande existens och entydighet av normaler géller foljande sats.

Sats 2.8.9 Lit a vara en linje. Genom varje punkt P gdr det en unik normal b till a.

Bevis. Om P ligger pa a, sé foljer existens och entydighet av sats 2.8.8 och axiom K4.

Antag darfor att P ligger utanfor a. Lat O och R vara tva punkter pa a, och 1at
Q vara den unika punkt som bestdms av att /QOR = /POR, OQ = OP och att Q
och P ligger pa varsin sida om a. (Jmf fig. 2.57.) D4 &r linjen b = PQ vinkelrat mot a.
Detta pastdende foljer av definitionen av rit vinkel ifall O liger pd linjen b. Om O ligger
utanfor b, sé dr a en bisektris till Z O iden likbenta triangeln APQO, och det foljer precis
pa samma sitt som i beviset for existensen av rédta vinklar att b L a.
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Figur 2.57

Figur 2.58

Antag slutligen att det finns tva normaler b och c till 2 genom P. Da &r alternat-
vinklarna till b och ¢ med avseende pa transversalen a rita vinklar, dvs kongruenta, sa
det foljer av sats 2.8.1 att linjerna b och ¢ &r parallella. Detta strider mot att de har en

gemensam punkt. Det finns sédledes bara en normal till 2 genom P.

O

Skdrningspunkten mellan en linje och en normal till linjen brukar kallas normalens
fotpunkt. Normalen fran ett horn i en triangel till motstdende sidolinje kallas en hojd i
triangeln. Aven strickan mellan hérnet och hojdens fotpunkt brukar kallas triangelns
hojd — sammanhanget far avgora om det ar strdackan eller linjen som avses.

I'hyperbolisk geometri behover inte tva parallella lin-
jer a och b ha ndgon gemensam normal. En normal till den
ena linjen behover inte ens skdra den andra linjen. Jmf fig.
2.59. Det kan dérfor vara av intresse att konstatera att linjer
som dr parallella i kraft av sats 2.8.1 alltid har en gemensam
normal.

|

Figur 2.59

Sats 2.8.10 Antag att tvd alternatvinklar till linjerna a och b med avseende pi transversalen t

ar kongruenta. Dd har de bida parallella linjerna a och b en gemensam normal.

Bevis. Lat A och B vara transversalens skdrningspunkter
med a resp. b, och1dt M vara mittpunkten pa strackan AB.
Lat n vara normalen frdan M mot a och kalla normalens
fotpunkt pd a for A’. V-S-V-kriteriet kan nu tilldimpas pa
AAMA' och strackan BM, och det foljer att normalen n
skér b i en punkt B’ och att vinklarna £/ BB'M och L AA’M
ar kongruenta, dvs bada &r rdata. Linjen n &r sdledes en
gemensam normal till a och b. O

OVNINGAR

t

M
/”
. a

A

Figur 2.60

2.22 Ge minst tre olika konstruktioner av en striackas mittpunkt med hjilp av passare och linjal.

2.23 Lat /(r,s) vara en vinkel med spets O. Vilj tva punkter A, B pa r och tva punkter C, D pa
s sdatt OA = OC och OB = OD. Linjerna AD och BC skér varandra i en punkt P. Visa att

—
strdlen OP dr den givna vinkelns bisektris.

2.24 Visa att om mittpunktsnormalerna till tva sidor i en triangel skdr varandra i en punkt P, s&

gar dven den tredje sidans mittpunktsnormal genom P.

2.25 Ge i Moultons modell (6vning 2.20) exempel pa en linje och en punkt fran vilken det gér tva

normaler till den givna linjen.
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2.9 Langd och vinkelmatt

Péstadende 20 i Elementa dr den vilbekanta triangelolikheten, som har foljande lydelse: I
varje triangel 4r summan av tvd sidor, vilka som helst, storre dn den dterstdende sidan.
Pastdendet forutsatter tydligen att man kan addera och jamfora strackor. Det dr detta
problem och motsvarande problem for vinklar som vi skall ta itu med i det har avsnittet
och i avsnitt 2.11.

Véra hittills inférda axiom &r for svaga for att man skall kunna definiera en strackas
langd som ett reellt tal. Utan att infora ytterligare axiom kan vi darfor inte utnyttja de
reella talens egenskaper for att addera och jamfora strackor. Losningen pa vart additions-
problem for strackor dr emellertid enkelt; vi definierar summan av tva strackor som den
stracka som fas genom att placera de bada givna strackorna i linje efter varandra. For att
komma ifrdn det godtycke som uppstér pd grund av att strackorna kan "placeras var som
helst i planet", leds vi till att betrakta ekvivalensklasser av kongruenta strackor.

Pd grund av axiom K2 delas méngden av alla strackor in i ett (odndligt) antal
ekvivalensklasser, dér strackor i en och samma klass ar inbordes kongruenta och strackor
ur olika klasser ar inkongruenta. Exempelvis tillhér de bdda benen i en likbent triangel
samma klass. Lat nu S beteckna méngden av alla sddana ekvivalensklasser.

Varje stricka AB tillhor en unik strickklass, som vi kommer att beteckna |AB|. Vi
kan uppfatta | - | som en funktion frdn méngden av alla stréckor till S, och vi kommer
strax att se att denna funktion uppfor sig precis som vi vintar oss att langden skall gora.
Av denna anledning kallar vi |AB| for lingden av strackan AB.

Liasaren skall inte oroa sig over att langden |AB| dr en mycket abstrakt storhet —
en midngd av kongruenta strackor; det dr laingdens egenskaper som é&r viktiga, inte vad
langden egentligen &r. Nar vi senare har infort ytterligare ett axiom, kan vi visa att varje
ekvivalensklass i S kan identifieras med ett positivt reellt tal — den "riktiga" langden.

Omedelbart ur definitionen foljer:

Sats 2.9.1 Tud striickor dr kongruenta om och endast om de har samma lingd.

Vi skall nu infora lite struktur pa S. Summan a +b av tvd element a och b i S
definieras pa foljande sitt: Vilj AB € a godtyckligt; det finns da en unik punkt C sd att
A — B — C och BC € b (axiom K1). Observera nu att strackklassen ¢ = |[AC| dr entydigt
bestdmd av a och b och alltsa inte beror av det speciella valetav AB € a. Tyom A’'B’ € 4,
B'C" € b och A’ — B — C’, sa dr enligt axiom K3 strackorna AC och A’C’' kongruenta,
dvs |AC| = |A’C’|. Vi kan déarfor definiera summan av a och b som ¢, dvs c =a +b.

S

p Q A B C
R

a=|PQ|, b=|RS| AB=PQ, BC=RS, a+b=|AC]

Figur 2.61
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Det dr nu latt men foga instruktivt att bevisa foljande sats, som sédger att additionen
ar kommutativ och associativ. Beviset limnas som 6vning.

Sats 2.9.2 Forallaa, b, c € S giller:
(i) a+b=b+a och
(i) (@a+b)+c=a+(b+o).

Vi definierarnu la =a,2a =a+a, 3a =2a+a, 4a = 3a + a, osv. P4 sa sitt blir na
definierat som ett elementi S for varje a € S och varje positivt heltal n. Det foljer latt att

n(a +b) =na+nb och (m + n)a = ma + na.

Hérnést skall vi definiera en ordningsrelation pa S. Lat a och b vara tva element i

S ochvidlj AB € a. Pa strdlen AB finns det en unik punkt C sd att AC € b. Om C ligger
mellan A och B sd sédger vi att a dr lingre an b (eller att b ar kortare d&n a) och skriver
a > b (eller b < a). Vi maste naturligtvis verifiera att definitionen &r oberoende av det
speciella valet av AB € a, men detta foljer omedelbart ur sats 2.6.2.

Sats 2.9.3 Storleksrelationen > har foljande egenskaper:
(i) ForallaaochbiS giller exakt ett av foljande tre alternativ: ~a>b, a=b, b>a.
(i) a>b&b>c = a>c.

(iii) a>b = a+c>b+c.

(iv) a>b&c>d = a+c>b+d.

(v) Om a > b sifinns det ett unikt c € S siatt a =b+c.

Strackklassen c i (v) kallas skillnaden av a och b och betecknas a — b.
Bevis. Vi bevisar endast (i) och ldamnar resten som 6vning. Antag att a = |AB| och

b=|AC| med C € AB. Da géller antingen A —C — B, C=Beller A— B —C. Idet
forsta fallet 4r a > b, i det andra a = b och i det tredje b > a. O

Sats 2.9.4 Lit a € S och lit n vara ett positivt heltal. Ekvationen

nx=a

1
har da hogst en losning x € S, vilken i forekommande fall betecknas s eller %. Om n =2" ir
en potens av 2 sd finns det sikert en lsning.

Bevis. Om x > y sa foljer det genom upprepad anvandninga av (iv) i sats 2.9.3 att
nx > ny. Detta visar att det finns hogst en 10sning till ekvationen nx = a.
Om a = |AB| och om M i4r mittpunkten pa strackan AB, sa loser x = |AM|

ekvationen 2x = a, dvs 5 existerar. Vi kan nu induktivt definiera

1
27" = E(2-<m—1>a)

och far pé sa sitt en 10sning till ekvationen 2"x = 4. O

Lat a € S ochlat m och k vara godtyckliga positiva heltal. D4 existerar x = k-(27"a)
och uppfyller 2"x = ka. Entydigheteni sats 2.9.4 medfor darfor att k- (27"a) =27 - (ka).
For varje rationellt tal » pd formen r = k - 27" kan vi sdledes definiera ra genom att sétta

k-a a

rﬂ=2—m=k‘2—m.
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Strackklasserna ra dr de som kan bildas ur 4 genom successiv halvering och addition.
Lét oss avslutningsvis konstatera att vi nu kan formulera triangelolikheten pa fol-

jande enkla vis: I varje triangel AABC &r |AB| + |BC| > |AC|. Naturligtvis aterstar det

att bevisa olikheten, men det dr en annan historia som vi aterkommer till i ndsta avsnitt.

Vi overgar nu till att diskutera addition och jamforelse av vinklar. Definitionerna dr
analoga med motsvarande definitioner for strackor, men vinkeladdition kompliceras av
att summan av tva vinklar — definierad pa sa sétt att vinklarna placeras bredvid varandra
med ett gemensamt vinkelben — dels inte behover vara en ny vinkel utan kan vara en
rét linje eller “rak vinkel”, dels kan vara storre dn den “raka vinkeln”. Det forsta fallet
intrdffar om vi t ex adderar tva réta vinklar, det andra om vi t ex adderar tva trubbiga
vinklar.

Vi loser detta problem genom att till en borjan enbart definiera addition for vinklar
vars summa dr mindre dn den “raka vinkeln”. Sedan generaliserar vi vinkelbegreppet sd
att de generaliserade vinklarna far innehdlla ett antal “raka vinklar” eller “halva varv”,
och slutligen utvidgar vi definitionen av addition och storleksjamforelse till den nya typen
av vinklar. Detaljerna i dessa konstruktioner foljer nu.

Kongruensrelationen delar in madngden av alla vinklar i ekvivalensklasser sa att
vinklar inom en och samma klass dr kongruenta och vinklar ur olika klasser dr inkongru-
enta. Mangden av alla ekvivalensklasser betecknas V', och elementeni V, dvs ekviva-
lensklasserna, betecknas fortsattningsvis ofta a, 8, v, ... .

Varje vinkel / (r, s) tillhor en unik ekvivalensklass, som betecknas / (r,s)° och kallas
vinkelns mitt.

Sats 2.8.8 innebar att alla rdata vinklar tillhor en och samma ekvivalensklass; denna
klass betecknas R. Omvaint dr forstas alla vinklar i klassen R réita.

Lat « € V; sidovinklarna till vinklarna i klassen « &r enligt sats 2.7.5 kongruenta,
och de bestammer darfor entydigt en ekvivalensklass, som vi betecknar a¢ och kallar
supplementet till «. Om « = £ (r,5)° sd ar med andra ord a¢ = Z(—1,5)°.

Ur definitionen av supplement och rit vinkel foljer omedelbart att foljande supple-
mentlagar géller.

Sats 2.9.5 Foralla a €V giiller:
i) @)=«
(i) a°=a & a=R.

Vi 6vergdr nu till ordningsrelationen pa V. Lat «, B ,’s
vara elementi V och védlj Z(r,s) € a. Enligt axiom K4 finns
det en unik strdle t fran vinkelspetsen till /(r,s) och pa -t
samma sida om r som s sa att Z(r,t) € B. Om t ligger
mellan 7 och s sdger vi att a dr storre an B (eller B &r mindre -r
an «a och skriver & > B (eller B < a). Definitionen &r pa
grund av vinkelsubtraktionssatsen 2.7.7 oberoende av valet Figur 2.62
av vinkel Z(r,s) i a. L(r,8)" > L(rt)°

Beviset for foljande sats lamnas som enkel 6vning.

Sats 2.9.6  Storleksrelationen < pd V har foljande egenskaper:
(i) Forvarjepar o, B iV giller exakt ett av foljande tre alternativ: « >p, a=p, p>«
(i) a>Bp& B>y = a>vy
(iii) a>p = B°>a.
En vinkel kallas spetsig om dess matt &r mindre &n R och trubbig om dess matt ar
storre dn R. Pa grund av (i) i satsen ovan dr varje vinkel antingen spetsig, rét eller trubbig.
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Vi skall slutligen infora en partiell addition pa V. Att operationen kallas partiell
beror pa att den bara &r definierad for vissa par av element.

Vi skall definiera summan « + B for alla vinkelmatt «, f som uppfyller p < a. Lat
«, B vara ett sadant par och vilj Z(r,s) € a. Definitionen av < innebér att det finns en
unik vinkel / (s, t) € B sa att t ligger mellan strdlarna s och —r. Visatter a + = £ (r,1)°.
Vinkeladditionssatsen 2.7.6 garanterar att summan &r entydigt bestimd av « och S.

N
\ t N
N

7

Figur 2.63 a+p=L(rt)°

Vinkelmattsaddition har foljande egenskaper.

Sats 2.9.7 Lit a, B, 7y, 0 beteckna godtyckliga element i V.
(1) Om o+ B dir definierat, sd ir idven B+ « definierat och
x+p=p+ua (kommutativitet).
(ii) Om (a + B) + y dr definierat, sd dr dven « + (B + 7y) definierat och
(a+B)+y=a+(B+7) (associativitet).
(iii) Om B < w sd finns det ett unikt ¢ €V sd att
p+p=n.
Elementet ¢ betecknas « — B och kallas differensen av « och B.
(iv) Om B < af sidr (a+p)° =a—p.
W) p<a<y* &<y = B+o<a+r.

Bevis. (i) Pa grund av sats 2.9.5 (i) och sats 2.9.6 (iii) gdller B < a° om och endast om
a < B¢, dvs a + f och B+« &r definierade samtidigt. Om a = /(r,5)° och B = /(s,t)°
med t mellan s och —r, sa ligger ocksa r mellan s och —f, och det foljer att

a+B=L(rt) =L(1)° =+

(ii) lamnas som 6vning, och (iii) foljer omedelbart ur vinkelsubtraktionssatsen 2.7.7.
(iv) Med beteckningarna ovan galler att (« + B)° = Z(t,—r)° = L(—r,t)°, varfor
(x+B) + B =L(—r1,5)° =a‘. Pastdende (iv) foljer nu med hjilp av (iii).
(v) lamnas som 6vning. (Man visar lampligen forstatt f+J < a+d och a+6 < a+7.)
O

Det dr hogst otillfredsstdllande att inte kunna addera godtyckliga vinkelmatt, ty vi
har ju infort addition for att t ex kunna tala om vinkelsumman i en triangel eller enkel
polygon. Idén att definira summan av vinklar genom att ligga dem brevid varandra
som i fig. 2.64 ar naturligtvis sund for godtyckliga vinklar, men som vi redan tidigare
ndmnt uppstar vissa problem som madste dvervinnas. Summan av ett mdtt & och dess
supplement a¢ blir inte en riktig vinkel utan tvd motsatta stralar (en “rak vinkel”), och om
B > af dr “summan” « + 3 visserligen en vinkel, men den innehaller ingen information
om att summan overstiger “ett halvt varv”.
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R+R="? x+p="7

Figur 2.64

Vi tvingas darfor att generalisera vinkelmattsbegreppet. De generaliserade vinkel-
matten kommer att kunna tolkas som summor av “riktiga” vinklar och ett antal “raka
vinklar” eller “halva varv”. Observera att konstruktionen nedan ar rent algebraisk med
utgdngspunkt fran méngden V och strukturen pa V. (Jamfér med hur man utvidgar de
reella talen till komplexa tal.)

Vi startar med att komplettera V med ett nollelement, dvs vi véljer en symbol 0 som
inte redan dr ett namn pd nagot element i V och sitter V=Vu{0}. Vi utvidgar sedan
operationen + och ordningen < till v genom att definiera

0+0=0, a+0=0+a=a och a>0.
for alla « € V. Déaremot later vi 0° vara odefinierat tills vidare. B
Dérefter satter vi V, = V xZ,dvs V, bestar av alla ordnade par ¢ = (x,m), ddra € V

och m € Z. I paret ¢ skall m beskriva antalet halva varv som ingar i den generaliserade
vinkeln.

_ -
-

(a,1) : i
lx P —
Figur 2.65

Vi infér nu supplementbildning ¢, addition + och ordning > pa méngden V, med
hjélp av foljande definitioner

-
-
-
-

(a¢, —m) omacV,
(o, m)" =
(0, —m +1) om« = 0.
(+p,m+n) om & + B &r definierati V,
(a,m)+(B,n) =1 (0,m+n+1) om f = af,

(B—a’m+n+1) omp > ac.
m>n, eller

wm>%m@{

m=n och a>p.

Observera att for vinkelmatt o, i V ar

(a,0)° = (a5, 0);
(«,0)+ (B,0) = (« + B,0) om « + 3 dr definierat;
(«,0) > (B,0) & a > B.

For a« € V fungerar saledes paren (x,0) pa precis samma sédtt som elementen «
sjalva. Vi kan darfor identifiera mangden V med delmangden V x {0} av V,, och vi
kommer i fortsdttningen att skriva « istéllet for (a, 0). Vidare skriver vi 0 istéllet for (0, 0).

Genom att kombinera satserna 2.9.6 och 2.9.7 med definitionen ovan far vi latt
foljande sats. Vi lamnar beviset som 6vning.
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Sats 2.9.8 For ¢, ¢, x, w i Vg giller:

(i) P+ =P+¢ (kommutativitet)
(ii) P+W+x) =@+¢)+x (associativitet)
(iii) p+0=¢ (neutralt element)

(iv)  Till varje ¢ och P finns det ett unikt element 6 €V siatt 0+ ¢ = .
(v)  Foralla ¢,  giller exakt en av foljande tre relationer: ¢ >, ¢ =19, P > ¢.
(vi) P> & P>x = ¢>x.
(vii) P>YP & x>w = P¢+x>P+w.

Losningen 0 i (iv) till ekvationen 0 + ¢ = ¢ kallas for differensen av 1 och ¢ och
betecknas ¢ — ¢. Vi sétter vidare —¢ =0 — ¢.

Egenskaperna (i)—(iv) innebér att V, &r en kommutativ grupp, och (v)—(vii) betyder
att gruppen dr ordnad.

For varje ¢ € V,; kan vi nu sétta

lp=¢, 2¢0=¢+¢, 3¢=2¢+¢, osv,

och pa sa sétt blir n¢ definierat for varje positivt heltal n. Vi sétter vidare 0¢ = 0 och
—n¢ = n(—¢). Speciellt blir d& (0,m) =m - (0,1).
Foralla € V dr vidare o + a¢ = (a,0) + (a°,0) = (0, 1), och speciellt ar alltsa

2R=R+R =(0,1).
Ett godtyckligt element ¢ i V, har ddrfor representationen
¢ =(a,m)=(a,0)+(0,m)=(«,0)+m-(0,1) =a +m - 2R,

dér den sista likheten beror pa var konvention att identifiera par av typen («, 0) med «.
I fortsdttningen kommer vi dérfor att skriva elementeni ), pa formen

¢=a+m-2R,

dvs som en summa av mattet for en riktig vinkel (eller “vinkeln” 0) och ett antal multiplar
av 2R.

Den sista satsen i det har avsnittet dr en direkt motsvarighet for vinklar till sats 2.9.4
for strackor, och beviset dr helt analogt och utelamnas darfor.

Sats 2.9.9 Ldt ¢ € Vg, och lit n vara ett nollskilt heltal. Dd har ekvationen
nx =¢
¢

hogst en losning x € Vg, vilken i forekommande fall betecknas %4) eller " Om n dr en potens

av 2 sd finns det sikert en lsning.

Om r é&r ett rationellt tal pd formen r = k27™ sa kan vi speciellt bilda vinkeln r¢,
definerad som r¢ = (k¢p) /2" .

Satserna 2.9.4 och 2.9.9 uttalar sig inte om existensen av a/n och ¢/n i de fall da
n inte dr en potens av 2. Hittills introducerade axiom é&r helt enkelt for svaga for att
medfora att exempelvis ¢ /3 skall existera for alla ¢ € V. I exempel 8 i avsnitt 2.2 och
ovningarna 2.5 och 2.18 har vi konstaterat att den konstruktlva modellen dr en modell f6r
incidens-, ordnings- och kongruensaxiomen, och i kapitel 1.6 har vi noterat att vinkeln
60° inte kan tredelas med hjélp av de euklidiska hjdlpmedlen. Detta innebar att detiden
konstruktiva modellen inte finns ndgra 20° -vinklar. Foljaktligen racker inte ovanndmnda
axiom till for att bevisa att 60° /3 existerar. For att bl a garantera existensen av ¢/n for
godtyckliga ¢ och n behover vi ytterligare ett axiom, det s k kontinuitetsaxiomet.
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OVNINGAR

2.26 Dela en godtycklig strdcka i n lika delar, dar n ar ett godtyckligt positivt heltal, med hjalp
av de euklidiska hjalpmedlen passare och linjal. (Om man tillfogar det euklidiska parallell-
axiomet till incidens-, ordnings- och kongruensaxiomen, sa foljer med andra ord existensen
av a/n for alla n och alla striackklasser a.)

2.27 Bevisa (ii) i sats 2.9.2.

2.10 Triangelns sidor och vinklar

I det hér avsnittet skall vi visa ett antal satser av kvalitativt slag om storleken av en
triangels sidor och vinklar. Typexempel &r triangelolikheten och satsen att den storre
sidan stdr mot den storre vinkeln. Vi borjar dock med att jamfora ytter- och innervinklar.

Sats 2.10.1 [ en triangel ir varje yttervinkel storre dn var och en av de bida motstiende inre
vinklarna.

Bevis. Lat AABC vara en triangel. Vi skall visa att yttervinkeln vid hornet C &r storre
dndeninre vinkeln vid A, dvsatt /DCA° > /CAB°,om D drenpunktsdatt B—C—D.
Eftersom vinklarna Z/DCA och /CAB ér alternat-

vinklar till de icke-parallella sidolinjerna AB och BC med A
avseende péd transversalen CA, foljer det ur sats 2.8.1 att

vinklarna &r inkongruenta. Antag att /DCA°® < /CAB°.

Da finns det en punkt E pd sidan BC sd att /DCA =

/ CAE. Detta medfoér pa grund av sats 2.8.1 att linjerna AE

och BC ir parallella, vilket uppenbarligen ar fel. Denna B E C D
motsédgelse visar att / DCA° > /CAB°. O

Figur 2.66

Korollarium 1 [ varje triangel dr summan av tvd vinklar, vilka som helst, mindre in 2R.

Bevis. Lat o och B vara matten for vinklarna / A och /B i AABC. Da har yttervinkeln
vid hornet B méttet 8, ochenligt satsen ovanéar o < ¢, sd detfoljeratt a+p < p°+p = 2R.
O

Ur korollarium 1 foljer naturligtvis omedelbart:

Korollarium 2 [ varje triangel ir minst tod vinklar spetsiga.

En triangel kallas spetsvinklig om alla vinklarna &r spetsiga, ritvinklig om en vinkel
ar rat, och trubbvinklig om en vinkel &r trubbig. P& grund av korollarium 2 &r en triangel
antingen spetsvinklig, ratvinklig eller trubbvinklig. I en ratvinklig triangel kallas sidan
mot den rdta vinkeln for hypotenusa, och de bada ovriga sidorna kallas kateter.

Sats 2.10.2 [ varje triangel AABC giiller
|AB| > |AC| & /[B° < /C°.

Bevis. Antagatt |AB| > |AC|, ochvilj D pasidan AB saatt |AD| = |AC|. (Se fig. 2.67.)
Da ar / ACD = / ADC enligt basvinkelsatsen for likbenta trianglar. Eftersom stralen

cD ligger i det inre av Z ACB och vinkeln Z ADC ér yttervinkel till ADBC, far vi med
hjélp av sats 2.10.1
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/B°=/DBC° < /ADC°=/ACD° < /C°.
Déarmed har vi bevisat implikationen D

|AB| > |AC| = /B°< /C".

Analogt giller forstas implikationen
Figur 2.67

|AB| < |AC| = /B°>/C°,
och basvinkelsatsen innebar att
|AB| = |AC| = /B°=/C".
Darmed har vi ocksa bevisat att ekvivalensen i satsen géller. O

Korollarium 1 [ en ritvinklig triangel dr hypotenusan lingre dn vardera kateten.

Bevis. Hypotenusan star mot en rit vinkel, medan kateterna star mot spetsiga vinklar.
O

Avstindet mellan tvd punkter A och B definieras som lingden |AB| av strackan AB.
Med avstindet mellan en linje a och en punkt P utanfor linjen menas det minsta avstandet
mellan P och ndgon punkt pa linjen. Att ett sddant minsta avstand verkligen existerar dr
innebdrden av nésta korollarium.

Korollarium 2 Det minsta avstindet mellan linjen a och en punkt P utanfor linjen existerar
och ir lika med |PF|, dir F dr fotpunkten pd a for normalen frin P.

Bevis. Om A é&r en punkt pd a och A # F, sa &r APFA rétvinklig med PA som
hypotenusa, och det foljer att |PA| > |PF|. O

Korollarium 3 Om D ir en punkt pd sidan BC i AABC, si iir |AD| < |AB| eller |AD| <
|AC|.

Bevis. Av debada sidovinklarna / ADB och £ ADC éar en spetsig eller rdt och den andra
trubbig eller rdt. Antag exempelvis att / ADC® < R. (Jmf fig. 2.68.) P4 grund av sats
2.10.1 ar da

LABD° < LADC° <R < /BDA°,

och det f6ljer nu ur sats 2.10.2 att |[AD| < |AB|. O

B D C B D C

Figur 2.68 Figur 2.69
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Korollarium 4 Antag att AABC ir ritvinklig med vinkeln /£ C rit. Om D dr en punkt pd
kateten BC, sd dr |AD| < |AB].

Bevis. Strackan AD &r hypotenusa i triangeln AACD. (Jmf fig. 2.69.) Det foljer darfor
av de bdda korollarierna 1 och 3 ovan att |AC| < |AD| < |AB]. O

Korollarium 5 Ldt AABC och AA'B'C’ vara tvd ritvinkliga trianglar med riit vinkel vid C
och C', och antag att hypotenusorna AB och A'B’ har samma lingd. Da giiller

(i) |AC| = |A'C'| = |BC|=|B'C/|
(ii) |AC| > |A'C’| = |BC| < |B'C/|.

Bevis. Genom att ersdtta AA'B’C’ med en kongruent ko-
pia kan vi anta att C' = C, A’ ligger pa strdlen CA och B'

ligger pa strdlen CB. Implikationerna (i) och (ii) overgar

dai
(i) A=A" = B=FH och bt :
(ii) A-A'-C = B -B-C.

Figur 2.70

I fallet A = A" ar |AB| = |AB'|, och det foljer ome-
delbart ur korollarium 4 att B’ inte kan ligga pé sidan BC
och att B inte kan ligga pa sidan B’C. Saledes &terstir endast mojligheten B = B'.

Antagnu att A — A’ — C. D4 utesluter det redan visade fallet (i) att B = B’, och om
B — B’ — C sa ger nu tva tillimpningar av korollarium 4, férst p4 AABC och sedan pa
AAB'C (jmf fig. 2.70), att
|AB| > |AB'| > |A'B/|,
vilket strider mot forutsittningarna i satsen. Det foljer darfor att B — B — C. O

Péstdende (i) i ovanstdende korollarium innebér att tvd rdatvinkliga trianglar ar
kongruenta om hypotenusorna och ett par av kateter d&r kongruenta. Detta ger oss
anledning att sammanfatta de olika kongruensfallen for trianglar. I avsnitt 2.7 visade vi
att en triangel dr entydigt bestaimd upp till kongruens av foljande tre kombinationer av
sidor och vinklar: tre sidor (S5-S-S-kriteriet), tvad sidor och mellanliggande vinkel (S5-V-S-
kriteriet), samt en sida och tva vinklar (V-S-V- och S-V-V-kriterierna).

Det finns tvd andra tre-kombinationer av sidor och vinklar, ndmligen tre vinklar
(V-V-V) och tvd sidor och icke-mellanliggande vinkel (S-5-V). Den forstndimnda kombi-
nationen bestimmer givetvis inte triangeln (upp till kongruens), eftersom det exempelvis
finns inkongruenta liksidiga trianglar i euklidisk geometri. Ddremot ar lustigt nog en
triangel entydigt bestimd av sina vinklar i hyperbolisk geometri. Den sistndimnda kom-
binationen (S5-5-V) racker heller inte for att bestimma triangeln, men om vi lagger till ett
villkor pé vinkeln sa gor den det.

Figur 2.71
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Figur 2.71 visar tva inkongruenta trianglar AABC och AA'B'C' med LA = AA,
AB = A’B’ och BC = B'C’. Observera att £C é&r trubbig medan /C’ dr spetsig. Detta
ar ocksa enda mgjligheten att erhalla inkongruens, ty vi har foljande sats, som forstas
innehdller korollarium 5 (i) som specialfall.

Sats 2.10.3 (“Femte kongruensfallet”) Lit AABC och ANA'B'C' vara tvd trianglar med

LA=LA", AB= A'B' och BC = B'C'". Om vinklarna £C och £C' bida ir spetsiga eller
bdda ir trubbiga, sd ir AABC = AA'B'C’.

CH

Figur 2.72

Bevis. Lat AABC” varaenkongruentkopiaav AA'B'C’ med C” pastralen AC . Viskall
visaatt C"” = C. Antag darfor motsatsen, dvsatt C"” # C. Avsymmetriskal 4r det da ingen
inskrankning att anta att A — C — C". Se fig. 2.72. Triangeln ABCC" &4r likbent med CC”
som bas, sa pa grund av korollarium 2 till sats 2.10.1 &r de bada kongruenta basvinklarna
spetsiga, dvs Z/ AC"B ér spetsig och sidovinkeln £ ACB ir trubbig. I trianglarna AABC
och AA'B'C" &r med andra ord vinkeln /C trubbig och ZC’ spetsig, vilket strider mot
forutsattningarna. Denna motsagelse bevisar satsen. O

Sats 2.10.4 (Triangelolikheten) Ien triangel dr summan av tvd sidors lingder alltid storre dn
den dterstdende sidans lingd.

Bevis. Lat AABC vara en triangel; vi skall visa att [AC| +

|CB| > |AB|. Vilj dérfor punkten D pé sidolinjen AC sd C
att A— C— D och CD = CB. Da ar |AC| + |CB| = |AD|.
Eftersom ACBD iér likbent och strdlen BC ligger i det
inre av AABD, &r vidare / ABD° > /CBD° = /BDC?®, A B

sa det foljer nu av sats 2.10.2, tillimpad pa AABD, att
|AD| > |AB]. ad Figur 2.73

Om A, B och C &r tre punkter som inte ligger i linje, sé dr alltsd |AB| < |AC|+|CB|.
Om de tre punkterna ligger i linje, sa foljer & andra sidan direkt ur definitionen av
strackaddition att |[AB| < |AC| + |CB| med likhet om och endast om A — C — B. Vi
sammanfattar dessa observationer i ett korollarium.

Korollarium  Ldt A, B och C varatre skilda punkter. D giller olikheten |AB| < |AC|+|CB],
och likhet rider om och endast om A — C — B.

Normalen genom mittpunkten pd en strédcka till strackans stodlinje kallas strackans
mittpunktsnormal. Denna karakteriseras av foljande sats.
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Sats 2.10.5 En punkt P ligger pd mittpunktsnormalen till strickan AB om och endast om
|AP| = |BP|. Punkten P ligger pd samma sida om mittpunktsnormalen som A om och endast
om |AP| < |BP)|.

A M] B

Figur 2.74

Bevis. Kalla strackans mittpunkt for M och mittpunktsnormalen fo6r 7. Det &r helt klart
att villkoren i satsen dr tillrackliga och nodvéndiga for punkter P som ligger pa strackans
stodlinje, sa vi inskranker oss dérfor till att betrakta punkter P som ligger utanfor denna
linje.

Om P ligger pd n, sd ar AAMP = ABMP enligt S-V-S-kriteriet, och speciellt dr
alltsa |AP| = |BP|.

Om P ligger utanfér n och pa samma sida som A, sdg, sa skdr n strackan BP i
en punkt Q, och |AQ| = |BQ)| enligt vad vi just visat. Triangelolikheten tillimpad p&
APQA ger darfor

[BP| = |BQ| +[QP| = [AQ| + |QP| > |AP|.

Detta visar att |AP| < |BP| om A och P ligger pa samma sida om 7, och den omvénda
olikheten giller forstds om B och P ligger pa samma sida. O

Sats 2.10.6 Lit AABC och AA'B'C’ vara tvd trianglar med |AB| = |A'B’| och |AC| =

|A’C’|. Da giller att
LA°>LA” & |BC|>|BC|.

Bevis. Pa grund av S-V-S-kriteriet géller forstds implikationen
LA°=LA" = |BC|=|B'C|.
Vi skall visa implikationen
LA°>LA” = |BC|>|BC;

av symmetriskal foljer da motsvarande implikation med > bytt mot < pa bada stillena.

C D CI

AN

[A B A B

Figur 2.75
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Antag darfor att £ A° > / A, ochlat AABD vara en kongruent kopia av AA’B'C’
med hornet D pa samma sida om AB som C. Déa dr |AC| = |AD]|, s& A ligger enligt
foregdende sats pa mittpunktsnormalen # till strackan CD. Punkterna B och D ligger
pa samma sida om 7, eftersom /BAD® < /BAC°. Enligt sats 2.10.5 ar darfor ocksa
|BC| > |BD| = |B'C'|. O

De bdda bisektriserna till tva skdrande linjer har en analog karakterisering. Vi
lamnar beviset av foljande sats som ovning.

Sats 2.10.7 Lit a och b vara tvi skirande linjer. Punkten P ligger pd ndgon av bisektriserna
till de fyra vinklar som definieras av linjerna om och endast om P har samma avstind till de bida
linjerna.

Nasta sats dr en kvalitativ variant av bisektrissatsen.
Sats 2.10.8 Ldit D vara skirningspunkten mellan sidan BC och bisektrisen till / A i triangeln

AABC. Di giller att
|AB| > |AC| = |BD| > |CD|.

Bevis. Vilj E pa AC s& att AE = AB. Da ar AADB = 4
AADE, varfér BD = DE och /B = /E. Eftersom / ECD /T\
ar en yttervinkel vid hornet C till triangeln AABC, foljer C
detatt ZECD° > /CBA° = / DEC®, och detta medfor i sin B D
tur att |[BD| = |DE| > |CD|. O

Figur 2.76
OVNINGAR

2.28 T AABC ir vinklarna /A och /B spetsiga. Visa att hojden fran C skér sidan AB.
2.29 Visa att |DA| + |DB| < |CA| + |CB| om

(i) D &ren punkt pd sidan AC i triangeln AABC;

(ii) D &r en punkt i det inre av triangeln AABC.
2.30 Visa att bisektriserna till de tre vinklarna i en triangel skér varandra i en punkt.
2.31 Bevisa sats 2.10.7.

2.32 Om D &r en punkt pa sidan AC i triangeln AABC,sadr L ADB° > / ACB°. Anvénd detta
for att ge ett nytt bevis for S-V-V-kriteriet.

2.11 Kontinuitetsaxiomet

Incidens-, ordnings- och kongruensaxiomen dr som vi redan papekat inte tillrackligt
kraftfulla for att garantera existensen av en 1-1-avbildning mellan punkterna pa en linje
och de reella talen. Den intuitiva euklidiska modellen har ocksa en annan egenskap, som
inte foljer ur de dessa axiom, namligen den arkimediska egenskapen:

Om O, P och Q &r tre punkter i f6ljd pd en linje, och om striackan OP avsitts
successivt frdn O i riktning mot Q sa att foljden P;, P,, P;, ... erhdlles med P; = P,
Py — P, — P; — ... och P;P;;; = OP for alla i, sd kommer P, att ligga bortom Q fran O
rdaknat bara n ar tillrackligt stort. (Se fig. 2.77.)
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O P P B Q b,

Figur 2.77

Den arkimediska egenskapen kan forstas enklare uttryckas pa foljande vis: Givet
tva strackklasser a och b finns det ett positivt heltal n sa att na > b.

For att reparera dessa brister skall vi introducera ett nytt kraftfullt axiom i var teori.
Det blir enklare att formulera axiomet om vi forst gor ett antal definitioner.

Lat X, Y och Z vara delmidngder av ndgon linje. Vi sdager att Z ligger mellan X
och Y och skriver X —Z —)Y,om P —Q — R géllerforalla Pc X, Q€ Z och Re ).
Om t ex Z é&r en enpunktsmingd, Z = {Py}, sa skriver vi X — Py — ) istéllet for det
klumpigare X —{Py} — Y och siger foljaktligen att punkten Py ligger mellan mingderna
X och Y.

Om X\ {P} — Py — Y\ {P}, sdger vi att punkten Py separerar méngderna X och
Y. Att Py separerar X och ) é&r sdledes liktydigt med att implikationen

PeXx, QeY, P#P, Q#Py = P—-P—-Q

galler.

Latnu X och Y vara tva icke-tomma delmédngder av en strale r fran O. Paret (X, ))
kallas ett snitt (av ) om de bdda delmédngderna partitionerar stralen r och delméngden
X ligger mellan spetsen O och delmdngden ), dvs om

r=XU), XNY=0 och O—X—-).

T — — = = -
0 X hY

Figur 2.78
Snitt (X,))

Lat r vara en strdle med spetsi O. Om (X, )) dr ett snitt av strdlen och punkten P,
separarerar mdngderna X och ), sa ar uppenbarligen

X\{P} ={Per|O—P-P}=0P och Y\{R}={Per|O-P—P}=-PR0.

Ett snitt kan darfor ha hogst en separerande punkt.
Omvant, om Py dr en punkt pa strdlen r, sd dr (X, ) ett snitt med P; som separe-
rande punkt ifall

—
XZOPO och yZI’\XZ{Po}U—P()O
eller
—
X =0PU{PR} och  Y=r\X=-PO.

En naturlig frdga d&r om det finns ndgra andra snitt 4n dessa. Sddana snitt maste i
sd fall sakna separerande punkt. Det visar sig att en del existensfragor kan &terforas
pa ovanstdende fraga, och eftersom denna inte kan besvaras entydigt pa basis av vara
hittillsvarande axiom (se dvningarna 2.33 och 2.34), 1ser vi problemet genom att inféra
foljande nya axiom.
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Kontinuitetsaxiomet. Varje snitt har en separerande punkt.

Kontinuitetsaxiomet brukar ocksa kallas Dedekinds fullstindighetsaxiom efter den
tyske matematikern RICHARD DEDEKIND (1831-1916), som anvdnde sig av snitt av ratio-
nella tal for att konstruera de reella talen. Axiomet dr onekligen mer komplicerat dn de
ovriga geometriska axiomen ur sdval intuitiv som logisk synvinkel. (Axiomet kan inte
formuleras med hjélp av forsta ordningens predikatlogik.)

Vi kan nu bevisa att var geometri dr arkimedisk.

Sats 2.11.1 (Arkimedes axiom) For varje par a, b av strickklasser finns det ett positivt heltal
n sd att na > b.

Bevis. Lat OA vara en stricka med lingd |OA| = a och sétt r = OA. Vi skall visa att
det f6r varje punkt P pd r finns ett n sa att n|OA| > |OP|, och speciellt géller da detta
for den punkt P som uppfyller |OP| =b.

Satt darfor

X = {P € r | Det finns ett positivt heltal n s& att n|OA| > |OP|}  och
Y = {P € r | For alla positiva heltal n &r n|OA| < |OP|}.

Uppenbarligen &r X N'Y =) och X UY = r, och vidare ar X’ # (), ty exempelvis
A € X eftersom 2|OA| > |OA|. Antag att P € X och Q € Y; for ett lampligt n géller
da att |OP| < n|OA| < |0Q)], vilket medfor att O — P — Q. Miangden X ligger sdledes
mellan O och Y. Om nu ocksa ) é&r icke-tom, sa finns det enligt kontinuitetsaxiomet en
separerande punkt Py.

X Y
Wwwwmw\mm\\\mm\ —————
0 A RP S

Figur 2.79

Viljnu R € X sd att |[RPy| < |OA| och ett positivt heltal m s& att m|OA| > |OR|,
och 1at S vara den punkt som &r bestdmd av villkoren R — Py — S och |RS| = |OA]
(jmf tig. 2.79). D4 ligger S i mdngden )Y pa grund av definitionen av separerande punkt.
A andra sidan 4r

(m +1)|OA| > |OR| + |OA| = |OR| + |RS| = |0S|,

varfor S ocksd ligger i méngden X, vilket strider mot att snittet X' MY ar tomt. Mdngden
Y éar saledes tom, vilket innebér att X = r. Darmed &r satsen bevisad. O

Det dr via sats 2.11.1 som kontinuitetsaxiomet oftast kommer att utnyttjas i fort-
sdttningen. I sjdlva verket kommer vi bara att utnyttja kontinuitetsaxiomet fullt ut
vid ndgra fa tillfdllen, som vi markerar genom att sitta en asterisk efter ifrdgavarande
satsnummer. Det var Eudoxos som upptickte satsens fundamentala roll i geometrin, och
den forekommer som axiom i ett arbete av Arkimedes, vilket forklarar namnet.

Sats 2.11.1 gor det mojligt att definiera langden av en strdcka som ett reellt tal, och
vi skall nu visa hur man kan identifiera den abstrakta méngden S av ekvivalensklasser
av kongruenta strackor med en delmidngd av méngden R, av alla positiva reella tal.

En funktion
£:S —R,,
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som uppfyller additivitetsvillkoret
l(a+b)=4L(a)+ L(b) forallaa, b e S,

kallas en lingdfunktion.
En omedelbar konsekvens av additivitet (och positivitet) &r monotonitet, dvs

a<b = fla)<lDb).

Antag namligen att a4 < b; da finns det ett ¢ € S sd att b = a + ¢, vilket medfor
L(b) = £(a) + £(c) > £(a).

Sats 2.11.2  Fixera en striickklass e € S. Dd finns det en unik lingdfunktion € som uppfyller
L) =1.

Strackorna i klassen e kallas enhetsstrickor med avseende pa /.

Bevis. Lat oss kalla positiva reella tal pa formen m2~", ddar m och n &r naturliga tal och
m > 0, or dyadiska tal. Enligt resultaten i avsnitt 2.9 existerar alla strackklasser 2 som kan
bildas ur e genom successiv halvering och addition, och dessa har uppenbarligen formen
a =re, ddr r &r ett dyadiskt tal. Vi kallar sddana strackklasser dyadiska strickklasser, och
later S; betecknar méngden av alla dyadiska strackklasser.

Till varje strackklass a associerar vi nu foljande tvd méngder av dyadiska tal

L(a) = {r € R | r & dyadiskt och re < a}
U(a) = {r € R | r &r dyadiskat och a < re}.

Vi delar nu upp beviset i ett antal etapper.

Steg1. sup L(a) = inf U(a).

For varje tillrackligt stort naturligt tal n ar pd grund av den arkimedeiska egenskapet
e < 2"a, vilket dr ekvivalent med att 2~ "¢ < a. Annu en tillampning av den arkimediska
egenskapen visar att det finns ett minsta positivt heltal m sa att m27"e < a. For de
dyadiska talen r; = m2™" och r, = (m +1)27" géller darfor att r; € L(a), ro € U(a) och
rp —ry = 27", De bada mangderna L(a) och U(a) ar darfor icke-tomma, uppat resp.
nedat begransade delmidngder av R, varfor sup L(a) och inf U(a) existerar. Vidare dr
r1 < supL(a) < infU(a) < rp. Eftersom vi kan gora differensen r, — r; godtyckligt liten
genom att vélja n tillrackligt stort, foljer det att sup L(a) = inf U(a).

Steg 2. Varje lingdfunktion ¢ med /(e) = 1 dr entydigt bestimd pa S;.
P& grund av additiviteten &r

on

22 7"e) = Y U2 7"e) = Ue) =1,
=1

dvs ¢(27"e) = 27". En ytterligare tillimpning av additivitet ger /(m2~"e) = ml(27"e) =
m2~". Detta visar att ¢:s restriktion till S; dr entydigt bestimd och att ¢(re) = r for alla
dyadiska tal .

Steg 3. Langdfunktionens virde for en godtycklig strackklass a € S.

Antag som tidigare att ¢ dr en langdfunktion med #(e) = 1, och 14t a vara en godtycklig
strackklass. For r; € L(a) och r, € U(a) ar per definition rie < a < rpe, och eftersom
langdfunktionen ¢ & monoton maste darfor ri = £(rie) < £(a) < {(rpe) = r,. Det foljer att

sup L(a) < {(a) < infU(a).
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Eftersom de bdda ytterleden é&r lika, dr saledes talet /(a), forutsatt att langdfunktionen
finns, entydigt bestamt och lika med sup L(a).

Steg 4. Definition av lingdfunktionen.
P& grund av resultatet i steg 3 definierar vinu £(a) genom att sitta

{(a) = sup L(a) = inf U(a).

Uppenbarligen blir d& /(e) = 1 sa det aterstar endast att visa att funktionen ¢ ar additiv.
Givet tva strackklasser a och b samt ett tillrackligt stort heltal n viljer vi darfor tal

r1 € L(a), ro € U(a), r3 € L(b) och ry € U(b) sd att 1, —r1 =14 —r3 =27". D& ar per

definition r; < £(a) < r; och r3 < £(b) < r4, och addition av dessa olikheter ger

r+r3 < la)+0(b) <1y +ry.

A andra sidan &r per definiton ocksa rie < a < rya och rze < b < rue, och det foljer
genom strackaddition att (r1 +r3)e < a+b < (ro +r4)e. Definitionen av ¢(a + b) ger oss
déarfor olikheterna

r+ry < f(ﬂl+b) <71y +7y4.

De bada talen #(a + b) och ¢(a) + ¢(b) ligger darfor i intervallet [rq + 13,72 + 4], som
ar av langd r, + 4 —r; —r3 =2-27". Eftersom n ar godtyckligt stort, foljer det att de
béda talen ar lika, dvs.

l(a +b) = L(a) + L(D).

Darmed &r savil existens som entydighet av en langdfunktion med e som enhetsstricka
bevisad. 0

I fortsattningen underforstar vi ofta att vi har fixerat en enhetsstracka, och darmed
ar ocksa motsvarande langdfunktion ¢ fixerad. Eftersom ¢ dr monoton svarar varje
a € S en-entydigt mot ett positivt reellt tal. Vi kan darfor identifiera 2 med motsvarande
reella tal ¢(a) och mangden S med delmédngden ¢(S) av R,. Den additiva strukturen
och ordningen pa S svarar da precis mot vanlig addition och ordning i R. Detta gor det
beréttigat att kalla det reella talet /(| AB|) for lingden av striickan AB och atti fortsdttningen
lata |AB| dven beteckna detta reella tal.

En naturlig fraga instéller sig forstds omedelbart: Vilka positiva reella tal &r strack-
langder? Ar alla tal det, dvs ar 4(S) = R, ? Det enda vi vet med sikerhet hittills 4r att alla
positiva dyadiska reella tal dr langder, och det dr apriori tankbart att ingen stracka ar t ex
7t lang. Kontinuitetsaxiomet garanterar emellertid att det finns strackor av alla langder.

Sats 2.11.3* Lt ¢ vara en lingdfunktion. Dd dr ¢(S) = R., dvs for varje positivt reellt tal k
finns det en striicka av lingd k.

Bevis. L&t r vara en strdle frdn O, och séitt
X={Per||OP| <k} och Y=r\X={Per||OP|>k}.

Da ar uppenbarligen (X, )) ett snitt, sd det finns en punkt Py som separerar X och ).
Vi skall visa att |OP| = k.

Antag darfor forst att |OPy| < k, och vélj ett dyadiskt tal k' = m2™" sd att |OP| <
k' < k. Da finns det (enligt beviset for sats 2.11.2) en punkt P pé r sé att |OP| = k’. Det
foljer att O — Py — P, sa P tillhor dels Y (enligt definitionen av separerande punkt), dels
X (enligt definitionen av midngden X'). Detta dr forstds en motsédgelse.

Analogt visas att antagandet |OPy| > k leder till en motsédgelse. Foljaktligen &r
|OPy| = k. O

Sats 2.11.3 har foljande korollarium.
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Korollarium * Om O och E ir tvd punkter pd en linje a, si finns det en unik bijektion
¢:a — R som uppfyller

(i) ¢(0)=0, ¢(E)=1
(ii) &P)>0 & PecOE, och
(i) IPQ| = |EP) — &Q)|  foralla P, Q € a.

Bevis. Vilj OE som enhetsstrdcka och satt

0P|  omP e OF
gP)=<¢0 omP=0
—|OP| omP e —OE.

Egenskaperna (i), (ii) och (iii) foljer omedelbart. Funktionen ¢ maste vara unik, ty varje
funktion ¢ med dessa egenskaper ger upphov till en laingdfunktion ¢ pa S med OE som
enhetsstriacka genom definitionen ¢(|PQ|) = |§(P) — &(Q)|, och det finns enligt sats 2.11.3
bara en sadan funktion. O

Funktionen ¢ i korollariet tillater oss att identifiera en geometrisk linje med den
reella tallinjen R, och det pa ett sddant sitt att lingdbegreppet pa linjen overgdr i det
naturliga langdbegreppet pd R. Funktionen ¢ kallas en koordinatfunktion, O &r origo, OE

enhetsstriickan och OE r positiva halvaxeln. Talet ¢(P) kallas koordinaten for punkten P.

Lat a, b och c vara positiva reella tal. Ett nodvandigt villkor for att det skall finnas
en triangel med dessa tal som sidoldngder dr enligt triangelolikheten i avsnitt 2.10 att

a<b+c¢c, b<c+a och c<a+b.
Vi kan nu bevisa att detta villkor ocksa ar tillrackligt.

Sats 2.11.4* Ldt a, b och c vara positiva reella tal. Det finns en triangel med dessa sidolingder
om och endast om vart och ett av talen dr mindre dn summan av dvriga tvd tal.

I beviset for sats 2.11.4 behover vi foljande enkla hjalpsats.

Lemma Ldt a och b vara positiva reella tal. Dd finns det en likbent triangel, vars ben har
lingd a och vars bas dr mindre in b.

Bevis. Lat AABC vara ritvinklig med kateter |BC| = a D
och |CA| = b/2, och avsitt punkten D pa hypotenusan s& b
att |BD| = a. Enligt triangelolikheten och korollarium 1 2
till sats 2.10.2 &r a < |AB| < a +b/2, varfor |AD| < b/2.

Triangelolikheten pa AADC ger dérfor att |DC| < b. Den C a B
likbenta triangeln ABCD duger darfor. a

Figur 2.80

Bevis av sats 2.11.4. Nodvandigheten dr som sagt redan avklarad. For att visa tillrdck-
ligheten kan vi utan inskrdankning anta att ¢ < b < a. Villkoret pé talen reduceras da till
a < b+ c, eftersom de ovriga tva olikheterna dr automatiskt uppfyllda.
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Lat AAOB vara en ritvinklig triangel med kateter |OA| = a och |OB| = b. Malsétt-
ningen &r att visa att det finns en punkt P} i det inre av vinkeln / AOB med |OP}| = b
och |PjA| = c, ty da ar AOAP] en sokt triangel.

Sitt darfor r = AB. For varje punkt P pa strdlen r samt féor P = A betecknar vi

med P’ den unika punkt pa stralen OP som uppfyller |OP’| = b. Slutligen definierar
vimidngderna X ={Pecr||P’A| <c} och Y=r\X={Per||PAl >c}. (Se
fig. 2.81.)

'y o~ ~ Q/
NNy
b e A
Py X\\ c
cn
. C
O Al A
Figur 2.81

Mingden ) édr icke-tom, ty B € ) eftersom B’ = B och |BA| > a > ¢. Médngden
X &r ocksa icke-tom, ty enligt lemmat finns det en punkt C pa hypotenusan AB sa att
basen A’C’ i den likbenta triangeln AOA’C’ ar kortare dn b +c¢ — a, och triangelolikheten
gerdad [C'A| < |C'A'|+|A'A| < (b+c—a)+(@a—b)=c,dvs Ce X.

P& grund av sats 2.10.6 géller foljande ekvivalens for godtyckliga punkter P och Q
par

A-P-Q & [P'A[<|Q'A|
och denna medfor att mangden X ligger mellan A och midngden Y. Paret (X,)) ar
sdledes ett snitt. Vi later Pj beteckna den separerande punkten och skall nu slutligen
visa att P ar det eftersokta tredje hornet i den dnskade triangeln. Enligt definitionen av
"-bildning ar |OP}| = b, s vi har att visa att |PJA| = c.

Antag darfor att |[PJA| < c, och sédtt d = ¢ — |PJA|. Lemmat ger en punkt Q pa
strdlen r sd att A — Py — Q, och triangeln AOQ'P} &r likbent med baslingd |Q'Pj| < d.
Pa grund av triangelolikheten dr |Q'A| < |Q'Pj| + |PJA| < d + |PJA| = c. Punkten Q
tillhor sdledes X', men detta strider mot att Py dr separerande punkt.

Analogt visas att antagandet |PJA| > ¢ leder till en motségelse, och ddrmed &r
satsen fullstandigt bevisad. a

Korollarium * Ldt a och ¢ vara positiva reella tal. Det finns en ritvinklig triangel, vars
hypotenusa dr ¢ och vars ena katet ir a ling, om och endast om ¢ > a.

Bevis. Nodvéandigheten av villkoret ¢ > a ges av korolla-
rium 1 till sats 2.10.2. Antag omviént att ¢ > a. Da finns
det enligt ovanstdende sats en likbent triangel med sido-
langderna ¢, ¢ och 2a. Hojden mot basen i denna triangel
delar triangeln i tva kongruenta rdtvinkliga trianglar med 2a
hypotenusa c och en katet a. O

Figur 2.82
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Kontinuitetsaxiomet, liksom det svagare pastdendet i sats 2.11.1, handlar om punk-
ter pd en linje. Motsvarande utsagor for strdlar och vinklar behover inte postuleras, ty de
foljer som satser.

Sats 2.11.5 Ldit ¢ och ¢ vara positiva generaliserade vinkelmdtt (dvs ¢, ¢ € Vg och ¢,
¢ > 0). D finns det ett positivt heltal n si att ngp > .

Bevis. Detrackerattvisaattdet finnsett n sdatt n¢p > R/2, A
ty om ¢ har representationen ¢ = a+m2R,ddr 0 < a < 2R,
sd drisa fall 4(m + 1)ng > .
Antag darfér motsatsen, dvs att n¢ < R/2 for alla n;
vi skall visa att detta leder till en motsédgelse. Lat AAP,Q
vara en ratvinklig triangel med rit vinkel vid hornet Py och

med /PyAQ° = R/2. Pa grund av motsatsantagandet finns PP PP - Q
det d4 en odndlig foljd av punkter P;, P,, P;, ... efter
varandra pa sidan PyQ sd att /P,_1AP? =¢ fori=1,2,3, Figur 2.83

. Enligt korollarierna 1 och 4 till sats 2.10.2 ar
|ADy| < |APy| < |APR| < ...

Sats 2.10.8 tillimpad pa trianglarna AP;_1 APiy; ger darfor |PoPy| < |PiPo| < |PoP3| < ...
Det foljer att |PoQ| > |PoPy| = Sty |PicaPi| > n|PoPy| for alla n, vilket strider mot sats
2.11.1. O

Foljande resultat foljer nu ur sats 2.11.5 pd precis samma sitt som existensen av en
langdfunktion foljer ur sats 2.11.1.

Sats 2.11.6  Det finns en unik funktion g: V, — R med foljande egenskaper:

g +v9) =gW) +g() (additivitet)
¢ >9 = g(P) > g¥) (monotonitet)
g(R) =90 (normalisering)

Sats 2.11.6 tillater oss att identifiera abstrakta vinkelmatt med reella tal. Om
8(£(r,5)°) = k, sa sdger vi att vinkeln /(r,s) dr k grader (k°). Vi uteldmnar i fortsatt-
ningen g och later sdledes /(r,s)° dven beteckna vinkelns gradtal. Normaliseringen
av rdta vinklar till 90° &r naturligtvis historiskt betingad, men den &r for ovrigt helt
godtycklig.

Lat oss slutligen studera motsvarigheten till kontinuitetsaxiomet for vinklar.

Sats 2.11.7*  Antag att V, dr indelad i tod icke-tomma disjunkta delmingder X och Y, och att
¢ < ¢ gdller for varje val av ¢ € X och P € Y. Di finns det ett ¢po € Vg sd att ¢ € X om
P < ¢o,och ¢ €)Y om¢p>¢o.

Bevis. Genom att forst gora en translation kan vi antaga att
samtliga vinklar i X' &r mindre &n R/2 och att det finns en
vinkel i X som &r storre an 0. Lat AABO vara ratvinklig
med rét vinkel vid hornet A, och definiera en bijektion f
mellan mingden {¢ € V | 0 < ¢ < R} och hypotenusan
OB genom attlata Q = f(¢) vara den punkt pd hypotenusan
for vilken ZOAQ° = ¢. (Se fig. 2.84.)

Figur 2.84
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Sitt r = OB. Lat X vara bildmédngden under f av alla positiva vinklar i X', dvs
X ={f(¢)| ¢ € X och ¢ > 0}, ochsitt slutligen Y =r \ X. Da ar (X, )) ett snitt
av r; 1dt Py vara snittets separerande punkt. Eftersom punkter ndra B pa hypotenusan

tillhor mangden ), maste Py ligga pa hypotenusan OB. Vi kan darfor sitta ¢p = f “1(Py)
och det &r klart att ¢y uppfyller villkoren i satsen. O

Med hjilp av sats 2.11.7 visar man nu latt (jmf sats 2.11.3):
Sats 2.11.8*  For varje reellt tal k i intervallet 10,180[ finns det en vinkel vars gradtal ir k.

Korollarium * = Mingden V, av alla generaliserade vinkelmdtt avbildas bijektivt pd miingden
R av alla reella tal av funktionen g, varvid addition och ordning i V, svarar mot vanlig addition
och ordning i R.

OVNINGAR
2.33 Visa att kontinuitetsaxiomet ar sant i den Cartesianska modellen.

2.34 Iden konstruktiva modellen finns det inga strackor av lingd /2 eller 7. Vilken slutsats kan
dras betriffande giltigheten av kontinuitetsaxiomet i modellen?

2.35 Bevisa att kontinuitetsaxiomet ej foljer ur sats 2.11.1.

2.36 Antagatt ¢ och ¢ ar tva langdfunktioner (som svarar mot olika val av enhetsstrickor). Bevisa
att det finns en konstant ¢ sa att £’ = cf.

2.12 Cirklar

Lét O vara en punkt och r ett positivt tal. Mangden av alla punkter P som uppfyller
|OP| = r kallas en cirkel med medelpunkt O och radie r, och betecknas C(O;r). Ordet radie
anvands ocksa for att beteckna strickan mellan medelpunkten och en godtycklig punkt
pa cirkeln.

Varje linje genom medelpunkten O till cirkeln C(O; r) skar (enligt axiom K1) cirkeln
itva punkter A och B, en pd vardera sidanav O. Strackan AB kallas en diameter i cirkeln,
och punkterna A och B sdges vara diametralt beligna. Tydligen dr |AB| = 2r. Talet 2r
kallas ocksa cirkelns diameter.

Figur 2.85 Korda och sekant Figur 2.86 Cirkelbage APB
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Om @ch B ar tva godtyckliga punkter pd en cirkel kallas strackan AB en korda
och linjen AB en sekant till cirkeln.

Lat A och B vara tvd punkter pa cirkeln C(O;r). Om punkterna ej dr diametralt
beldgna sa &r / AOB en vinkel; 1dt 2, och (2_ beteckna det inre resp. det yttre av denna
vinkel. Om AB &r en diameter sa later vi istillet (2, och (2_ beteckna de bada sidorna
av AB. Den del av cirkeln C(O;r) som ligger i (2, resp. 2_ kallas en cirkelbige med
andpunkterna A och B. Det finns alltsd tva cirkelbdgar med A och B som dndpunkter;

om P dr en punkt pa en av dessa sa betecknas motsvarande cirkelbdge med APB (eller
BPA).
En cirkelbage med diametralt beldgna d&ndpunkter kallas forstds en halvcirkel.

Mingden av alla punkter P med |OP| < r inklusive medelpunkten O utgor det
inre av cirkeln C(O;r), och mingden av alla punkter P med |OP| > r &r cirkelns yttre.

Sats 2.12.1 Medelpunkten O i cirkeln C(O;r) ligger pd varje kordas mittpunktsnormal.

Bevis. Lat AB vara en korda. D4 dr |OA| = |OB|, sa det foljer omedelbart ur sats 2.10.5
att O ligger pa mittpunktsnormalen till AB. O

A

N N

Figur 2.87 Figur 2.88

s8]

Det ar inte helt sjdlvklart att en cirkels medelpunkt och radie &dr entydigt be-
stimda av cirkeln. Enligt cirkeldefinitionen har varje cirkel en representation pd formen
C(O;r) = {P | |OP| = r}, men det skulle ju kunna tdnkas att det funnes olika punkter
O, O’ och/eller tal r, ' med C(O,r) = C(O’;r'). Det forsta pastdendet i nedanstaende
korollarium till sats 2.12.1 utesluter emellertid den méojligheten.

Korollarium (i) En cirkels medelpunkt och radie dr entydigt bestimda.
(ii) Genom tre punkter gdr det higst en cirkel.
(iii) Tre punkter pd en cirkel kan inte ligga pd en linje.

Bevis. Lat A, B och C vara tre punkter pa cirkeln C(O;r), och lat m och n beteckna
mittpunktsnormalerna till kordorna AB och BC (jmf fig. 2.88). Linjerna m och n ar
skilda, ty A # C. Enligt sats 2.12.1 ligger O pd savdl m som n, varfor O &r den unika
skdrningspunkten till dessa linjer. Detta visar att medelpunkten till cirkeln &r entydigt
bestimd av (tre punkter vilka som helst pd) cirkeln, och det foljer da ocksa att radien
(= |OA]) dr entydigt bestimd. Darmed &r pastdendena (i) och (ii) bevisade.

Slutligen kan inte A, B och C ligga i linje, ty i sa fall vore m och n parallella, vilket
strider mot att linjerna skdr varandrai O. a

I euklidisk geometri géller ocksa foljande pdstdende: For varje trippel av punkter
som inte ligger i linje finns det en unik cirkel som gér genom punkterna. I ndsta avsnitt
skall vi visa att detta pastdende dr ekvivalent med det euklidiska parallellaxiomet, sa det
ar alltsd ej en sats i neutral geometri.

Foljande tva satser handlar om kordor.
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Sats 2.12.2  Om AB iir en korda i cirkeln C(O;r), sd ir |AB| < 2r med likhet om och endast
om AB ir en diameter.

Bevis. Om AB inte dr en diameter sa dr |AB| < 2r pa grund av triangelolikheten
tillampad pa AAOB. O

Med avstidndet fran en korda till medelpunkten O i en cirkel menas forstas langden
av strackan OPy, dédr Py dr fotpunkten for normalen frdn O mot kordan. (Om P, = O,
dvs om kordan &r en diameter, definierar vi avstdndet som 0 och skriver |OP;| = 0 trots
att OP, inte &r en stracka.)

Sats 2.12.3 (i) Tod kordor i en cirkel dr kongruenta om och endast om de har samma avstind
till medelpunkten.

(ii) Av tvd icke-kongruenta kordor i en cirkel har den lingre kordan det kortare avstindet till
medelpunkten.

Beuis.

Figur 2.89 Figur 2.90

(i) P4 grund av sats 2.12.2 rdcker det att betrakta kordor som ej dr diametrar, och
pastaendet foljer dd omedelbart av korollarium 5 (i) till sats 2.10.2. Jmf fig. 2.89.

(ii) Pastaendet foljer av sats 2.12.2 om en av kordorna dr en diameter, och av korol-
larium 5 (ii) till sats 2.10.2 om ingen av kordorna &r en diameter. O

Vi 6vergar nu till att studera skarningspunkter mellan linjer och cirklar.

Sats 2.12.4* Lit Py vara fotpunkten pd linjen a for normalen frin medelpunkten i cirkeln
C(O;r). Di giiller:

(i) |OPy| > r < linjen a skiir ej cirkeln

& linjen a ligger helt i det yttre av cirkeln.
(if) |OPy| = r < linjen a skir cirkeln i exakt en punkt, nimligen P,.
(ifi) |OPy| < r < linjen a skiir cirkeln i exakt tvd punkter

& linjen a innehdller inre punkter till cirkeln.

Figur 2.91
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Bevis.  Enligt korollariet till sats 2.12.1 finns det hogst tva skarningspunkter mellan a och
cirkeln C(O;r).

For varje punkt P # Py pa linjen a géller att |OP| > |OP,|. Hérav foljer med en
gang foljande implikationer:

(@) |OP| >r = linjen a ligger helti det yttre av cirkeln.

(b) |OPy| =r = linjen a skar cirkeln endast i punkten Py.

(c) Linjen innehaller en inre punkt P till cirkeln = |OP| < r.
De tva implikationerna

(d) Linjen ligger heltidet yttre = linjen skir ej cirkeln

(e) |OP| <r = linjen innehaller en inre punkt till cirkeln

galler forstds trivialt.
Vi skall nu slutligen visa foljande implikation:

(f) |OPy| <r = linjen a skér cirkeln i tva punkter.

Om Py = O, dvs om a gar genom medelpunkten, sd skér a cirkeln i tvd diametralt
beldgna punkter. Antag darfor att Py # O ochatt |OPy| < r. Da finns det enligt korollariet
till sats 2.11.4 en punkt Q sd att AOP,Q ar ratvinklig vid hornet Py och sé att hypotenusan
|OQ| =r. Det foljer att Q ligger pd linjen A och pa cirkeln C(O;r). Lat nu Q" vara den
punkt pa a for vilken Py dr mittpunkt till strackan QQ'; dd ar AOP,Q = AOPyQ’, sa det
foljer att dven Q' ar en skdrningspunkt. Darmed 4r implikationen (f) bevisad, eftersom
det inte kan finnas fler dn tva skdrningspunkter.

Genom att kombinera implikationerna (a)—(f) far vi (i)—(iii). O

En linje som skér en cirkel i exakt en punkt kallas en tangent till cirkeln, och skar-
ningspunkten kallas tangeringspunkt.

Ur sats 2.12.4 foljer nu direkt:

Sats 2.12.5 (i) Genom varje punkt pd en cirkel gdr en unik tangent.

(ii) Tangenten dr vinkelriit mot radien till tangeringspunkten.

For tangenter frdn punkter utanfor en cirkel géiller foljande resultat.

Sats 2.12.6* Varje punkt P i det yttre av en cirkel med medelpunkt O ligger pd exakt tvd

tangenter. Om A och B dr de tvd tangeringspunkterna, si dr PA = PB och strilen PO ir
bisektris till vinkeln / APB.

A

Q
)

Figur 2.92 Figur 2.93
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Bevis. L&t r vara cirkelns radie. Eftersom |PO| > r finns det, enligt korollariet till sats
2.11.4, en punkt A sd att AOAP é&r ratvinklig vid A och |OA| = r. Léat B vara den
punkt pa andra sidan om linjen OP for vilken AOAP = AOBP. Sats 2.12.5 medfor att
linjerna PA och PB tangerar cirkeln i punkterna A resp. B, och av konstruktionen foljer

att PA = PB och att P—O> ar en bisektris till Z APB. Det kan inte finnas ndgon tredje

tangent med tangeringspunkt C, ty i sa fall skulle AOCP = AOAP trots att C # A och

C # B, vilket dr omojligt. O
I tig. 2.93 visas en passare-linjal-konstruktion av tangeringspunkten A.

Lat AABC vara en triangel. En cirkel med medelpunkt i det inre av triangeln och
som tangerar samtliga sidolinjer kallas en inskriven cirkel till triangeln.

Sats 2.12.7 Varje triangel har en unik inskriven cirkel. Medelpunkten till denna ligger pd
bisektriserna till triangelns vinklar. Dessa skiir siledes varandra i en punkt.

Bevis. P& grund av sats 2.12.6 maste medelpunkten ligga pd samtliga bisektriser. Det
foljer darfor att inskrivna cirkeln dr unik om den existerar, vilket vi nu skall visa.

C

Figur 2.94

Lat AABC vara en godtycklig triangel. Bisektriserna till /A och / B skar varandra
ienpunkt O. Lat D, E och F beteckna fotpunkterna pa BC, CA och AB for normalerna
frdn O. P& grund av S-V-V-kriteriet &r AAOE = AAOF och ABOF = ABOD, varfor
|OE| = |OF| = |OD| = r. Cirkeln C(O; r) tangerar saledes samtliga tre sidolinjer i triangeln
och ar darfor en inskriven cirkel. a

Vi avslutar med att studera skdrningspunkter till tva cirklar. Tva cirklar kallas
koncentriska om de har samma medelpunkt. Det &r klart att koncentriska cirklar med
olika radier saknar gemensamma punkter, sa vi kan darfor inskranka oss till att betrakta

icke-koncentriska cirklar. Foljande sats dr vdsentligen bara en omformulering av sats
2.11.4.

Sats 2.12.8* Lt C(O1;r1) och C(O,; 1) vara tvd icke-koncentriska cirklar med r1 > r,. Sitt
a = |010,| dd giller:

(i) Om r1 + 1y < a sdligger cirklarna helt i varandras yttre, och de skiir sdledes inte varandra.

(ii) Om r + 1y = a sd har cirklarna en gemensam punkt Py som ligger pd striickan O10;. De
bada cirklarna har gemensam tangent i punkten P,.

(iii) Om r1 — 1y < a < rq + 1y sd skir cirklarna varandra i tvd punkter P och Q. Linjen O10,
dar mittpunktsnormal till den gemensamma kordan PQ.

(iv) Om ry — rp = a sd har cirklarna en gemensam punkt Py som ligger pd strilen — 0,0 .
Vidare har cirklarna en gemensam tangent i punkten Dy.

(v) Om r1 —ry > a sd ligger cirkeln C(O; 12) helt i det inre av den andra cirkeln.
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(D (o (5

rn+rn<a ri+ry=a rn—rn<a<ri+n

Figur 2.95

Bevis. Cirklarna skér varandra i en punkt P utanfor linjen 010, om och endastom a, r;
och r, dr sidoldngder i en triangel, vilket intrdffar om och endastom ry —r, < a <ry+71;.
I s fall finns det ocksa ytterligare en skdrningspunkt Q pd motsatt sida om linjen O;0,
och s& att 0,0, ir mittpunktsnormal till strackan PQ.

Om cirklarna endast har en gemensam punkt Py, sa maste denna alltsa ligga pa

stralen O;0;, och d4 &r antingen |O1Py| + |PyOz| = |010;] eller |O10,| + |O2Py| = |01P],
dvsri+rp=aellera+r, =11.
Antag att 1+, < a. For varje punkt P pa C(Oy;r,) giller da

|O]P| > |O]OZ| — |02P| =a—1y>1r,
dvs P ligger i det yttre av C(O1;r1). Analogt fas att varje punkt pd C(Oq; 1) ligger i det
yttre av C(Oy;12).
Om a < ry — rp sa far viistéllet for P pa C(Oy;17) att

‘O]P‘ < ‘O]OZ‘ + ‘Ozp‘ =a+r <rq,

dvs P ligger i det inre av cirkeln C(Oq;11). O
Tva cirklar med endast en skdrningspunkt sdges tangera varandra i skarningspunk-

ten.

OVNINGAR

2.37 Visa att det inre av en cirkel dr en konvex médngd.
2.38 Visa att en cirkelbage ligger helt pd en sida om kordan mellan cirkelbagens é@ndpunkter.

2.39 Genomfor i detalj konstruktionen i fig. 2.93 av tangenten till en cirkel fran en yttre punkt.

2.13 Triangelns vinkelsumma och parallellaxiomet

I det hér avsnitet skall vi studera triangelns vinkelsumma och sambandet mellan vin-
kelsumman och det euklidiska parallellaxiomet. Huvudresultatet dr att vinkelsumman
ar mindre 4dn eller lika med 2R, och att likhet rdder om och endast om det euklidiska
parallellaxiomet géller.

Vi borjar med att definiera vinkelsumman for godtyckliga enkla polygoner. Defini-
tionen kompliceras ndgot av att icke-konvexa polygoner har horn som maste tilldelas ett
vinkelmatt i intervallet 2R till 4R.
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Az
As

Figur 2.96
Konkavt horn A1, konvext horn A, , rakt horn As

Lat w = A1 A, ... A, vara en enkel polygon. Hornet A; kallas konkavt om det finns
tva punkter P, Q sd att P — A; — Q och strackorna PA; och A;Q bdda ligger i det inre av
7t. Hornet A; kallas rakt om de tre konsekutiva hornen A;_;, A; och A ligger i linje.
Slutligen kallas hornet konvext om det inte dr konkavt eller rakt. Vi sdtter

LA 1AA7 om A; ar konvext
6(A;) =< 2R om A; &r rakt
4R — L A 1A;AS,, om A;dr konkavt,

och kallar summan

vinkelsum(rr) = z 0(A;)
=

for polygonens vinkelsumma.

En avsevird nackdel med vinkelsumman é&r att den inte dr additiv, dvs om 7
sonderdelas i tvd polygoner 71y och 7, sd dr inte vinkelsum(rr) lika med summan av
vinkelsum(7t;) och vinkelsum(7r,). Viskall darfor definiera ett vinkeluttryck som dr nira
besldktat med vinkelsum(7t) och som ar additivt.

Satt for T = A1A2 e An

1(Ai) = 2R — 6(A,).

Om man "gar runt"” polygonen 7 i den riktning som ges av hornens numrering, sa
maéter kvantiteten #(A;) storleken av vridningen vid hornet A; da man svanger av fran
sidan A;_1A; till sidan A;A;,1. Se fig. 2.97. Nar man gatt runt polygonen ett varv har
man darfér genomfort en vridning som é&r lika med §;7(A;). I euklidisk geometri dr
denna summa, som vi snart skall bevisa, lika med ett helt varv eller 4R. Avvikelsen fran
4R (i neutral geometri) r ett intressant matt.

Figur 2.97
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Vi definierar darfor

def(rr) = Z 7(A;) —4R = (n — 2) - 2R — vinkelsum(r),
1=1

och kallar kvantiteten def(7r) for polygonens defekt.
Kongruenta polygoner har forstds samma vinkelsumma och samma defekt. Vidare
ar det uppenbart fran definitionen att

vinkelsum(7r) > 0
eller ekvivalent, att
def(rr) < (n — 2) - 2R.

Déaremot har vi inte nagon trivial nedre grans for defekten, sa ett av vara mal ar att visa
att def(7r) > 0.
For trianglar ges forstas vinkelsumma och defekt av uttrycken

vinkelsum(AABC)=/A°+/B°+ /C°, och
def(AABC) = 2R — vinkelsum(A ABC).

Sats 2.13.1 Om 71 och 71y dir en sonderdelning av den enkla polygonen 7t, sd ir

def(r7) = def(rr;) + def(rm,).

Bevis. Observera att en polygons defekt inte &ndras om man tillfogar nya raka horn pa
polygonens sidor (ddremot 0kar naturligtvis vinkelsumman med 2R for varje nytt rakt
horn.) Genom att eventuellt tillfoga ett eller tva raka horn till polygonen 7t kan vi darfor
antaga att T = AlAz...An, T = A1 ...AkBl Bm och Ty = A]Bm...BlAkAk+1 ...An,
dér By, By, ..., By, dr punkteridetinre av 7. Se fig. 2.98.

Figur 2.98

Hornen A; och Ay dr dd horn i samtliga tre polygoner, och man verifierar latt att
07(Aj) = 0, (Aj) + 07,(A)) for j=1och j=k.

(Har och i fortsattningen betecknar 6,(A) vinkelmaéttet for hornet A i polygonen ¢.) For
de 6vriga hornen galler

{em(Aj) forj=2,...,k—1
(A) forj=k+1,...,n
0, (Bj) +6,,(B;) = 4R  forj=1,...,m.
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Om ovanstdende relationer uttrycks med hjalp av kvantiteten 7,(A) = 2R — 7,(A), far
man

N (Aj) +11,(Aj) = n:(A;j) + 2R, j=1lochj=k

1m(Aj) =1=(4)), ji=2,..., k-1
N (Aj) =17(A)), j=k+1,...,n
N (Bj) + 11, (Bj) =0, j=1,...,m.

Summan S 7., (C) + 5 7,,(C), dar summorna tas 6ver alla horn C i 71y resp.m,
Overensstimmer med summan over alla termer i vansterleden ovan, sd det foljer att

def(rmy) + def(mz) = 3 7i(Aj) +2 - 2R — 2 - 4R = def(). O
7=1

Varje sonderdelning av 7t i n polygoner 7y, 72, ..., 7, kan erhallas genom n — 1
stycken successiva sonderdelningar av polygoner i tva polygoner. Sats 2.13.1 har darfor
foljande korollarium.

Korollarium Om mwm =7+ 7+ -+ 71,, 84 dr

def(rr) = def(rr1) + def(r1p) + - - - + def(71,).

Nasta punkt pd programmet dr att visa olikheten def(rr) > 0. For den skull behover
vi foljande lemma.

Lemma 2.13.1 Antag att § dr ndgon triangels defekt. Dd finns det trianglar med samma defekt
0 och godtyckligt liten vinkel, dvs for varje € > 0 finns det en triangel ANEFG med defekt & och
med /E° <.

Bevis. Lat AABC vara en triangel med defekt J och sédtt « = / A°. Det rdcker att visa
att det finns en triangel AA;B;C; med samma defekt och med /Ay < a/2, ty genom
iteration far man da en triangel AA,B,C, med defekt 6 och med / A; < 27"«, och pa
grund av den arkimediska egenskapen (sats 2.11.5) dr 27"a < € bara n ar tillrackligt
stort.

Lat darfor D vara den punkt som gor ABDC till en B D
parallellogram. Eftersom diagonalen i en pararallellogram
delar densamma i tva kongruenta trianglar (en konsekvens
av sats 2.8.4) och eftersom kongruenta trianglar har samma
defekt, dr pa grund av sats 2.13.1 A C

def(AACD) = def(AABD) = % def(ABDC) = def(AABC) = 6. Figur 2.99

Vidare dr / BAD® + /CAD° = /BAC°® = a, varfor en av vinklarna /BAD och
L CAD till storleken dr mindre &n eller lika med a/2. Den ena av de bada trianglarna
AABD och AACD duger darfor som AA;B1Cy. 0O

Vi kan nu bevisa att triangelns vinkelsumma dr mindre &n eller lika med 2R.
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Sats 2.13.2  For varje enkel polygon dr defekten icke-negativ. For varje triangel AABC giller
ddrfor speciellt att

0 < def(AABC) < 2R,
eller ekvivalent, att
0 < vinkelsum(AABC) < 2R.

Bevis.  Viborjar med att visa resultatet for trianglar. Enligt definitionen dr vinkelsumman
positiv. Antag att
vinkelsum(AABC) = 2R + &,

dar « > 0. P4 grund av lemma 2.13.1 finns det da en triangel AA’B’C' med samma
vinkelsumma och med Z A" < «. Det foljer att

/B°+/C°=2R+a— /A" >2R.

Detta strider emellertid mot korollarium 1 till sats 2.10.1.
Foljaktligen dar &« < 0, dvs 0 < vinkelsum(AABC) < 2R,
vilket &r ekvivalent med att 0 < def(AABC) < 2R.

Det allmdnna pastdendet for polygoner foljer nu av

sats 2.13.1, ty varje enkel polygon med n horn kan enligt
sats 2.5.4 sonderdelasi n —2 stycken trianglar. Jmf fig. 2.100. Figur 2.100

O

Beviset for lemma 2.13.1 och darmed ocksa beviset for sats 2.13.2 utnyttjar den
arkimediska egenskapen. Detta dr oundvikligt, ty man kan konstruera icke-arkimediska
geometrier i vilka det finns trianglar med en vinkelsumma som overstiger 2R.

Korollarium [ varje triangel dr yttervinkeln vid ett horn storre in eller lika med summan av
de motstdende hornens inre vinklar. Likhet rdder om och endast om triangelns vinkelsumma ir
2R.

Bevis.  Yttervinkeln vid C 1 AABC éar till storleken
2R — /C° = (2R — vinkelsum(AABC))+ L/ A°+ /B° > / A° + / B°

med likhet om och endast om vinkelsumman ar lika med 2R. O

Sats 2.13.3 Lit 7 och ¢ vara tvd enkla polygoner och antag att do C ot U inre(rr), dvs att
randen av o ligger helt inom eller pd 7. Dd dr

def(o) < def(m).
Om def(rr) = 0, sd dr alltsd speciellt def(c) = 0.

Bevis. Genom att eventuellt forbinda en eller tva punkter

pd randen av ¢ med randen av 7t erhdller man en sonder-

delning av 7 i ett antal polygoner dir ¢ ingér:
T=0+02+ -+ 0y

Satserna 2.13.1 och 2.13.2 ger nu

def(r7) = def(c) + def(c2) + - - - + def(cy,) > def(o). O Figur 2.101
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Antag nu att det finns en polygon vars defekt dr 0. D4 har pd grund av sats 2.13.3
alla tillrackligt sma trianglar ocksa defekt O (ty om en triangel ar tillrackligt liten, ryms
en kongruent kopia av den innanfor den givna polygonen). Vi skall nu visa ett lemma,
som tillsammans med den arkimediska egenskapen medfor att ocksa godtyckligt stora
trianglar har defekt 0.

Forst behover vi emellertid infora ett valbekant begrepp.

Tva trianglar AABC och AA’B'C' kallas likformiga, vilket betecknas AABC ~
AA’B'C', om motsvarande vinklar dr kongruenta, dvsom /A = /A’, /B = /B’ och
/C=/C.

Lemma 2.13.2 Om vinkelsumman i ANABC dr 2R, sd finns det en likformig triangel ANA’B'C’
med |A'B'| = 2|AB|, |B'C'| = 2|BC| och |C'A’| = 2|CA].

Bevis. Vélj B’ pa stralen AB s4 att BB' = AB, och lat
ABB’'D vara den kongruenta kopia av AABC som har D
pd samma sida om linjen AB som C. Pa grund av att
vinkelsumman i AABC &r 2R, ar /CBD = /BCA. Enligt
S-V-S-kriteriet dr darfor ACBD = ABCA. Vi kan déarfor

dra slutsatsen att vinkeln mellan stralarna @) och — ﬁ’
ar kongruent med / BAC samt att vinkeln mellan strdlarna

—_ e
DC och —DB’ &r kongruent med / ABC. Enligt V-S-V- Figur 2.102

B D C

— —_—
kriteriet skar darfor strdlarna —CA och — DB’ varandra
i en punkt C" och ACDC’ = AABC. Diérmed foljer att
AAB'C’ idr likformig med AABC och attsidornai AAB'C’
ar dubbelt sa langa som motsvarande sidori AABC. O

Lemma 2.13.3 Om det finns en ritvinklig triangel med vinkelsumma 2R, sd har alla ritvinkliga
trianglar vinkelsumma 2R.

Bevis. Antag att AABC é&r en ratvinklig triangel med defekt 0 och med rét vinkel vid
hornet A, och lat AEFG vara en godtycklig ratvinklig triangel med rét vinkel vid E.
Vi skall visa att def(AEFG) = 0. Genom att ersdtta den sistndmnda triangeln med en

kongruent kopia kan vi anta att E = A, att F ligger pa strdlen AB och att G ligger pa

strilen AC.
Genom att anvianda lemma 2.13.2 ett upprepat antal B

ganger erhaller vi punkter B’ och C’ pa AB resp. AC saatt F
AAB'C’ dr likformig med AABC ochsaatt |[AB'| = 2"| AB|
och |AC'| =2"|AC|. Det foljeratt A—F—B' och A—G—C’ B
bara n &r tillrackligt stort. Likformiga trianglar har givetvis ,
samma defekt, sa def(AAB'C’) = 0, och eftersom randen A C G c
av AAFG ligger pd och i det inre av AAB'C’ foljer det ur
sats 2.13.3 att def(AAFG) = 0. Darmed &r lemmat bevisat. Figur 2.103

O

Sats 2.13.4 Antingen har alla enkla polygoner positiv defekt, eller ocksd har alla enkla polygoner
defekt 0.
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Bevis. Satsen kan ekvivalent formuleras pa foljande satt: Om nagon polygon har defekt
0, s& har alla polygoner defekt 0.

Antag darfor att det finns en polygon med defekt 0. I det inre av polygonen kan
vi placera en liten rdtvinklig triangel, och sats 2.13.3 medfor att denna triangel ocksa har
defekt 0. Pa grund av lemma 2.13.3 har darfor varje ratvinklig triangel defekt 0. Varje
triangel kan sonderdelas i tvd ratvinkliga trianglar med hjélp av en hojd (mot den ldngsta
sidan). Additiviteten hos defekten (korollariet till sats 2.13.1) medfor déarfor att varje
triangel har defekt 0. Varje polygon kan slutligen sonderdelas i trianglar, och eftersom
defekten &dr additiv har déarfor varje polygon defekt 0. O

Av lemma 2.13.2 foljer speciellt att det finns tva likformiga, inkongruenta trianglar
om det finns en triangel med vinkelsumma 2R (dvs om alla trianglar har vinkelsumma
2R). Omvéandningen till detta pastaende géller ocksa (se sats 2.13.6 nedan).

Lat oss for ett 6gonblick anta att alla enkla polygoner har positiv defekt (dvs att
geometrin dr hyperbolisk). Defekten har i sa fall foljande egenskaper:

(1) def(7r) > 0 for alla enkla polygoner 7
(ii) n=n = def(rn)=def(r)
(iii) =7+ = def(rr) = def(mry) + def(rry).

Detta innebar att defekten har samtliga egenskaper som en areafunktion bor ha. I hyper-
bolisk geometri definieras darfér lampligen arean av en polygon 7t som def(r).

Vi skall nu overga till att utreda sambandet mellan triangelns vinkelsumma och
andra geometriska utsagor och da speciellt parallellaxiomen. For den skull &r foljande
begrepp praktiskt.

Lét » och s vara stralar frdn tva skilda punkter A
och B. Fyrtipeln [r, A, B,s] kallas en (ratvinklig) biangel B
om stralarna ligger pa en sida om strackan AB, vinkeln

— —
mellan 7 och AB ér rit, vinkeln mellan s och BA inte ar

trubbig, och strdlarna r och s inte skdr varandra. Strackan Al

AB kallas biangelns bas och strdlarna r och s dess sidor.

Vinkeln / (s, ﬂ)) kallas biangelns vinkel. Om denna vinkel Figur 2.104
ar rat kallas biangeln euklidisk, och om den &r spetsig kallas Biangel
biangeln hyperbolisk.

Det &r klart att varje stracka ar bas for tva euklidiska bianglar. Daremot foljer inte
existensen av nagra hyperboliska bianglar ur axiomen for neutral geometri.

Tva bianglar kallas kongruenta om deras baser och deras vinklar dr kongruenta.

Om [r, A, B, s] ar en biangel och A'B’ = AB, sa finns det givetvis en med [r, A, B, s]
kongruent biangel med A’B’ som bas.

Observera att de bada stodlinjerna till en biangels sidor &r parallella linjer. Omvént,
om a och b &r tva parallella linjer, om B dr en godtycklig punkt pa b, om A betecknar
fotpunkten pa a for normalen fran B mot 4, om s betecknar den av de bada stralarna

frdn B utefter b som bildar icke-trubbig vinkel med BA (vilken som helst av de bada
strdlarna om vinkeln dr rdt), samt om slutligen r &r stralen fran A utefter a och pd samma
sida om AB som s,sa dr [r, A, B,s] en biangel.

Foljaktligen finns det en hyperbolisk biangel om och endast om det finns en linje
och en punkt utanfor linjen genom vilken det gér tva parallella linjer, dvs om och endast
om Euklides parallellaxiom inte géller.
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Sats 2.13.5 Antag att det existerar en hyperbolisk biangel. Dd finns det for varje stricka PQ en
hyperbolisk biangel med PQ som bas.

Bevis. Antag att biangeln [r, A, B, s] &r hyperbolisk, och sétt a = |AB|. Vi visar forst att
det finns en hyperbolisk biangel med baslingd a/2. Lat darfor C vara mittpunkten pd
strackan AB, och 14t t vara den stréle frdn C som bildar rat vinkel med AB och som
ligger pd samma sida om AB som r och s.

Om t ejskar s,sd ér [t,C, B, s] en hyperbolisk biangel B
med baslingd a/2. Antag dérfor att f skédr s i en punkt \
D. Vilj E pa s sd att B— D — E och satt u = CE . Stralen CjMD,?u
u kan inte skdra r (ty om u skér r i en punkt F, sa foljer E 3
det ur axiom Ob5 att s skir sidan AF i AACF, dvs att s A

skdr r, vilket ar en motsdgelse). Darfor ar [r, A,C,u] en
hyperbolisk biangel med basldngd a/2. Figur 2.105

Viljnu n sd att 27"a < |PQ|. Genom att iterera forfarandet ovan n génger erhéller
vien hyperbolisk biangel med basléngd 27"a, och vi kan utan instrankning anta att denna
har formen [/, P,Q’,s'] dar P — Q" — Q.

Lat nu slutligen ¢’ vara den stréle fran Q som ligger Q )
pa samma sida om PQ som r’ och s’ och som uppfyller Q ;,
—
(Y, @)) = /(s', Q'P). D4 ar t' parallellmed s, varfor t' ej
kan skédra r'. Fyrtipeln [r'P, Q, '] 4r saledes en hyperbolisk p -
biangel med PQ som bas. O r
Figur 2.106

Foljande korollarium &r bara en omformulering av sats 2.13.5.

Korollarium  Om det finns en linje ay och en punkt Py utanfor ag genom vilken det gdr minst
tvd parallella linjer till ay, sd finns det for varje linje a och varje punkt P utanfor a minst tvd
parallella linjer till a genom P.

Lemma 2.13.4 Lt [r, A, B, s] vara en biangel. For varje € > 0 finns det en punkt C pd s sd
att L ACB® < e.

Bevis. Lat Cy vara en godtycklig punkt pa s och sdtt « = / ACyB°. Lat C; vara den
punkt pa s som uppfyller B — Cy — C; och |CyCy| = |CoA|. (Se fig. 2.107.) Eftersom
AACC; drlikbent, dr £ CoACT = £ CoC1A°. Det foljer déarfor av korrolariet till sats 2.13.2
attw = L ACyB° >2- L ACy1B°,dvs L AC1B° < a/2.

Figur 2.107

Genom att upprepa ovanstdende konstruktion far vi for varje naturligt tal n en
punkt C,, pd s med £ AC,B < 27"«a. Detta medfor lemmat. O

Vi dr nu redo att visa att det euklidiska parallellaxiomet &dr ekvivalent med ett antal
andra geometriska utsagor, ddribland utsagan att en triangels vinkelsumma &r 2R.
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Sats 2.13.6  Foljande pdstdenden dr ekvivalenta i neutral geometri.

(a) Det finns en linje a och en punkt P utanfor a genom vilken det gdr hogst en med a parallell
linje.

(b) For varje linje a och varje punkt P utanfor a finns det exakt en linje genom P som ir
parallell med a. (Det euklidiska parallellaxiomet.)

(c) Alternatvinklar, som bildas av en transversal till parallella linjer, dr kongruenta.

(d) Mittpunktsnormalerna till sidorna i en triangel skiir varandra i en punkt.

(e) Tre punkter, som inte ligger i linje, ligger pd en cirkel.

(f) Om vinkeln /(r,s) dr spetsig och linjen n skir det ena vinkelbenet r under rit vinkel, si
skiir n ocksd det andra vinkelbenet s.

(g) Genom varje punkt i det inre av en godtycklig vinkel gdr det en linje som skir bida vinkel-
benen.

(h) Det finns en spetsig vinkel sd att varje linje som skir det ena vinkelbenet under rit vinkel
ocksd skiir det andra vinkelbenet.

(i) Det finns en spetsig vinkel si att det genom varije inre punkt i vinkeln gdr en linje som skiir
bdda vinkelbenen.

(j) Det finns en triangel vars vinkelsumma ir 2R.
(k) Det finns en polygon vars defekt dr 0.
(1) Alla polygoner har defekt 0.
(m) Varje triangels vinkelsumma ir 2R.
(n) Ivarjetriangel ir yttervinkeln vid ett horn lika med summan av de motstdende inre vinklarna.
(0) Om C dr en punkt pd en halvcirkel mellan A och B, sd dr vinkeln / ACB riit.

(p) Om triangeln AABC dr ritvinklig vid hornet C, sd ligger C pd cirkeln med AB som
diameter.

(q) Det finns tvd likformiga, inkongruenta trianglar.

Bevis. Vi visar att ovanstdende pastdenden ar ekvivalenta genom att bevisa implikatio-
nerna (och ekvivalensen):

@=b=0=@d=0e=0)=>g=0=07=Kk=0=m=@)
(f)=Mm=(0G  och (n) & (m)= ()= (p)=(q) = k).

(a) = (b): Enligt korollariet till sats 2.13.5 géller icke-(b) = icke-(a), och detta &r
logiskt ekvivalent med (a) = (b).

(b) = (c): Sats 2.8.3.

(c) = (d): Antagatt(c) gédller, ochldt AABC varaen godtycklig triangel. Vikan utan
inskrankning antaga att / C ar spetsig. Vi skall nu forst visa att mittpunktsnormalerna a
och b till sidorna BC och CA skir varandra.

Sidolinjen BC é&r transversal till mittpunktsnormalen
a och sidolinjen CA och motsvarande alternatvinklar ar
inkongruenta, eftersom vinkel /C inte dr rat. Pa grund av
antagandet (c) skdr darfor a sidolinjen CA. Vidare dr a
inte normal till CA eftersom CA inte &r parallell med BC.
Sidolinjen CA &r darfor en transversal till linjerna a och b
med inkongruenta alternatvinklar. Det foljer att 2 och b ar
icke-parallella, dvs de skér varandra i en punkt O. Enligt Figur 2.108
sats 2.10.5 &r |BO| = |CO| och |AO| = |CO|, sa det foljer att
|AO| = |BO|. Enligt samma sats ligger darfér O &ven pa
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mittpunktsnormalen till sidan AB, dvs de tre mittpunktsnormalerna till sidorna har O
som gemensam punkt.

(d) = (e): Antag att punkterna A, B och C inte ligger i linje, och lat O vara
skdrningspunkten mellan mittpunkts normalerna till sidorna i AABC. D4 ar |AO| =
|BO| = |CO]|. De tre punkterna A, B och C ligger dérfor pa cirkeln med medelpunkti O
och radie |AO].

(e) = (f): Lat Z(r,s) vara en spetsig vinkel med spetsi O, och 1at P vara en punkt
pa vinkelbenet r. Viskall visa att normalen # till r genom P skér s. Vilj darfor A och B
pa r pd var sin sida om P sa att |AP| = |BP|. Lat C vara den punkt pa normalen genom
A till s som ligger pa andra sidan om s och pd samma avstand fran s som punkten A.
(Jmf fig. 2.109.) Stodlinjen till s &r med andra ord mittpunktsnormal till strackan AC.
Lat slutligen Q vara medelpunkten i den cirkel som enligt (e) gar genom punkterna A,
B och C. Daligger Q pd mittpunktsnormalerna till kordorna AB och AC, dvs pa n och
s (ty Q kan inte ligga pa —s). Normalen n skir sdledes vinkelbenet s, vilket visar att (e)
medfor (f).

\

\_P r
) A~ B
Figur 2.109 Figur 2.110

(f) = (g): Lat P vara en punktidetinre av /Z(r,s), och lat t vara vinkelns bisektris.
(Se fig. 2.110.) Eftersom vinklarna / (r,t) och Z(t,s) bada dr spetsiga, skdr normalen fran
P mot t pd grund av antagandet (f) de bada 6vriga vinkelbenen r och s.

(g) = (i), (f) = (h) och (h) = (i) ar triviala implikationer.

(1) = (j): Lat Z(r,s) vara en vinkel med egenskapeni (i). Lat O vara vinkelns spets,
och 1at A och B vara tvd godtyckliga punkter pa vinkelbenen r och s. Vi skall visa att
vinkelsumman i AOAB &r 2R. Detta gor vi genom att forst visa att vi kan hitta punkter
Aq och By pa r resp. s sa att def(AOA;B;) > 2def(AOAB).

Vilj for den skull C sd att OACB é&r en parallellogram.
Punkten C ligger da i det inre av /(r,s), sd enligt (i) finns
det en linje genom C som skér vinkelbenen r och s i tvd
punkter som vi kallar A; och B;. Eftersom AC || OB kan
inte A; ligga mellan O och A, utan O — A — A; giller, B C
och av motsvarande skal géller ocksa O — B — B;. Paral-
lellogrammen OACB ligger sdledes inuti och pa randen av o) A A,
AOA1By, sa det foljer av satserna 2.13.1 och 2.13.3 att

By

def(AOA,B) > def(OACB) = def(AOAB) + def(ABCA) Figur 2111

=2def(AOAB).
Vi kan nu upprepa konstruktionen med utgangspunkt frain AOA;B; och far pd sa
sdtt efter n steg en triangel AOA,B, med def(A(OA,B,) > 2" def(AOAB). Eftersom
defekten av en triangel 4r mindre dn 2R, innebar detta att olikheten

0 < def(AOAB) < 27" - 2R

géller for alla naturliga tal n. Detta medfor att def(AOAB) = 0.
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(j) = (k): Trivialt.
(k) = (I): Sats 2.13.4.
() = (m): Trivialt.

(m) = (a): Vivisar atticke-(a) =>icke-(m). Sa antag att
motsatsen till (a) géller. Da finns det en hyperbolisk biangel
[r, A, B,s]. Lat « vara storleken av biangelns vinkel och satt
€ = R — a. Enligt lemma 2.13.4 finns det en punkt C pa s
sa att / ACB® < €. For vinkelsumman i AABC giller nu

vinkelsum(AABC) < R+a +€ =2R,

Figur 2.112

och detta visar att det finns en triangel med en vinkelsumma
som dr mindre dn 2R, dvs icke-(m) géller.

(n) & (m): Korollariet till sats 2.13.2.

(m) = (0): Antag att ACB &r en halvcirkel. Lat O
vara mittpunkten pa strackan AB. Eftersom trianglarna
ANAOC och ABOC iér likbenta, s ar

vinkelsum(AABC)=/A°+/B°+/ACO° + / BCO° A
=2./ACO°+2-/BCO°=2-/ACB°. A o B

Om vinkelsumman i varje triangel dr lika med 2R, sd &r Figur 2.113
dérfor speciellt Z ACB° =R, dvs (m) medfér (o).

(0) = (p): Antag att (o) géller och 1dt AABC vara en ratvinklig triangel med rét

vinkel vid hornet C. Det foljer av sats 2.12.4 att strdlen AC skir cirkeln med AB som
diameter i en unik punkt C’, och enligt (o) &r / AC'B° = R. Eftersom normalen frén B
mot linjen AC 4r unik, méste C’ sammanfalla med C, dvs punkten C ligger pa cirkeln.

(p) = (9): Lat AABC varaenratvinklig triangel med rét vinkel vid hornet C. Enligt
(p) ligger C pa cirkeln med AB som diameter. Beviset for implikationen (m) = (o) ger
darfor att vinkelsum(AABC) =2 -/ ACB° = 2R. Lemma 2.13.2 visar nu att det finns tva
likformiga, inkongruenta trianglar.

(9) = (k): Antag att det finns tvd inkongruenta, lik- A
formiga trianglar, AABC och AEFG. Vi kan dé utan in-
skrankning antaatt E= A, A—F—B och A—-G —C. Sats
2.13.1 ger d& F G

def(AABC) = def(AAFG) + def(BCGF), B ¢
Figur 2.114
och eftersom def(AABC) = def(AAFG), foljer det att

def(BCGF) = 0.

Dérmed &r beviset for sats 2.13.6 komplett. 0

Eftersom utsagorna (a)-(q) i sats 2.13.6 &dr ekvivalenta, dr ocksa deras negationer
ekvivalenta. Negationen till utsaga (a) dr det hyperboliska parallellaxiomet. Lasaren
uppmanas att formulera negationerna till samtliga 6vriga utsagor.
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OVNINGAR
2.40 Ge direkta bevis for foljande implikationer mellan utsagorna i sats 2.13.6:
@) (©=m () (g=m (G P =0 @) =@ & =
2.41 Visa att f6ljande utsagor ar ekvivalenta med utsagorna i sats 2.13.6:
(i) Tva parallella linjer har tva gemensamma normaler.
(ii) Om i AABC punkterna M och N &r mittpunkter pa sidorna AB och AC, sa &r

[MN| = 1|BC].
(iii) Det finns inte tre linjer sa att varje par av dessa ligger pa samma sida om den tredje
linjen.

(iv) Varje par av parallella linjer har en gemensam normal.

(v) For varje val av fyra punkter finns det en triangel som innehaller dessa fyra punkter i
sitt inre.

2.42 Visa att om det finns en hyperbolisk biangel, sa finns det hyperboliska bianglar med god-
tyckligt sma vinklar.

2.43 Visa att om det euklidiska parallellaxiomet inte &r uppfyllt, s finns det trianglar med god-
tyckligt liten vinkelsumma.



3  Euklidisk geometri

Den geometriska teori som foljer av den neutrala geometrins axiom och det euklidiska
parallellaxiomet kallas for euklidisk geometri. Om man istdllet kompletterar den neutrala
geometrins axiom med negationen till det euklidiska parallellaxiomet far man s k hyper-
bolisk geometri.

Speciellt géller alltsa den neutrala geometrins satser i savél det euklidiska som det
hyperboliska fallet. I den meningen bygger sdledes det hir kapitlet i allra hogsta grad
pa kapitel 2. Lédsare kan emellertid — forhoppningsvis med god behéllning — ldsa
det har kapitlet utan att forst inhdmta det foregdende, forutsatt att han eller hon besit-
ter grundskolekunskaper i geometri, dvs forstar inneborden av de mest grundlaggande
geometriska begreppen, behidrskar de mest elementéra triangel- och cirkelsatserna, exem-
pelvis kongruensfallen for trianglar, samt ar villig att acceptera ndgra enstaka referenser
till kapitel 2. For att underldtta for ldsaren finns ocksa en lista 6ver beteckningar i borjan
av kompendiet.

Kapitlet startar forstds med det euklidiska parallellaxiomet och med nédgra av dess
omedelbara konsekvenser. Direfter studeras likformighet, och med hjdlp av detta be-
grepp bevisas nagra viktiga satser, exempelvis Pythagoras sats. Vi overgdr sedan till
begreppet delningsforhallande, vilket bl a anvands for att formulera och bevisa Mene-
laos och Cevas satser. Ur Cevas sats foljer satserna om medianernas, bisektrisernas och
hojdernas skdrningspunkter. Studiet av delningsférhdllande avrundas med ett avsnitt
om dubbelforhdllande. Sa foljer en mycket kortfattad diskussion om koordinatsystem
och analytisk geometri. Vi visar att axiomsystemet for euklidisk geometri &r motsdgelse-
fritt (forutsatt att de reella talen dr motsédgelsefria) samt att alla modeller till systemet dr
isomorfa.

Aterstoden av kapitlet dgnas &t cirklar. Forst harleds ndgra vilbekanta satser sdsom
periferivinkelsatsen och kordasatsen. Darefter studeras ortogonala cirklar och inversion.
I det avslutande avsnittet visas som tillimpning pd inversion Mohrs-Mascheronis sats
om geometriska konstruktioner med enbart passare som hjalpmedel.

3.1 Det euklidiska parallellaxiomet

Hilberts axiomsystem for plan euklidisk geometri bestar av axiomen for neutral geometri i
kapitel 2, ndimligen incidensaxiomen I1-I3, ordningsaxiomen O1-O5, kongruensaxiomen
K1-K6 och kontinuitetsaxiomet, samt foljande parallellaxiom
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Det euklidiska parallellaxiomet For varje linje a och varje punkt P utanfor a finns det
exakt en linje b genom P som iy parallell med a.

I kapitel 2 visade vi att det euklidiska parallellaxiomet dr ekvivalent med ett antal
pastdenden (se satserna 2.8.3 och 2.13.6). Dessa ekvivalenta pdstdenden blir nu forstas
satser i euklidisk geometri. Vi ndjer oss har med att skriva upp tre av dessa satser. For
att underldtta for lasare som inte i detalj studerat foregdende kapitel ger vi ocksa bevisen,
trots viss upprepning.

Sats 3.1.1 (Alternatvinkelsatsen) Alternatvinklar med avseende pd en transversal till tvd
parallella linjer dr kongruenta.

Bevis. (Jmf sats 2.8.3.) Vi erinrar forst om att foljande omvandning till sats 3.1.1 dr en
sats i neutral geometri: Om en transversal skir tvd linjer sd att ett par av alternatvinklar idr
kongruenta, sd dr de bida linjerna parallella (sats 2.8.1). Beviset for den satsen utnyttjar
inte parallellaxiomet utan bygger enbart pd ett av kongruensfallen for trianglar (V-S-V-
kriteriet).

Antag nu att a och b &r tva parallella linjer med en
transversal t som skédr b i P. Lat c vara den linje genom /

P som har egenskapen att alternatvinklar till 2 och ¢ med
avseende pa transversalen t dr kongruenta. D4 ér alltsd a
och ¢ parallella. Eftersom det bara finns en parallell linje
till @ genom P fo6ljer det att ¢ = b, och detta innebar att al-
ternatvinklarna till 2 och b med avseende pa transversalen Figur 3.1
t ar kongruenta. a

Sats 3.1.2 || dr en ekvivalensrelation pd méingden av alla linjer, dvs

allc&blc = allb.

Bevis. (Jmf sats 2.8.3). Antag motsatsen, dvs att det finns linjer a, b och c sa att a || ¢,
b || c mena |fb. D4 skér a och b varandra i en punkt P. Detta innebér emellertid att det
genom P gar minst tvd med ¢ parallella linjer, vilket 4r en motsdgelse. O

Sats 3.1.3 [ varje triangel ir vinkelsumman 2R.

Bevis. (Jmf sats 2.13.6). I beviset for sats 2.13.6 hérleds sats 3 ur det euklidiska parallel-
laxiomet via en komplicerad kedja av implikationer. Vi ger darfor hér ett enkelt bevis,
baserat pa sats 3.1.1.
Lat AABC vara en godtycklig triangel. P4 den med D 4 E

BC parallella linjen genom A viljes tva punkter D och E
pd dmse sidor om A och sa att D ligger pa samma sida om
linjen AC som B. Enligt sats 3.1.1 4r nu /B° = /BAD®
och £/C° = /CAE®, sa det foljer att /B°+ L A° + /C° =
/BAD° + / BAC® + / CAE® = 2R. O B ¢

Figur 3.2

Vi har tidigare definierat en parallellogram som en fyrhoérning (dvs enkel polygon
med fyra horn) vars motstdende sidor dr kongruenta. Nasta sats visar att i euklidisk
geometri finns det flera mojliga definitioner.
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Sats 3.1.4 For en fyrhorning ABCD iir foljande tre pdstdenden ekvivalenta:
(i) Motstdende sidor ir kongruenta, dvs fyrhorningen ir en parallellogram.
(ii) Motstdende sidor dr parallella.

(iii) Motstdende vinklar dr kongruenta.

Bevis. (i) = (ii) och (i) = (iii): Se sats 2.8.4.

(if) = (i): Om motstdende sidor ar parallella, sa &r pa
grund av sats 3.1.1 /DAC = /BCA och /DCA = /BAC.
V-S-V-kriteriet ger darfor att ADAC = ABCA, och det B ¢
foljer speciellt att DA = BC och DC = BA. Figur 3.3

1
(iif) = (ii): Om motstdende vinklar dr kongruenta, sd &r / A° + / B° = 5 4R = 2R,
eftersom en fyrhérnirﬁ Vinkels_umma ar 4R i euklidisk geometri._Detta medfor att
alternatvinklarna till AD och BC med avseende pa transversalen AB ar kongruenta.
Det foljer att sidorna AD och BC ér parallella (sats 2.8.1). P& motsvarande sdtt 4r AB

och DC parallella. O

Med rektangel menas en fyrhorning vars samtliga vinklar dr réta.

OVNINGAR

3.1 Visa att en rektangel ar en parallellogram.

3.2 Visa att en parallellogram é&r en rektangel om och endast om de bada diagonalerna é&r lika
langa.

3.3 Visa att en parallellogram &r en romb om och endast om diagonalerna dr vinkelrita.

3.4 Visa att det inte existerar ndgra rektanglar i hyperbolisk geometri.

3.2 Likformighet

I Elementa behandlas inte likformighetsldran forran i Bok 6, och anledningen till denna
sena introduktion dr att Euklides forst maste diskutera Eudoxos proportionalitetsldra. Vi
forfogar emellertid over ett kraftfullt verktyg som Euklides inte hade, ndmligen de reella
talen, och kan darfor ga direkt fram.

De reella talen introduceras i geometrin via kontinuitetsaxiomet (eller det svagare
arkimediska axiomet), med vars hjdlp ldngden av en stracka definieras som ett reellt tal.
Forhallandet mellan tva strackor kan darfor definieras som kvoten mellan deras langder.
Eudoxos och Euklides kunde daremot inte definiera sjdlva forhdllandet som sadant, utan
— och detta dr podngen — de kunde bara definiera likhet och olikhet mellan férhdllanden
(jmf avsnitt 1.3). Euklides tvingades darfor dgna en hel bok (Bok 5) av Elementa at satser
om proportionalitet. Dessa satser &r triviala for oss men bevisen blir ganska invecklade
om de maste baseras pa Eudoxos definition av likhet.

Det ar lampligt att skriva upp nagra sddana proportionalitetsegenskaper hir. Vi
kommer i fortsdttningen att anvdnda vissa av dem utan vidare kommentarer. Bokstaverna
a, b, c, ... betecknar godtyckliga reella tal, men forekommande ndmnare forutsitts
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forstds vara nollskilda.

a_c , a_b

b d c d

a_c a_a+c

b d b b+d

LZ_C a_a—c

b d b b—d

a c a+b c+d a—b c¢c—d
b d T b - d S5 T4
a c b d a c
b-d%eTF T 7T

Efter denna introduktion skall vi nu dtervédnda till de geometriska begreppen. Forst
en definition:

Lat a och t vara tva icke-parallella linjer. For varje ¢ ¢
punkt P finns det en unik linje ' genom P sa att t' || ¢, p
och linjen ' skér a i en unik punkt P’. Punkten P’ kallas
projektionen av P pd a parallellt med t.

/ a

Tydligen d&r P’ = P om och endast om P ligger pa /P

linjen a. Figur 3.4

Om PQ ér en strdcka som inte dr parallell med ¢, sd 4r de projicerade punkterna P’
och Q' skilda, dvs P'Q’ dr en stricka pa a. Varje punkt R pé striackan PQ projiceras pé
en punkt R’ som ligger pd strackan P’'Q’. Vi kallar dérfor strackan P'Q’ for projektionen
av PQ pd a (parallellt med t).

Foljande sats dr fundamental for ldran om parallellprojektioner och likformighet.

Sats 3.2.1 Lt a och t vara tvd skiirande linjer. Om AB och CD dr tvd strickor som ir parallella
inbordes men ej med t, och om A'B’ resp. C'D’ betecknar deras projektioner pd a parallellt med
t, sd dr

’A/B/| B |C/D/|

|AB| ~ |CD| "
t A

B C
/\ D ]
A B’ C’ \/
D
Figur 3.5

Bevis. Vi visar satsen i etapper.
Steg1: |AB| =|CD| = |A'B'|=|C'D'l.

Lat |AB| = |CD]|, och antag forst att AB || a och ddrmed ocks& CD || a. D4 ligger
antingen AB pa a, i vilket fall A'B’ = AB, eller ocksa d&r ABB’A’ en parallellogram, och
daar A’B’ = AB. Ibada fallen &r |A'B’| = |AB|. Analogt géller forstés att |C'D’| = |CD|,
och foljaktligen &r |A'B’| = |C'D’|.
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Antag dérefter att AB ej dr parallell med a. Lat 4’ och
a” vara linjerna genom A resp. C med a’ || a och a” || a, Y
och 1dt B” och D" beteckna projektionerna av B och D pa /\ / C D
a’ resp a” (se fig 3.6). Betrakta trianglarna AABB” och B ?
ACDD". Pa grund av alternatvinkelsatsen ér /A = /C / / /‘VD
och /B = / D, sa det foljer ur V-S-V-kriteriet att trianglarna 4
ar kongruenta. Speciellt dr alltsd |AB”| = |CD"|. Darmed A B C D
ar vi tillbaka pa det fall som vi redan visat ovan, ty A’B’

och C'D’ ar projektionerna av AB” och CD” pa a. Saledes
ar |A'B| = |C'D').

Figur 3.6

Steg2: |AB|=n|CD| = |A'B'|=n|C'D|.

Om |AB| = n|CD|, sé& finns det punkter Ag — Ay — A, — ... — A, med Ay = A,
A, = B och |A_1Ax| = |CD| fér k=1,2, ..., n. Enligt steg 1 &r |A;_,A;| = |C'D’|, s&
det foljer att |A'B’| = n|C'D’|.
Steg3: |AB| < |CD| = |A'B/| < |C'D|.

Om |AB| < |CD|, sé finns det en punkt E pa strickan CD sa att |AB| = |CE|.
Eftersom E’ ligger p4 C'D’ &r |A'B’| = |C'E’| < |C'D’| enligt steg 1.
Steg4: AB och CD ér godtyckliga strackor.

Lat n vara ett positivt heltal, och dela strackan AB i n lika delar. Lat EF vara en av
dessa delstrackor sa att |AB| = n|EF|. Lt slutligen m vara det heltal som uppfyller

m|EF| < |CD| < (m + 1)|EF]|.
For de projicerade strackorna A’B’, C'D’ och E'F’ géller enligt stegen 2 och 3 att
|A'B'| =n|E'F'| och m|E'F| < |C'D'| < (m+1)|E'F|.
Genom att dividera de bada olikheterna ovan med |AB| resp. |A’'B’| fér vi olikheterna

IC’'D'|  m+1

< — h
< < ocC ]A’B’\ < .

|AB| n

<

Sk

ICD|  m+1 m
n

Foljakligen ar
1 |CD| B |C'D’| 1

“n |AB| |A'B'| " n’

Denna olikhet géller for varje positivt heltal n. Det foljer att

|CD| _ |C'D’|
|AB| B |A’B’|’
vilket dr ekvivalent med likheten i satsen. O

Lat oss paminna om att tva trianglar kallas likformiga (forkortat ~) om motsvarande
vinklar i trianglarna dr kongruenta. Eftersom alla euklidiska trianglar har vinkelsumma
2R récker det forstds att krdva att tvd vinklar i den ena triangeln skall vara kongruenta
med respektive motsvarande vinklar i den andra triangeln. I foljande viktiga sats ges tva
andra kriterier for likformighet.
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Sats 3.2.2 (Likformighetssatsen) For trianglar AABC och AA'B'C’ dr foljande tre villkor
ekvivalenta:

(i) AABC ~ NA'B'C’

) AB|_|AC ,
= /A=/

(i1) AB] AC] och A A

’A/B/‘ B ‘A/C/’ B ’B/C/’
|AB| a |AC]| B |BC| -

(iii)

Bevis. (i) = (ii) och (i) = (iii): Antag att AABC ~ AA'B'C’. D4 &r speciellt LA =
[ A'. Vilj B" och C" pa AB resp. AC saatt |AB"| = |A'B'| och |AC"| = |A'C]].
Enligt S-V-S-kriteriet &r AB”"AC" = AB'A'C’, varfor

/B" = /B'" = /B. Linjerna B"C" och BC ir siledes pa- a )
rallella (sats 2.8.1) (eller sammanfallande). Strackorna AC” B,//A\’\C,, A
och AC kan dérfor uppfattas som projektioner av AB” och \ A
AB pa linjen AC parallellt med linjen BC. Det foljer nu av B C B C
sats 3.2.1 att
Figur 3.7

AC"| _ |AC]

|AB"| ~ |ABJ
vilket innebar att

|A'C'|  |AC|

A~ AB|’

och denna likhet dr ekvivalent med likheten i (ii). Darmed har vi bevisat implikationen
(1) = (7).
Om AABC ~ AA'B'C’, s& ar ocksé ABCA ~ AB'C'A’, s den redan visade
implikationen ger att
’B/CI’ B ’B/A/|
|IBC| ~ |BA|"

Darfor galler ocksa (iii).

(if) = (i): Antag att (ii) géller. Védlj B” pa stralen AB s4 att |AB"| = |A’B’|. Den

med BC parallella linjen genom B” skar AC ien punkt C”, och alternatvinkelsatsen
medfor att /B = L AB"C"” och /C = L/ AC"B". Trianglarna AABC och AAB"C" &r
med andra ord likformiga. Enligt implikationen (/) = (ii) dr darfor

|AB//| B |AC//|
|AB| ~ |AC|®

Pé grund av vart antagande dr emellertid

’ABN’ B ’A/B/‘ B ‘A/C/’
|AB| - |AB| B |AC|’

sd det foljer att
’ACII| B ’A/C/|
|AC| — |AC|”’
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dvs |AC"| = |A'C’|. Trianglarna AAB"C"” och AA'B'C’ &r saledes kongruenta (S-V-S-
kriteriet), och detta medfor forstas att trianglarna AABC och AA'B'C’ ar likformiga, dvs
(i) galler.

(iii) = (i): Antag att (iii) géller och 1dt k beteckna de tre kvoternas gemen-
samma virde. Lat AA”B”C” vara en triangel med /A" = /A, |A"B"| = k|AB| och
|A”C"| = k|AC|. P& grund av implikationerna (i) = (i) och (i) = (iii) géller d& dels
att AA"B"C" ~ AABC, dels att |B"C"| = k|BC|. Véart antagande medfor darfor att
|A"B"| = |A'B'|, |A"C"| = |A’C'| och |B"C"| = |B’C|, varfér trianglarna AA”B"C" och
AA'B'C' &r kongruenta (S-S-S-kriteriet). Foljaktligen &r AA’B’C’ likformig med AABC,
dvs (i) géller. a

Likformighetssatsen dr mycket anvandbar. Vi illustrerar detta genom att bevisa
nagra valbekanta satser med hjdlp av likformighetsresonemang.

Sats 3.2.3 (Pythagoras sats) Antagatt AABC dr ritvinklig vid hornet A. Dd dr

|BC|* = |AB|* + |AC|*.

Bevis. Lat D vara fotpunkten pd hypotenusan f6r hdjden B D
frdn hornet A. D& ar ADBA ~ AABC och ADAC ~
ANABC, varfor
DB| _|AB| . |DC| _ |AC| A ¢
|AB|  [BC| |AC|  [BC|® Figur 3.8
Det foljer att
|AB|* + |ACJ* = |DB| - |BC| + |DC| - |BC| = (|DB| + |DC|) - |BC| = |BC|*. O

Pythagoras sats har foljande omvandning.
Sats 3.2.4 Antag att sidorna i triangeln ANABC uppfyller
|BC|*> = |AB|* + |AC|>.
Da ir vinkeln vid hornet A riit.

Bevis. Lat AA’B'C’ vara en triangel med rit vinkel vid hornet A’ och med |A’B’| = |AB|
och |A'C’| = |AC|. Enligt forutsittningarna och Pythagoras sats tillimpad pa AA'B'C’
arda

IB'C'|> = |A’B'|* + |A'C'|* = |AB|* + |ACJ* = |BC|?,
dvs |B'C’| = |BC|. Trianglarna AA'B'C' och AABC ér séledes kongruenta (S-S-S-
kriteriet), och det foljer att / A &r rat. O

Vi har hittills bara berort areabegreppet i forbigdende. Men antag att vi vill definiera
arean av en triangel; enligt vad vi ldrt oss i skolan bor vi dé definiera arean av en triangel

med bas b och hojd I som —. Det finns emellertid en svdrighet med denna definition

som vi maste reda ut. En triangel har ju tre sidor och det dr darfor tankbart att uttrycket
bh antar olika varden beroende pa vilken sida som betraktas som bas. Detta intraffar
faktiskt i hyperbolisk geometri! I euklidisk geometri dr emellertid vardet detsamma for
alla tre sidorna, vilket 4r kontentan av foljande sats.
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Sats 3.2.5 Lit i AABC punkten A’ vara fotpunkten pd sidolinjen BC for hojden frin hornet
A och punkten B’ vara fotpunkten pd sidolinjen AC for hojden frin hornet B. Dd dr

|AA'| - |BC| = |BB'| - |AC|.

A
Bevis. Trianglarna AAA’C och ABB'C ér likformiga, var- .
for
|AA’|  |AC]|
(Fallet A’ = B’ = C ér forstas trivialt.) O )
Figur 3.9

Sats 3.2.6 (Bisektrissatsen) Ldt A’ beteckna skirningspunkten mellan BC och bisektrisen till
vinkeln / A itriangeln AABC. Da giller att

|A'B| | AB|

|A’C| — |AC|

Bevis. Lat B’ och C’ vara fotpunkterna fér normalerna fran
B och C mot bisektrisen. Trianglarna AABB’ och AACC’
ar likformiga, varfor

|AB| _ |B'B|

|AC| — |C'C|’

Om B’ = C' = A’ (vilket intridffar om AABC ér likbent med
BC som bas), sa ar beviset klart. I annat fall &r AA’BB’ och
AA'CC’' tvé likformiga trianglar med

Figur 3.10

|B'B| _ |A'B]|
iC'Cl A Cl

vilket tillsammans med likheten ovan ger satsen. O

Likformighetssatsen &dr en forutséattning for den geo-
metriska definitionen av sinus och cosinus. Lat ndmligen B
AABC och AA'B'C’ vara tva ritvinkliga trianglar met rita

vinklar vid hornen C och C' ochmed / A° =/ A =«a. D4

ar trianglarna definitionsmaéssigt likformiga, och det foljer A ¢
att Figur 3.11
|BC| _ |B'C|
|AB| - |A’B’|

I en ratvinklig triangel beror med andra ord kvoten mellan en katets langd och
hypotenusans ldangd enbart pa den mot kateten stdende vinkelns storlek a och inte pa
det speciella valet av triangel. Vi kan darfor entydigt definiera sinus for vinkeln & som
denna kvot, dvs
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Analogt kan cosinus for a definieras som

[AC]

cosu = ’AB‘

Detta definierar sinus och cosinus for alla vinklar i intervallet mellan 0 och R.
Definitionerna utstracks pa sedvanligt maner till godtyckliga triangelvinklar genom att
man satter

sin =sin(2R — B) och cosp = —cos(2R — p)

for R < B < 2R, samt
sinR=1 och cosR=0.

Det &r inte var avsikt att utveckla ndgon trigonometrisk teori har. Som demon-
stration och for framtida bruk skall vi dock formulera och bevisa tva trigonometriska
formler.

Sats 3.2.7 (Sinussatsen) I varje triangel AABC giller sambandet

sin /Z A° _sin/B°
|BC| B |AC| -

Bevis. Vi betraktar enbart det fall da vinklarna /A och C
LB &r spetsiga och Overlater at lasaren att genomfora de

triviala modifikationer som behdvs da en av dessa vinklar

ar rat eller trubbig. Hojden fran C skdr sidan AB ien punkt

D, och enligt definitionen av sinus ar A D B

|CD| = |AC| -sin £ A° = |BC| - sin £ B°. 0 Figur 3.12

Som sista tillimpning i det hdr avsnittet pa likformighetssatsen visar vi foljande
generalisering av bisektrissatsen.

Sats 3.2.8 Ldt A’ vara en punkt pd sidolinjen BC i A\ABC annan iin ndgot av hérnen. Da iir

|A’B| _ |AB|-sin/ A’'AB°
|A'C| ~ JAC|-sin ZATAC®

Bevis. Lat B’ och C’ vara fotpunkterna pa AA’ for nor-
malerna frdn hérnen B och C. D4 ar AA'BB’ ~ NA'CC/,
varfor

]A’B‘ _ ]BB/]

|A'C| — |cC'|”

(Likheten géller forstas trivialt i undantagsfallet B’ = C' =
A’)) Definitionen av sinus ger slutligen

|BB'| _ |AB|-sin/ A’AB°
|CC'| ~ |AC|-sin/ A’AC®’

0 Figur 3.13
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OVNINGAR

3.5 Ienratvinklig triangel dr kateterna 5 och 12 cm. Bestam langden av héjden mot hypotenusan.

3.6 I en romb forhaller sig diagonalerna som 3 : 4. Bestim diagonalernas lingder om rombens
omkrets ar 40 cm.

3.7 Punkten P ligger inuti rektangeln ABCD. Dess avstand till hornen A, B och C &r 3, 4 resp.
5. Bestam avstandet till hornet D.

3.8 I AABC idr |AB| =5, |BC| =6 och |CA| =7. Bestdam hojden frén hornet C.
a+b+c

39 1 AABC ér |BC| =a, |CA| =b och |AB| = c. Sitt p =
hornet A uppfyller sambandet
a’h? = 4p(p — a)(p — b)(p — o),

. Visa att hojden h fran

dvs visa Herons formel

T=/plp—a)p—b)p —c

for arean T av triangeln.

3.10 Triangeln AABC é&r likbent med |AB| = |AC| = 6 och |[BC| = 3. Bestim ldngden av
bisektrisen fran hornet B.

3.11 Visa bisektrissatsens omvandning: Om A’ ligger pé sidan BC i triangeln AABC och om
|A’B|/|A'C| = |AB|/|AC|,s& dar AA' bisektrisen till £ A.

3.12 Bisektrisen till yttervinkeln vid hornet A i AABC skir sidolinjen BC i en punkt D. Visa att
IDB|/|DC| = |AB|/|AC].

3.13 Harled sats 3.2.5 ur sats 3.2.7 och vice versa.
3.14 Bevisa cosinussatsen: Omi AABC, |BC|=a, |CA|=b, |AB| =c och £ A° = a, sa giller
a? = b* +¢* — 2bccosw.
3.15 Lat ABCD vara en parallellogram. Bevisa parallellogramlagen:
|AC|?* + |BD|? = 2| AB|* + 2| BC|?.

3.16 Konstruera med hjilp av passare och linjal de tvd punkter som delar en given strédcka i tre
lika delar.

3.17 En enhetsstrdcka och tvé strackor av langd a och b &r givna. Konstruera strackor av langd
ab och a/b med hjdlp av passare och linjal.

3.3 Delningsfoérhdllande

Lat a vara en linje. Om vi fixerar tvd punkter O och E pa a sant véljer OE som
enhetsstracka, sa finns det en unik bijektion ¢: 4 — R med egenskaperna

¢0) =0, &E)=1  och
|&(P) — &(Q)| = |PQ| foralla P, Qpaa.

Avbildningen ¢ kallas koordinatfunktionen med O som origo, OE som enhetsstriicka och

OF som positiv axel. Talet ¢(P) ar koordinaten for punkten P. (Se korollariet till sats
2.11.4)

Om koordinatfunktionen framgdr av sammanhanget eller dr ovasentlig for resone-
manget, betecknar vi ofta koordinaten for en punkt med samma symbol som punkten
sjdlv, dvs P kan sta bade for en punkt och f6r punktens koordinat.
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Koordinatfunktionen dr naturligtvis inte entydigt bestimd av linjen a, men det finns
ett enkelt samband mellan tvéd godtyckliga koordinatfunktioner for en linje. Lat namligen
¢ och ¢’ vara tva koordinatfunktioner med ¢ som ovan, och sitt

d=¢'(0) och c¢=¢'(E)-¢'(0)=¢'(E)—d.
Betrakta den avbildning 77, som definieras av att

ypy= S =1,

den &r bijektiv, 7(O) =0, #(E) =1 och

¢'(P) —¢'(Q) ‘ I&'(P) —¢"(Q)| _ ||PQ||
P — = = = y
I7(P) = 7Q) : &)~ ©0)] ~ [OF]
dér || - || betecknar det unika lingdmatt som fas om man som enhetsstricka véljer den
enhetsstracka som hor till koordinatavbildningen ¢’. De béda lingdmaétten | - | och

| - |/||OE]|| tilldelar strickan OE samma matt 1, s& de &r dérfor identiska, dvs

PRIl _

=l _pg).
joe) =Pl

Foljaktligen &r
(P) = 1(Q) = |PQ.

Bijektionen #: a — R uppfyller sdledes de villkor som bestammer ¢ entydigt. Det foljer
att 7 =¢, dvs
&'(P) = c&(P) +d for alla P pé a.

Detta bevisar foljande sats.
Sats 3.3.1 Sambandet mellan tvd koordinatfunktioner ¢ och ' till en linje a har formen
& =ct+d

dir ¢ och d dr reella konstanter och ¢ # 0.

Eftersom ¢'(P) — &'(Q) = ¢(&(P) — &(Q)), beror differensen &(P) — &(Q) pé valet av
koordinatfunktion ¢. Ddremot &r tydligen kvoten (C(P) — C(Q))/ (C(R) — C(S)) mellan
tva sddana differenser oberoende av ¢! Om P, A och B ar punkter pa linjen a, s& beror
darfor kvoten

¢(P) — ¢(A)
¢(B) — &(P)
enbart av punkterna. Vi kan darfor satta
: _ ¢(P) —¢&(A)
ML= ) )

for P # B.

Tydligen ar u(P; A, A) = —1 for alla P # A. Om A # B kallas u(P; A, B) for ett
delningsforhdllande; vi sager att P delar strickan frin A till B i forhillandet u(P; A, B).



3.3 Delningsforhallande 107

Sats 3.3.2 Antag att A och B ir tvd skilda punkter pd linjen a. Dd dr u(-) = u(-; A, B) en
bijektiv funktion fran a \ {B} till R\ {—1} och

uP)>0 < A—P—B
uP)=0 < P=A
~1<u(P)<0 < P—A—B

uP)< -1 <& A—B—P

Bevis. Eftersom definitionen av y inte beror pa valet av koordinatfunktion, kan vi vélja
den koordinatfunktion som ger A och B koordinaterna O resp. 1. Vi far da

u(P) = % (=-1+

1
1—P)'

Pastdendena i satsen verifieras nu enkelt. O

Innan vi géar vidare i vart studium av delningsforhédllandet behover vi utvidga
vart geometriska sprak. Mangden av alla linjer genom en given punkt P kallas for ett
linjeknippe av forsta slaget, och mangden av alla linjer som &r parallella med en given
linjen kallas ett linjeknippe av andra slaget eller ett parallellknippe. For varje parallellknippe
K infor vi en symbol cox. (Om parallellknippet framgar av sammanhanget, skriver vi
kortare oo istéllet for oox.) Vi kallar cox for en oindlighetspunkt och sdger att ooy ligger
pi varje linje som ingar i parallellknippet K. Daremot ligger oox utanfor alla andra linjer.

Med dessa konventioner har tva parallella linjer en unik skdrningspunkt, ndmligen
den till linjerna hérande odndlighetspunkten. Fordelen med vart utvidgade sprak ar
sdledes att varje par av linjer har en unik skdrningspunkt, och vi behover i den fortsatta
diskussionen inte skilja pd olika fall beroende pd om linjerna &r parallella eller ej.

Observera att om A é&r en riktig punkt och oo dr en odndlighetspunkt, sa finns det
en unik linje som gdr genom A och oo, ndmligen den linje genom A som tillhor det mot
oo (= oox) svarande parallellknippet K. Linjen betecknas forstds Aco.

For att tvd skilda oandlighetspunkter skall bestimma en unik linje, maste vi slutligen
utvidga vért sprak med en symbol ¢, , som vi kallar odndlighetslinjen. Pa odndlighetslinjen
ligger alla oandlighetspunkterna men inte ndgra riktiga punkter.

Tva riktiga linjer dr parallella om de inte har ndgon gemensam riktig punkt. I
konsekvens med detta betraktar vi odndlighetslinjen sdsom varande parallell med varje
annan linje.

Observera att var utvidgning med odndlighetspunkter och odndlighetslinjen géller
sprdket och inte de primitiva begreppen punkt och linje. Oandlighetspunkterna och
oandlighetslinjen berdrs saledes inte av vara axiom; de dr enbart "sprdkliga symboler"
som inforts for att vi skall kunna formulera ett antal definitioner, satser och bevis pa ett
enkelt och bekvamt sétt.

Nar vi i fortsdttningen av detta och foljande tva avsnitt 3.4 och 3.5 talar om punkter
och linjer sa inkluderar vi ocksa odndlighetspunkter och odndlighetslinjen. Om vibehover
framhéva att en punkt eller linje dr en "riktig" punkt eller linje, s& kallar vi den dkta.

Vi dtervander nu till delningsforhéllandet y(P; A, B). Eftersom u(P; A,B) — —1 da
¢(P) — foo, dr det naturligt att definiera

u(oo; A, B) = —1

for oandlighetspunkten co pa linjen AB.

Foljande rakneregler kan ibland anvédndas for att forenkla uttryck som innehaller
produkter av delningsférhdllanden.
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Sats 3.3.3 (Cyklisk permutation) (i) Om A, B och C ir tre dkta punkter i linje, si giiller att
WA;B,C) - w(B;C, A) - u(C; A, B) = 1.

(ii) Antagatt A1, Ay, ..., Ay dr ikta punkter i linje och att P dr en annan godtycklig punkt
pd samma linje. Da dr

W(P; A1, Ap) - w(P; Az, A3) - ... - uw(P; Ay, A1) = (=1)".

Bevis. (i) Produkten i vénsterledet dr enligt definitionen

A-B B—C C—-A _

C_ A A_B B_C -

(i) Om P &r linjens odndlighetspunkt, sd &r alla n faktorerna lika med —1. Om P

ar en dkta punkt, sd dr produkten lika med
P—A; P—-A P—A,
Ap—P A3—P A —P

= (—1y". 0

Det som gor delningsforhallandet till en sa betydelsefull storhet dr dess invarians
under parallellprojektion. Vi har ndmligen

Sats 3.3.4 (Invarianssatsen) Ldt A och B vara ikta punkter pd en linje a, och lit P vara en
godtycklig punkt skild fran B pd a. Lat A’, B’ och P’ vara projektionerna av A, B och P pi en
linje b parallellt med en linje t som inte ir parallell med a eller b. Da dr

u(P; A,B) = u(P’; A’, B').

Bevis. Om P &r odndlighetspunkten pa a sa ar P’ oand- ¢ B P_,
lighetspunkten pa b, och i detta fall &r bada delningsforhal- A
landena lika med —1.
Antag dérfor att P dr en dkta punkt; enligt sats 3.2.1 )

ar dé / / / /

|AP| _|A'P/| AL BP

|PB|  |P'B'|’ Figur 3.14
dvs

P—A| _|AP| _|AP| _ [P~ A

P;A,B)| = = = = = |u(P’; A’, B)]|.
Debada delningsforhallandena har vidare samma tecken, ty parallellprojektionen bevarar
ordningen mellan punkter (A — P — B = A’ — P’ — B’). De &r darfor lika. O
OVNINGAR

3.18 A och B ar givna punkter. Konstruera med passare och linjal den punkt P som delar strackan
fran A till B i forhallandet

a)l b2 o -2 d)—% e) V2

3.19 Punkterna A och B &r givna liksom strdckorna PQ och RS. Konstruera med hjilp av passare
och linjal de punkter C och D som uppfyller

[PQ| PQ|

w(C; A, B)= RS och w(D; A, B) = “TRS|
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3.20 Bevisa Stewarts sats: Om A, B och C dr punkter ilinje och P &r en godtycklig punkt, sa ar
|PA|*(C — B) + |PB|*(A — C)+ |PC|*(B— A)+ (C — B)(A— C)(B— A) =0.
[Ledning: Reducera med hjdlp av Pythagoras sats det allmanna fallet till det fall da P ligger
pa linjen genom A, B och C.]
3.21 Anvéand Stewarts sats for att berdkna lingderna av
a) medianerna
b) bisektriserna
ien triangel med sidoldngerna a, b och c.

3.22 Bevisa Steiner—-Lehmus sats: Om bisektriserna till tva vinklar i en triangel ar lika ldnga, sa ar
triangeln likbent.
[Ledning: Anvénd resultatet i foregaende 6vning.]

3.4 Cevas och Menelaos satser

Fran de tre hornen i en triangel kan man dra ett antal geometriskt intressanta linjer
som — tagna tre i taget — skdr varandra i en punkt. Medianerna, bisektriserna och
hojderna &r typiska exempel péd sadana linjer. Med hjdlp av delningsforhallanden kan
man formulera ett enkelt kriterium for att linjer fran en triangels tre horn skall ha en
gemensam skdarningspunkt (Cevas sats). Ett analogt kriterium innehaller ett nodvandigt
och tillrackligt villkor for att tre punkter pa en triangels sidolinjer skall ligga i linje
(Menelaos sats). I det hdr avsnittet skall vi bevisa och tillimpa dessa tva viktiga resultat.

Den ena riktningen av Menelaos sats foljer som specialfall av foljande mer generella
resultat.

Sats 3.4.1 Lit Ay, Ay, ..., A, vara n dkta punkter och antag att a dr en linje som inte
passerar genom ndgon av dessa punkter. Sitt A,.1 = Ay och lit P; beteckna skirningspunkten
mellan linjen a och linjen A;Aix fori=1,2, ..., n. Dddr

|_| w(P; Aj, Aia) = (=1)".

=1

Bevis. Fallet att a dr oandlighetslinjen dr trivialt, ty dd &r alla skdrningspunkterna P;
oandlighetspunkter, varfor p(P;; A;, Aiv1) = —1 for alla i. Antag darfor att a ar en dkta
linje, och 1&t b vara en annan linje som skér a i en dkta punkt P. Kalla projektionen av
punkterna A; pa b parallellt med a for A!. (Se fig 3.15.)

Ai+2

= A b

i+2

AT P Al

i+1

Figur 3.15
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Om a inte &r parallell med linjen A;A;.1, sd dr P; en dkta punkt vars projektion pa
b &r P. Invarianssatsen ger darfor i detta fall att
u(P;; Ai, Ainr) = w(P; Aj, Aly).
Denna likhet géller emellertid dven ifall a dr parallell med A;A;;1, tyisd fall &r P; odndlig-
hetspunkten pa linjen A;A;.1 och Al = Al (¥ P), varfor bada leden definitionsméssigt
ar lika med —1. Med hjalp av (ii) i sats 3.3.3 far vi darfor

|_| w(Pi; Ai, Ain) = |_| u(P; Aj, Aly) = (=" O
i=1 i=1

For trianglar AA; A, Aj dr villkoret i sats 3.4.1 ocksa tillrackligt for att punkterna P;
skall ligga i linje, som vi strax skall se.
__ Entrippel (A’, B’,C’) bestdende av icke-hdrnpunkter pa sidolinjerna BC, CA och
AB till triangeln AABC kallas en menelaostrippel till triangeln. En linje fran ett horn till
en menelaospunkt pa motstdende sidolinje, t ex AA’, kallas en cevian.

Observera att vi tillater att oandlighetspunkter ingar i menelaostripplar. Exempelvis
dr den med sidolinjen BC parallella linjen genom hornet A en cevian; den fas ndmligen
som AA’ da A’ ar odndlighetspunkten pa sidolinjen BC.

Sats 3.4.2 (Menelaos sats) Ldt (A’, B', C") vara en menelaostrippel till triangeln AABC. De
tre menelaospunkterna ligger i linje om och endast om

(%) u(A’;B,C)- u(B’;C,A) - u(C'; A,B) = —1.

Bevis. Nodvandigheten av villkoret (x), som vi kallar mene-

laosvillkoret, dr ett specialfall av foregdende sats. Antag om- C
vant att menelaosvillkoret dr uppfyllt. Lat a vara linjen B
genom A’ och B'; vi skall visa att dven C’ ligger pd a. Lat

darfor C” beteckna skdrningspunkten mellan a och sidolin- 4

jen AB.Daar A', B/, C" menelaospunkter i linje, sd vi kan A B O
anvinda den redan bevisade delen av satsen och erhaller

sambandet Figur 3.16

wA’;B,C) - u(B;C,A)- w(C"; A, B) = —1.
Genom att dividera likheten ovan med likheten i (x) erhaller vi
u(C"; A, B)=u(C’; A, B).

Det foljer at C" = C’, ty delningsforhallandet u(P; A, B) bestimmer punkten P entydigt.
Punkterna A’, B’ och C’ ligger saledes pd linjen a. O

Sats 3.4.3 (Cevassats) Lt (A’, B',C’) vara en menelaostrippel till triangeln ANABC. De tre
cevianerna AA’, BB’ och CC' har en gemensam skirningspunkt om och endast om

() u(A’;B,C)- u(B’;C, A) - u(C'; A, B) = 1.

Vi kallar villkoret () for cevavillkoret.
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Bevis. Antag att de tre cevianerna skdr varandra i punkten A
M. Minst en av menelaospunkterna maste vara en &kta

punkt, och vi kan utan inskrankning anta att C’ ar dkta. c
Betrakta de tva trianglarna AC’BC och AC'CA. Trippeln
(A’, M, A) ar en menelaostrippel av punkter i linje till den
forstnamnda triangeln, och (B’, B, M) ar en menelaostrip-
pel av punkter i linje till den sistndimnda triangeln. Enligt
Menelaos sats ar darfor Figur 3.17

B/

B A’ C

wAB,C)- u(M;C,C") - w(A;C",B)= —1 och u(B";C, A) u(B; A, C")- w(M;C',C) = —1.
Thopmultiplikation ger
(#(A”;B,C) - u(B’;C, A)) - (W(M;C,C") - u(M; C', C)) - (1(A; C', B) - u(B; A, C")) = 1.

Den andra parentesen ar lika med 1 pa grund av rakneregel (ii) i sats 3.3.3, och den tredje
parentesen dr pa grund av (i) och (ii) i samma sats

1

S
T A MO

Déarmed har vi visat att cevavillkoret dr uppfylit.

Antag omvant att cevavillkoret dr uppfyllt. Lat M vara skdrningspunkten till
cevianerna AA’ och BB/, och betrakta linjen CM; denna skér sidolinjen ABien punkt
C”. Vi har nu att visa att C" = C’, ty detta &r liktydigt med att de tre givna cevianerna
skdr varandra i en punkt (i M). Den redan bevisade delen av Cevas sats ger emellertid
att

u(A’;B,C) - u(B';C, A)- u(C"; A, B) = 1.
Det foljer dérfor av cevavillkoret att u(C”; A, B) = u(C’; A, B), dvs att C" = C'. 0

Menelaos sats harstammar fran antiken, medan den nirbesliktade Cevas sats inte
upptdcktes forran i slutet av 1600-talet; den publicerades 1678 av den italienske matema-
tikern GIOVANNI CEVA (ca 1647-1736).

Med hjilp av Cevas sats skall vi nu visa de védlkdnda resultaten om medianernas,
bisektrisernas och hojdernas skarningspunkter. Vi erinrar om att en median i en triangel
ar en linje genom ett horn och motstaende sidas mittpunkt.

Sats 3.4.4 De tre medianerna i en triangel gdir genom en punkt, som kallas triangelns tyngd-
punkt.

Bevis. For mittpunkterna A’, B’ och C’ pa sidorna BC, CA och AB i triangeln AABC
géller u(A’;B,C) = u(B’;C, A) = u(C’; A,N) = 1, sa cevavillkoret dr uppenbarligen upp-
fyllt. O

Sats 3.4.5 De tre inre bisektriserna i en triangel gdr genom en punkt (inskrivna cirkelns
medelpunkt).

Bevis. (Se sats 2.12.7 for ett alternativt bevis.) Lat bisektriserna till hérnen A, B och
C i triangeln AABC skdra motstdende sidor i punkterna A’, B’ och C’. Pa grund av
bisektrissatsen (sats 3.2.6) ar

|A'B| | AB| |BC| |CA]|

— u(B’;C,A) = — u(C; A, B) = ——

/. _
MATB O = 12¢] 1Al BA|’ CB|’
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varfor
|AB| |BC| |AC| _

|AC| " [AB| |BC| ~

Péstdendet foljer darfor ur Cevas sats. O

u(A’;B,C) - u(B’;C, A) - u(C'; A, B) = 1

Sats 3.4.6  De tre hojderna i en triangel gdr genom en punkt, som kallas triangelns ortocentrum.

c B/

L
B Al C

Figur 3.18
Ortocentrum O i spetsvinklig resp. trubbvinklig triangel AABC

Bevis. Om triangeln &r ratvinklig, sd gar samtliga hojder genom hornet med rat vinkel.
Antag darfor att AABC ej dr ratvinklig, och lat A’, B’ och C’ vara fotpunkterna for
hojderna fran hornen A, B och C. Om triangeln dr spetsvinklig sd ligger alla tre fotpunk-
terna pa triangelsidorna, och om den ar trubbvinklig ligger tvd av fotpunkterna utanfor
triangelsidorna. I bada fallen 4r produkten av de tre delningsfoérhallandena p(A’; B, C),
u(B';C, A) och u(C’; A, B) positiv. For att visa att cevavillkoret ar uppfyllt racker det
dérfor att visa att beloppet av denna produkt dr 1.

Betrakta de ratvinkliga trianglarna AAA’C och ABB'C; trianglarna &r likformiga
eftersom £ ACA’ = / BCB’, och det foljer att

|ICB'| _ |CB|

|ICA’| ~ |CA|’

Analogt fas

|AB'| ~ jAB] ¢ IBC'| ~ [BC|

Genom att multiplicera ihop dessa likheter erhaller vi

|AC'|  |AC| h |[BA'| _ |BA]|

|BA’| |CB'| |AC/|
[CA] [AB'] |BC/|
_ICB'| |AC'| |BA'| _|CB| |AC| [BA| _
" |CA'| |AB| |BC'| ~ |CA| |AB| |BC| ~

\u(A’;B,C) - u(B’;C, A) - u(C’; A, B)| =

1- D

Tva trianglar AABC och AA’B’C’ kallas kopolira om det finns tre linjer 4, b och ¢
med gemensam skirningspunkt O sd att a gir genom A och A’, b gar genom B och B/,
samt ¢ gar genom C och C’. Trianglarna kallas koaxiala om det finns tre punkter A”, B”
och C” ilinje sd att A” ligger pa sidolinjerna BC och B'C’, B” ligger pa sidolinjerna CA
och C'A och C” ligger pa sidolinjerna AB och A’B’.

Vi har formulerat definitionerna av kopolaritet och koaxialitet s& att de skall vara
meningsfulla for varje par av trianglar. Om motsvarande horn i de bada trianglarna dr
skilda, sd &r forstds linjerna a, b och c entydigt bestimda (som AA’, BB’ och CC’), och




3.4 Cevas och Menelaos satser 113

om motsvarande sidolinjer &r skilda, s& &r punkterna A”, B” och C” entydigt bestimda
som skdrningspunkter till motsvarande sidolinjer.

Figur 3.19

Foljande sats dr grundlaggande inom den s k projektiva geometrin.

Sats 3.4.7 (Desargues sats) Kopolira trianglar dr koaxiala, och omuvint.

Bevis. Man verifierar latt att tvd trianglar dr saval kopolédra som koaxiala om ett par av
motsvarande horn sammanfaller eller om ett par av motsvarande sidolinjer sammanfaller.

Vi inskrianker oss dérfor till att betrakta trianglar AABC och AA'B'C’ i vilka
motsvarande horn och motsvarande sidolinjer &r skilda. Satt a = AA’, b= BB’, c = CC/,
och 1at A”, B”, C" beteckna skédrningspunkterna mellan i tur och ordning BC och B'C/,
CA och C'A’, samt AB och A’B’. Vi skall visa att linjerna a, b och ¢ har en gemensam
punkt O om och endast om punkterna A”, B” och C” ligger i linje.

Antag forst att linjerna a, b och ¢ skér varandra i en dkta punkt O. Da ar (A”,C’, B')
en menelaostrippel av punkter i linje till AOBC, (B”, A’, C’) en menelaostrippel av punk-
ter i linje till AOCA, och (C”, B’A’) en menelaostrippel av punkter i linje till AOAB.
Menelaos sats ger darfor de tre likheterna

"l/l(AN} B; C) ° "l/l(C/, C, O) . V(B/’ O, B) = —1,
‘u(B//; C’ A) . V(A/’ A’ O) . V(C/, O, C) — _1,
w(C"; A,B) - u(B’;B,0) - u(A’;0,A) = —1.

IThopmultiplikation av de tre vansterleden under iakttagande av (ii) i sats 3.3.3 ger
u(A";B,C) - u(B";C, A) - w(C"; A, B) = —1.

Men (A”,B”,C") &r en menelaostrippel till triangeln AABC, s& det foljer darfor av
ovanstdende likhet att punkterna A”, B” och C” ligger i linje.

Antag hiarnést att skarningspunkten O &r en odndlighetspunkt, dvs att linjerna a, b
och ¢ drparallella. Viskallvisaatt A”, B” och C" ligerilinje med ett motsigelseargument.
Antag namligen att de tre punkterna ej ligger i linje; da &r linjerna A”B"” och B”C” skilda,
icke-parallella linjer s& minst en av dem, d = B”C” sdg, ar inte parallell med linjen 4. Lat
nu A* och A*™ vara skdrningspunkterna mellan d och BC resp. d och B'C’. Se fig. 3.20.
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B d

Figur 3.20

Enligtantagande ar A** # A*, och vidare dr projektionen AT av A pé BC parallellt
med a4 skild fran A*. (A*, B”,C") och (A**, B”, C") dr menelaostripplar av punkter i linje
till trianglarna AABC och AA'B'C’, varfor

u(A*;B,C)- u(B";C,A)- w(C"; A,B)= -1 och
u(A*;B',C"y - u(B";C', A’y - u(C"; A', B') = —1.

Eftersom delningsforhallande &dr invariant under parallellprojektion, i det hér fallet
projektion parallellt med linjen a, dr vidare

WA B, CY=u(Al;B,C),  wB’;C,A)=uB";C,A)  och
u(C"; A', B") = u(C"; A, B).

Det foljer darfor ur de tva likheterna ovan att
(A% B,C) = u(AT; B,C),

dvs att A* = AT, vilket &r en motsdgelse. Darmed &r den ena riktningen av Desargues
sats bevisad.

Antag omvént att trianglarna &r koaxiala, dvs att A”, B”, C” ligger pd en linje x.
Lat O vara skdrningspunkten mellan linjerna a och b. Vi skall visa att O ocksa ligger

pa c. Lat for den skull C* beteckna skdrningspunkten mellan linjen OC och sidolinjen
A'C’. Se tig. 3.21.

Figur 3.21
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Om C* = (' sa ar saken klar, sa antag darfor att C* # C'. Eftersom trianglarna
AABC och AA'B'C* &r kopoldra kan vi tillimpa den redan bevisade delen av Desargues
sats fOr att dra slutsatsen att de dr koaxiala, dvs skdrningspunkten A** mellan sidolinjerna
BC och B’C* ligger i linje med punkterna B” och C”. Detta innebér att A** ligger pa x,
och eftersom C* # C" ar A** # A”. Punkterna A** och A" ligger emellertid ocksa pa
BC, varfor x = BC.

Med exakt samma argument visar vi att x = CA. Foljaktligen &r BC = CA, vilket dr
en motsdgelse. Darmed &r Desargues sats fullstandigt bevisad. 0

Desargues sats galler dven for trianglar som ligger i olika plan, och beviset ovan gér
igenom &dven i detta fall.

OVNINGAR

3.23 Visa att de yttre bisektriserna till tvd hérn i en triangel samt den inre bisektrisen till det tredje
hornet gér genom en punkt.

3.24 Visa att de yttre bisektriserna i en triangel skiar motstadende sidolinjer i tre punkter som ligger
ilinje.

3.25 Visa att de inre bisektriserna till tvd av hornen i en triangel samt den yttre bisektrisen till det
aterstdende hornet skdr motstdende sidolinjer i tre punkter som ligger i linje.

3.26 Den i triangeln AABC inskrivna cirkeln tangerar sidorna BC, CA och AB i punkterna
A’, B och C'. Visa att cevianerna AA’, BB’ och CC’ gér genom en punkt (triangelns
Gergonnepunkt).

3.27 De tre vidskrivna cirklarna tangerar sidorna i AABC i punkterna A’, B’ och C’. Visa att

cevianerna AA’, BB’ och CC’ gér genom en punkt (triangelns Nagelpunkt). (En vidskriven
cirkel har sin medelpunkt utanfor triangeln och tangerar en av sidorna och de 6vriga tva
sidolinjerna.)

3.28 Antag att cevianerna AA’, BB’ och CC’ i AABC gér genom punkten P. Visa att
u(P; A, A') = u(C’; A, B)+ u(B; A, C).
3.29 Visa med hjdlp av féregdende 6vning att triangelns tyngdpunkt delar medianerna i férhallan-
det2:1.

3.30 Antag att cevianerna AA’, BB’ och CC’ i AABC har en gemensam punkt P i det inre av
triangeln. Visa att
PA’| |PB| _|PC]

+ + =1.
|AA’| ~ |BB| |CC|

3.31 C’ &r en punkt pa diagonallinjen AC i parallellogrammen ABCD, B’ ligger pa sidolinjen
AB, D' pé sidolinjen AD och A’B'C'D’ ér en parallellogram. Visa att linjerna AC, BD’ och
DB’ gar genom en punkt.

3.32 Pa sidorna BC, CA och AB i triangeln AABC konstrueras utvandigt liksidiga trianglar
ABCA', ACAB’' och AABC'. Visa att linjerna ‘AA’, BB och CC’ gdr genom en punkt

Py. (Om ingen triangelvinkel 6verstiger120°, s d&r Py den punkt som minimerar uttrycket
|AP|+ |BP|+|CP|.)

3.5 Dubbelforhallande

Lat A, B, C, D vara fyra punkter pa en linje, och antag till att borja med att punkterna
A och B ar dkta. Kvantiteten

, _ uw(C; A, B)
(A/ B/CI D) - V(D,A,B)
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kallas for dubbelforhillandet av punkterna A, B, C, D.
Om samtliga punkter ar dkta ar tydligen

C-A B-D

) (ABCD)= 5= 5 s

(dér viihogerledet foljer var konvention att beteckna en punkts koordinater med samma
symbol som punkten), medan t ex

(A4,B;C,00)==—5¢
om oo dr linjens odndlighetspunkt.

Genom att ldta A resp. B ga mot odndlighetenihogerledetav (1) inser vi att foljande
definition av dubbelférhédllandet dr naturlig i de fall da en av de tva forsta punkterna dr
linjens odndlighetspunkt:

B—-D C—-A
(OO,B,C,D)—ﬁ OCh (A,OO,C,D)—D_A.

Dubbelforhédllandet beror av de fyra punkternas ordning; punkterna kan permuteras
pé 24 olika sétt, men de 24 motsvarande dubbelforhallandena antar hogst sex olika varden.
Vi har namligen

Sats 3.5.1 Sitt (A,B;C,D)=r.
(i) Dubbelforhdllandets virde indras inte dd tvd punkter byter plats med varandra och samtidigt
de tvd andra punkterna byter plats med varandra, dvs

(A,B;C,D) = (B,A;D,C) = (C,D; A,B)=(D,C; B, A) = r.

(ii) Om endast de tvd forsta punkterna byter plats med varandra, si dndras dubbelforhdllandets
viirde till 1/r.

(iii) Om endast de tvd mellersta punkterna byter plats med varandra, si dndras dubbelforhdllan-
dets viirde till 1 —r.

Beviset for sats 3.5.1 dr en réttfram verifikation och uteldmnas. Satsen har foljande
korollarium.

Korollarium  Sdtt (A,B;C,D)=r. Dd ir

(i) (A,B;C,D)=(B,A;D,C)=(C,D;A,B)=(D,C;B,A)=r
(ii) (B,A;C,D)=(A,B;D,C)=(C,D;B,A)=(D,C;A,B)=1/r
(iii) (A,C;B,D)=(C,A;D,B)=(B,D;A,C)=(D,B;C,A)=1—r
(iv) (C,A;B,D)=(A,C;D,B)=(B,D;C,A)=(D,B;A,C)=1/(1—7)
(v) (C,B;A,D)=(B,C;D,A)=(A,D;C,B)=(D,A;B,C)=r/(r — 1)
(vi) (B,C;A,D)=(C,B;D,A)=(A,D;B,C)=(D,A;C,B)=(r—1)/r.
Om A, B, C, D ér fyra punkter i linje med (A, B;C, D) = —1 sd sédges (A, B) och

(C; D) vara tva harmomska punktpar.

I definitionen av harmoniska punktpar &r, pa grund av (i) och (ii) i korollariet ovan,
dels ordningen mellan punktparen, dels den inbordes ordningen mellan punkterna inom
varje par, ovdsentlig. Exempelvis dr (D, C) och (A, B) ocksd harmoniska punktpar om
(A, B) och (C,D) ar harmoniska. Av den anledningen kan vi kalla tva strickor AB och
CD harmoniska om motsvarande punktpar (A, B) och (C, D) dr harmoniska.

For dkta punkter A och B dr villkoret (A,B;C,D) = —1 ekvivalent med att
u(C; A,B) = —u(D; A, B), och foljaktligen ligger den ena av punkterna C och D pd



3.5 Dubbelforhallande 117

strickan AB medan den andra ligger utanfor. Vi ser ocksa att det givet A, B och C alltid
finns en fjarde punkt D sd att (A, B) och (C, D) dr harmoniska; punkten D kallas den
fjirde harmoniska punkten till AB och C.

Den fjarde harmoniska punkten till en stracka och dess mittpunkt dr odndlighets-
punkten.

I fortsattningen kommer vi ofta att utnyttja foljande karakterisering av harmoniska
strackor.

Sats 3.5.2 Ldt AB wvara en striicka med mittpunkt O, och lit C och D wvara tud punkter pd
linjen AB. Striickorna AB och CD dr harmoniska om och endast om

(O—C)-(O—D)=|0A]

Bevis. Villkoret &r oberoende av valet av koordinatsystem for linjen AB. Vi viljer
dérfor system sa att A, O och B far koordinaterna —1, 0 resp. 1 och kallar C:s och D:s
koordinater for ¢ resp. d. Da blir

c+1 1—d_1+c—d—cd
1—¢c d+1 1—c+d—cd’

(A,B;C,D) =

varfor
(A,B;C,D)=—1 & cd=1 & (O—C)O—D)=|0A]. O

Sats 3.5.3 Lt (C,X,Y) och (D, X, Y) vara menelaostripplar till AOAB. Om cevianerna OC,
AX och BY har en gemensam punkt och om menelaospunkterna D, X och Y ligger i linje, s dr
(A, B) och (C, D) harmoniska punktpar.

Bevis. Cevas och Menelaos satser ger o
w(C; A, B) - u(X;B,0) - u(Y;0,A)=1  och Y .
uw(D; A, B) - u(X;B,0) - u(Y;0,A) = —1,
varur foljer att u(C; A, B) = —u(D; A, B). O A C B D
Figur 3.22

Sats 3.5.3 visar att man kan konstruera den fjarde harmoniska punkten D till en
given stracka AB och punkt C med enbart linjal: Vilj forst O godtyckligt utanfor linjen
AB och X godtyckligt pa sidan OB i AOAB. Bestim dérefter skarningspunkten M
mellan cevianerna OC och AX, samt skirningspunkten Y mellan sidolinjen OA och
linjen BM. Lat slutligen D vara skdrningspunkten mellan XY och AB.

Anledningen till att delningsforhdllandet dr sa anvandbart dr att det &r invariant
under parallellprojektion. Pa liknande sitt forklaras dubbelforhallandets betydelse av
dess invarians under en mer generell typ av projektion, som vi nu skall definiera.

Lat 4’ vara en &dkta linje, och 1at O vara en punkt

utanfor a’. For varje punkt P # O finns det en unik punkt o)
P’ pd a’ sd att O, P och P’ ligger i linje. Avbildningen P

P — P’ kallas centralprojektion frain O pd a’ eller med O

som centrum.

Observera att vi far parallellprojektion som specialfall P’ ?

genom att ldta centrum O vara en odndlighetspunkt. Figur 3.23
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Sats 3.5.4 Dubbelforhillandet dr invariant under centralprojektion, dvs om A, B, C, D idr
fyra punkter utefter en linje a och om A’', B', C', D' dr deras bilder med avseende pdi en
centralprojektion med centrum i en punkt O utanfor a, sd ir

(A',B';C',D') = (A, B;C,D).

Bevis. Hogst en av de fyra punkterna A, B, C, D &r en

oandlighetspunkt, och motsvarande géller for deras bild- a 0
punkter. Vi kan darfor utan inskrankning anta att A, B,

A’ och B’ ar dkta punkter. Betrakta dessa fyra punkter i C
ordningen ABB’A’. Linjen OC skar linjerna AB, BB, B'A’ A
och A’A i punkterna C, O, C’ resp. O, och sats 3.4.1 ger

darfor B’

c’ A’
1u(C; A, B)- u(O; B, B') - u(C'; B, A') - w(0; A', A) = (-1)* = 1, &

i Fi 3.24
varur foljer att igur

u(C; A, B) - u(C’; B!, A’y = u(0; A, A') - u(O; B, B).

Produkten u(C; A, B) - u(C’; B’, A’) dr med andra ord oberoende av punkten C! Foljakt-
ligen &r

w(C; A,B)- u(C";B', A’) = w(D; A, B) - w(D'; B', A"),
dvs

. . R/ !/

W(Di A B) ~ u(Ci B, Ay ~ D/ CiB A) =L BLCL D). 0

Korollarium 1 Lit Ay, Ay, As, A4 vara fyra punkter pd en linje a, lit Ay, A, A, A}
vara fyra punkter pd en annan linje a’, och antag att det finns en punkt O sd att Ay, Az och A4
projiceras pd A}, A} resp. Ay under centralprojektion fran O. Dd projiceras Ay pd A} under
samma centralprojektion om och endast om

(*) (Al/ AZ; AS/ A4) = (Alll Aé/ {%/ AZ{)

Bevis. Léat A} varabilden pd a’ av A; under centralprojektionen fran O; da ar
(A1, Ag; Az, Ag) = (A7, Ay A, AY),
varfor A} = A om och endast om (x) géller. O

Korollarium 2 Lit a och a’ vara tvd linjer som skiir varandra i en punkt A. Lit A1, Aa, As
vara tre andra punkter pd a och A, A}, A} tre andra punkter pd a'. Dd skir linjerna A1 A7,
Ay Al och A3 Al varandra i en punkt om och endast om

(Alr AZ; A3/ A) = (Alll Aél A/3/ A)

Bevis. Léat O vara skdrningspunkten mellan linjerna A, A/, och A3A}. Under central-
projektionen fran O pa a’ projiceras A, Az och A pa A}, A} och A. Korollarium 1 ger

darfor att A1 A} gar genom O om och endast om villkoret i korollarium 2 ar uppfyllt. O
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P& grund av sats 3.5.4 dr det mojligt att definiera dub-
belforhillandet (a, b; c, d) for fyra linjer ur ett linjeknippe. Antag
namligen att a, b, c och d ar fyra linjer genom en (dkta eller
odndlig) punkt O, och 14t t och t' vara tva linjer som inte
gar genom O och skir de fyra forstndimnda linjerna i punk-
terna A, B, C, D resp. A’, B, C', D'. Enligtsats 3.5.4 &r da
(A,B;C,D)=(A’,B’;C’,D’). Kvantiteten (A, B; C, D) beror
sdledes enbart av linjerna a, b, ¢ d och inte av transversalen
t. Detta berittigar till definitionen Figur 3.25

(a,b;c,d) = (A, B;C, D).

For linjer a, b, ¢, d ur ett linjeknippe av forsta slaget kan vi uttrycka dubbelforhal-
landet (a, b; c, d) med hjélp av sinus for vinklarna mellan linjerna. Antag att linjerna gar
genom O, och lat t vara en transversal till linjerna med &kta skdrningspunkteri A, B, C
resp. D. Satt 0, = L AOC®, 0 = LCOB°®, 6,5 = L AOD® och 04, = / DOB°. Enligt sats
3.2.8 tillimpad pa triangeln AOAB galler da

|AC|  |OA| - sinf,
ICB| ~ |OB| - sinf,

|AD|  |OA]|-sinfy

h - .
o¢ IDB| ~ |OB| - sin g

Division ger
|AC| |DB| _sinfl,. sinfy
ICB| |AD| sinf,; sinfy’

Foljaktligen &r
sinf,. sin6fy,

(a,b;c,d) =(A,B;C,D) = £— - ,
sinf., sinf,

dér plustecknet skall véljas om punkterna C och D bada ligger pa strackan AB eller bada
ligger utanfér samma stracka, och minustecknet skall véljas ifall en av punkterna C och
D ligger pa strackan AB.

Vi kan uppfatta 6, som vinkeln mellan linjerna a och c; det spelar déarvid ingen roll
vilken av de bada supplementvinklarna som vi véljer, ty supplementvinklar har samma
sinus.

Sammanfattningsvis har vi kommit fram till f6ljande sats.

Sats 3.5.5 For linjer a, b, c och d ur ett linjeknippe av forsta slaget ir

sinf,, sinfy

(a,b;c,d) =¢

sinf,; sinf,’

diir 8y, betecknar vinkeln mellan linjerna x och y, och koefficienten € dr lika med +1 om linjerna
c och d endast gdr genom tvd av de fyra vinkelomriden som definieras av linjerna a och b, och
€ = —1 i ovriga fall.

Sats 3.5.6 Ldt a1, ay, az, as vara fyra linjer ur ett linjeknippe genom O, och lit ay, a}, a}, a
vara fyra linjer ur ett annat linjeknippe genom O’ med a; # ay. Lit A;, i =1, 2, 3, 4, beteckna
skiirningspunkten mellan a; och a! (en godtycklig punkt pd a; om a; = a;), och antag att A,, As
och Ay ligger ilinje. Dd ligger Ay pd samma linje om och endast om

(*) ([l],ﬂ2; as, ﬂ4) = (alllalz; ﬂé, ai})
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Bevis. Kalla linjen genom A;, Az och A4 for b. Denna
linje skér a; i en punkt By och 4] ien punkt B]. Vi skall
visa att B; = B} (= A1) om och endast om (x) géller.

Enligt definitionen av dubbelférhédllanden for linjer ar

(a1,a2;a3,a4) = (B1, Az; A3, Ay) och
(ay,ay; a3, a}) = (By, Az; Az, Ay),

sd likheten () gdller om och endast om (By, Ay; Az, As) =
(B}, A2; Az, A4), dvs om och endast om B; = Bj. 0 Figur 3.26

Korollarium  Antag att a1, ap, as dr tre linjer ur ett linjeknippe genom O, att ay, a}, a,
dr tre linjer ur ett annat linjeknippe genom O, samt att ingen av dessa linjer sammanfaller med
forbindelselinjen a = OO'. Ldt A; beteckna skiirningspunkten mellan a; och a) for i =1, 2, 3.
D giiller att Ay, Ay, Aj ligger i linje om och endast om

(¥%) (a1,a0; a3, 0) = (a3, ay; a3, a).

Bevis. Lat b vara linjen AyAj, vilken skdr a i en punkt A4. Enligt satsen ovan ligger A,
pd samma linje som A,, Az och A4, dvs pd samma linje som A; och Az, om och endast
om (xx) géller. O

Som exempel pd hur man kan anvinda sig av dubbelférhdllanden ger vi ett alter-
nativt bevis for ena riktningen av Desargues sats.

Desargues sats  Kopoliira trianglar dr koaxiala.

Bevis. Vi anvénder beteckningarna i beviset for Desargues sats i foregdende avsnitt (jmf
fig 3.27).

Figur 3.27

Antag alltsa att AA’, BB’ och CC’ gar genom O. Vi far da

(AA", AB"; AC",AA") =(AA",AC; AB, AO) (samma linjer)
= (OA”,0C; OB, AO) (korollariet till sats 3.5.6)
=(0OA",0C’; 0B, A’O) (samma linjer)
=(A’A",A'C"; A'B’, A’0O) (korollariet till sats 3.5.6)
=(A’A",A’B"; A'C", AA’")  (samma linjer).

Likheten mellan ytterleden medfor enligt korollariet till sats 3.5.6 att A”, B” och C”

ligger i linje. O
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OVNINGAR

3.33

3.34

3.35
3.36

3.37

3.38

3.6

Inre och yttre bisektrisen till hornet C i AABC skar sidolinjen AB i punkterna D och E.
Visa att D och E delar strickan AB harmoniskt.

Antag att D och E &r punkter pa sidolinjen AB i AABC och att CD L CE. Visa att CD
och CE &r de tva bisektriserna till hornet C om och endast om D och E delar sidan AB
harmoniskt.

Punkterna A, B och C pé linjen a &r givna, liksom talet r. Konstruera en fjairde punkt D pa
asaatt (A, B;C,D)=r.

Tva skdrande linjer a och b och en punkt P utanfor dessa &r givna. Konstruera en stricka
med dndpunkterna pé linjerna som delas av P i ett givet férhallande.

Verifiera foljande metod att konstruera den fjarde harmoniska punkten D till en given strécka
AB och punkt C: Vilj en punkt P utanfor linjen AB och 14t a vara den med AP parallella
linjen genom B. Linjen a skiar PC i en punkt M; avsitt N pa a sé att B blir mittpunkt till
straickan MN. Drag slutligen linjen PN ; denna skér linjen AB i den sokta punkten D.

a) Lat A’, B’, C’ vara mittpunkterna pa sidorna BC, CA och AB i AABC. Visa att
(A’A, A’B; A’B', A'C") = —1.

b) Visa att samma slutsats gdller om A’, B’ och C’ istdllet dr hojdernas fotpunkter.

Analytisk geometri

Vi har tidigare visat hur man i neutral geometri kan inféra koordinater for punkter pa
en linje. P4 sd sdtt dastadkommer man en ett-ett-motsvarighet, som bevarar ordning
och avstdnd, mellan linjens punkter och de reella talen. I euklidisk geometri kan man
identifiera planet med R? genom att p4 vilként sitt infora ett ratvinkligt koordinatsystem.
Vi skall beskriva detta mycket kortfattat samt harleda linjens och cirkelns ekvationer.

Fixera tva linjer a och b som skér varandra under rit vinkel i en punkt O samt

en enhetsstricka, och valj punkter E och F pa a resp. b sa att |OE| = |OF| = 1. Lét
¢:a — R och 5: b — R vara de entydigt bestimda koordinatfunktionerna for linjerna
som uppfyller ¢(O) = #(O) =0 och ¢(E) =5(F) =1.

jektionen av P pa a parallellt med b, och lat analogt P,
vara projektionen av P pa b parallellt med a. Sitt slutligen r
= ¢(P,) och y(P) = n(Py,). Man verifierar omedelbart
att avbildningen

x(P)

Lét for punkter P i planet P, beteckna parallellpro-

P — (x(P), y(P)) P, Ie) E 4

ar en bijektion mellan planet och R?. Avbildningen kallas
en koordinatavbildning, och paret (x(P), y(P)) &r koordinaterna Figur 3.28
for punkten P. Linjerna a och b brukar kallas x- och y-

axlar.

a, b,

Koordinaterna beror naturligtvis av valet av koordinatavbildning (dvs av valet av
E och F), men i fortsdttningen antar vi att denna ar fixerad.
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Om P och Q é&r tva punkter, sd dr pd grund av Pytha-

goras sats: Pe P
PQP = [PaQal? + [ PoQs[.
} w—5 9
Nu ar |P,Qa| = [§(Pa) — &(Qa)| = [x(P) — x(Q)], och analogt
ar |P,Qyp| = |y(P) — y(Q)|. Det foljer att O. P,
Figur 3.29

QI =/ (x(P) — x(@)” + (4(P) - y(Q)"
Detta dr den s k avstdndsformeln for avstdndet mellan tvd punkter P och Q.

Koordinater gor det mojligt att anvanda algebraiska metoder pa geometriska pro-
blem. De geometriska objekten beskrivs med ekvationer. En ekvation i tva variabler
sdges vara ekvationen for en punktmingd M om ekvationens losningsmangd L har foljande
egenskap:

(x,y) € L & (x,y) ar koordinaterna for en punkti M.

Ur avstandsformeln foljer det omedelbart att ekvationen for en cirkel med radie r och

medelpunkt i punkten med koordinaterna (xo, y) ar

(x — x0)* + (y — yo)* = 1.
Vi skall avslutningsvis bestimma linjens ekvation. Lat ¢ vara en linje, och lat (x, y)
beteckna koordinaterna for en godtycklig punkt P. Vi skiljer pa tre olika fall.

Fall 1: Linjen c &r parallell med x-axeln a.

Antag att ¢ skér y-axeln i punkten A med koordinaterna (0, yo). Tydligen ligger P
péd c om och endast om P, = A, dvs om och endast om y = 77(P,) = 17(A) = yo. I detta fall
ar saledes linjens ekvation

Y =Yo.
Fall 2: Linjen c &r parallell med y-axeln.
Pa motsvarande sétt fas att linjens ekvation ar av typen

X = Xp.

Fall 3: Linjen c &r varken parallell med x- eller y-axeln.

Varje linje som dr parallell med y-axeln b skir linjen c i en unik punkt. Lat A och B
med koordinaterna (0, £) resp. (1, k + ¢) vara linjens skdrningspunkter med y-axeln resp.
med linjen x = 1. Lat slutligen P med koordinaterna (x,y) vara en godtycklig punkt
skild fran A pa linjen c.

Invarianssatsen medfor att u(P; B, A) = u(Py; B, Ag) =
1(Py; By, Ap). Den sista likheten ger i koordinatform P,

1—x k+l—-y

x—0 y—+~ "’ B ~

vilket efter forenkling blir ¥ = kx + . Denna ekvationen
satisfieras forstas ocksa av A:s koordinater. Ekvationen for Figur 3.30
linjen ¢ &r sdledes

y=kx+/.

Vi kan sammanfatta de tre olika fallen pd formen
Ax+By+C=0,
dér minst en av konstanterna A och B é&r skild fran 0. Naturligtvis bestimmer inte linjen

konstanterna A, B och C entydigt; tva tripplar (A, B, C) och (A’, B/,C’) ger namligen
samma linje om den ena trippeln dr en multipel av den andra.



3.7 Motségelsefrihet och kategoricitet 123

3.7 Motsdgelsefrihet och kategoricitet

I kapitel 2 visade vi i olika exempel och 6vningar att den Cartesianska modellen dr
en modell for den neutrala geometrins axiomsystem (se exempel 7 i avsnitt 2.2 och
ovningarna 2.5, 2.17 och 2.33). I den Cartesianska modellen svara punkter mot talpar
(x,y) € R?, och linjer kan identifieras med linjéra ekvationer av typen Ax + By +C =0
(ddr A%+ B% # 0). Tvé skilda s&dana linjer Ax + By +C =0 och A’x + B’y + C' =0 &r
parallella om och endast om ekvationssystemet

Ax+By+C=0
A'x+By+C'=0
saknar 16sning, ndgot som intrédffar om och endast om det finns en konstant k # 0 sa att
A'=kA, B' =kB och C' #kC.
I den Cartesianska modellen finns det darfor, givet en linje Ax + By + C = 0 och en

punkt (xo, yo) utanfor linjen (dvs med Axj + Byo + C # 0), exakt en med den givna linjen
parallell linje genom (xo, o), ndmligen linjen

Ax + By — (AJCO + Byo) =0.

Det euklidiska parallellaxiomet &r saledes sant i den Cartesianska modellen, och darmed
har vi bevisat foljande sats om euklidisk geometri.

Sats 3.7.1 Den euklidiska geometrin dr motsigelsefri (forutsatt att teorin for reella tal dr motsi-
gelsefri).

En modell for hyperbolisk geometri kan inte vara isomorf med en modell for eukli-
disk geometri, sa den neutrala geometrin dr en icke-kategorisk teori. Daremot dr alla
modeller for euklidisk geometri inbordes isomorfa. Vi har ndmligen foljande resultat.

Sats 3.7.2  Euklidisk geometri iir kategorisk.

Bevis.  Fixera ett koordinatsystem i det euklidiska planet. For varje modell erhaller
vi ddrigenom foljande ett-ett-motsvarighet mellan 4 ena sidan de primitiva begreppens
tolkningar i modellen och 4 andra sidan konkreta algebraiska objekt:

Punkten P med koordinaten (xo, yo) — talparet (xo, yo) € R?
Linjen a med ekvationen Ax + By + C =0 « ekvationen Ax+ By +C =0

Xo =tx1 + (1 — t)X2 och

}<—> Yo = i‘yl +(1 —t)y2, dar
0<t<1

Punkten P ligger mellan punkterna P; och P,

med koordinaterna (x1, y1) och (x2,y2)

Begreppet kongruens mellan strackor och mellan vinklar kan slutligen 6verséttas till alge-
braiska ekvationer med hjélp av avstdndsformeln och cosinussatsen, ty

AB=A'B & |AB|=|A'B| och
/BAC=/B'A'C’ & cos/BAC°=cos/B A'C"
|CA|?+|AB|> — |BC|* _|C'A'|*+|A'B'|> — |B'C'|?
2|CA| - |AB] - 2|C’A’| - |A'B/|
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I den hogra kolumnen i "lexikonet" ovan dterfinner vi emellertid de primitiva be-
greppens tolkningar i den Cartesianska modellen, sd lexikonet definierar en isomorfi
mellan en godtycklig modell och den Cartesianska modellen. Foljaktligen ar alla model-
ler isomorfa med varandra. O

3.8 Cirklar

I foregdende kapitel studerade vi cirklar i neutral geometri. Det hédr och foljande tva
avsnitt skall vi dgna &t euklidiska cirklar. Vi anvdnder som tidigare beteckningen C(O;r)
for cirkeln med medelpunkt O och radie r.

I neutral geometri finns det, givet tre punkter som inte ligger i linje, hogst en cirkel
genom de tre punkterna, men tre sddana punkter bestimmer inte alltid en cirkel. Nu har
vi ddremot

Sats 3.8.1 Genom tre punkter A, B, C som inte ligger i linje gdr det en unik cirkel.

Bevis. Satsen dr innehallen i sats 2.13.6, men for lasarens skull upprepar vi det korta
beviset. Mittpunktsnormalerna till strackorna AB och BC skir varandra i en punkt O.
Cirkeln C(O;r), dar r = |OA|, gar genom A,B och C. O

Sats 3.8.1 kan forstas ocksd uttryckas pa foljande ekvivalenta vis. Varje triangel har
en unik omskriven cirkel. Mittpunktsnormalerna till de tre sidorna i en triangel har en
gemensam punkt (omskrivna cirkelns medelpunkt).

Sats 3.8.2 Lit A vara en punkt pd och B en punkt utanfor linjen a. Det finns en unik cirkel
genom B som tangerar a i punkten A.

Bevis. Mittpunktsnormalen till strackan AB och normalen
till 2 genom punkten A skér varandraienpunkt O. Cirkeln
C(O;r),dédr r = |OA|, gar genom B och tangerar a i punkten
A. 0

Figur 3.31

Vi 6vergar nu till att studera vinklar inskrivna i cirkelbagar.

Sats 3.8.3 Ldt A och B vara tvd punkter pd en cirkel. Om punkterna P och Q ligger pd var
sin av de bdda cirkelbigarna mellan A och B, sd ir

L/ APB° + L/ AQB° =2R.

Bevis. Antag forst att cirkelns medelpunkt O inte ligger pa ndgon av kordorna AP,
PB, BQ eller QA, och betrakta de fyra likbenta trianglarna AAOP, APOB, ABOQ och
AQOA. Sitt o« = LOAP°® = LOPA®, B = LOPB° = /OBP°, v = LOBQ° = ZOQB° och
0=/,L0QA°=/0AQ".
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Figur 3.32 Figur 3.33

Om O ligger i det inre av fyrhorningen APBQ, sd ar

LAPB°+/AQB° =a+B+y+6= % - vinkelsum(APBQ) = % -4R = 2R.
Om O ligger i det yttre av fyrhorningen, t ex sa att O och fyrhoérningen ligger pa var sin

sida om kordan AP, sa ar istillet

LAPB°+/AQB° = —a+B+7y+6= % - vinkelsum(APBQ) = % -4R = 2R.

Om slutligen O ligger pa fyrhorningens rand, t ex pa kordan AP, sé dr

LAPB°+ /AQB°=B+vy+6= % - vinkelsum(APBQ) = % -4R = 2R. O
Korollarium 1 (Periferivinkelsatsen) Om P och P’ ligger pd samma cirkelbige mellan A
och B,siir / APB° = / AP'B°.

Bevis. Lat Q vara en punkt pa den motsatta cirkelbagen.
Enligt sats 3.8.3 ar

/ APB° + / AQB° = L AP'B° + L AQB° (=2R),

sa det foljer att / APB° = / AP'B°. g

Korollarium 2 (Thales sats) Antag att AB ir diameter i en cirkel och att P ligger pd en av
halvcirklarna mellan A och B. Dd ir vinkeln . APB riit.

Bevis. Pastdendet foljer naturligtvis direkt ur sats 2.13.6, men vi skall hédr hirleda det
ur resultatet ovan. Lat Q vara en punkt pa den motsatta halvcirkeln. Av symmetriskal
och pa grund av korollariet ovan dr dd / APB° = / AQB°, och sats 3.8.3 ger darfor att
/ APB° =R. O

Lat AB vara en korda i en cirkel och lat P vara en punkt pd cirkeln. Enligt pe-
riferivinkelsatsen dr / APB° oberoende av P:s lidge sa lange som P ligger pa samma
cirkelbdge mellan A och B. Det gemensamma vdrde som fds for den cirkelbdge som
ligger pd samma sida om kordan AB som cirkelns medelpunkt O, kallar vi for kordans
periferivinkel, och vinkeln / AOB°® kallas kordans medelpunktsvinkel. Vi har forutsatt att AB
ej ar en diameter. For en diameter AB har / APB° enligt Thales sats samma varde R for
alla punkter P pé cirkeln (utom A och B), sa diameterns periferivinkel &r R medan dess
medelpunktsvinkel naturligtvis definieras som 2R.
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Korollarium 3 (Periferi-medelpunktsvinkelsatsen) En kordas medelpunktsvinkel dr lika
med dubbla periferivinkeln.

Bevis. For diametrar &r saken klar, sd antag att AB &r en
korda som inte gar genom medelpunkten O. Vilj P pa
cirkeln och diametralt motsatt A, och betrakta den likbenta
triangeln ABOP. Eftersom /AOB ér en yttervinkel till
denna triangel, ar

LAOB°=/0OPB°+ /LOBP°=2-/APB°, Figur 3.35

vilket bevisar korollariet. O

Korollarium 4  Den icke-trubbiga vinkeln mellan en tangent och en korda frin tangeringspunk-
ten dr lika med kordans periferivinkel.

Bevis. Lat A beteckna tangeringspunkten, och lat « vara

storleken av den icke-trubbiga vinkeln mellan tangenten \
och kordan AB. Om « = R, sa dr AB en diameter, och i AB
detta fall stimmer uppenbarligen korollariet. S& antag dér-
for att « < R. Da ligger medelpunkten O utanfér kordan
AB. Lat P vara den mot A diametralt beldgna punkten pa
cirkeln. D3 ar / ABP° =R, varfor / APB° + / PAB®° = R. A .
andra sidan dr o + / PAB° = R, s det foljer att « = / APB°. Figur 3.36

O

A

Periferivinkelsatsen har f6ljande omvandning.

Sats 3.8.4 Lit AB vara en given stricka, och ldt « vara storleken av en given vinkel. Mingden
av alla punkter P som ligger pd en sida om strickan AB och som uppfyller /. APB° =, iir en
cirkelbdge mellan A och B.

Bevis. Lat C vara en punkt pa den givna sidan om strackan AB sd att / ACB° = «, och

betrakta cirkeln genom punkterna A, B och C. Alla punkter P pa cirkelbdgen ITCj\B
uppfyller da villkoret / ACP° = « enligt periferivinkelsatsen; vi skall visa att det inte
finns ndgra andra punkter som duger.

Antag darfor att P ligger pa den givna sidan om stréac-

kan AB. Stralen E skér cirkelbdgen 1@ i en punkt Py
och ZAPyB° = a. Om nu P ligger i det yttre av cirkeln, sd
ar / APyB en yttervinkel till APyPB, varfor / APB° < «,
och om P ligger i det inre av cirkeln, sa ar istéllet Z APB en
yttervinkel till APPyB och det foljer att Z APB° > «. Ibada
fallen &r / APB° # «, sa likhet kan bara gélla for punkter P

pé cirkelbdgen ACB. 0 Figur 3.37

En fyrhorning ABCD kallas en cirkelfyrhorning om det finns en cirkel som gar genom
de fyra hornen. Cirkelfyrhorningar karakteriseras av foljande sats.

Sats 3.8.5 Fyrhorningen ABCD ir en cirkelfyrhorning om och endast om summan av mot-
stdende vinklar dr 2R.

Bevis. Om ABCD dér en cirkelfyrhorning, sd ligger A och C pa en cirkel genom B och
D och pa var sin sida om kordan BD, sd det foljer ur sats 3.8.3 att £ A° + /C° = 2R.
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Antagomvantatt / DAB°+/ BCD® = 2R. Lat C vara cirkeln genom de tre punkterna
A, B och D. P4 grund av satserna 3.8.3 och 3.8.4 mdste varje punkt P, som ligger pa
motsatt sida om BD jamfort med A och som uppfyller / BPD° = 2R — / DAB°®, ligga pa
denav debdda cirkelbdgarna av C mellan B och D som inte innehéller A. Specielltligger
alltsd C pa den bdgen, dvs cirkeln C gar genom samtliga hérn i fyrhérningen ABCD. O

Sats 3.8.6 (Kordasatsen) Twvi linjer antas skiira en given cirkel i punkterna A och B, resp.
C och D, samt varandra i en punkt P, som inte ligger pd cirkeln. (Vi tilliter att t ex A och B
sammanfaller, dvs att motsvarande linje ir en tangent.) Dd giiller

|PA| - |PB| = |PC]| - |PD|.

Figur 3.38

Bevis. Betrakta trianglarna APAD och APCB. P& grund av periferivinkelsatsen (eller
korollarium 4 om A och B sammanfaller) &r / PDA = / PBC, och vinklarna / DPA och
/BPC &r antingen vertikalvinklar eller identiska, s& /DDA = /BPC. Foljaktligen ar
trianglarna likformiga, och det foljer darfor att

|PA| _ |PD|

IPC| ~ |PB|’
dvs |PA| - |PB| = |PC| - |PD|. 0

Korollarium  Lit C(O;r) vara en cirkel, och lit P vara en godtycklig punkt. Antag att a dr
en linje genom P och att a skiir cirkeln i punkterna A och B (som forstds sammanfaller om a ir
en tangent). Dd dr produkten

(P —A)-(P—B)

oberoende av linjen a. Vidare ir
(P — A)- (P — B) = |OP)* — 7%

Bevis.  Uttrycket (P—A)-(P— B) dr uppenbarligen negativt, noll eller positivt allteftersom
P ligger i det inre, pd eller i det yttre av cirkeln. Pdstdendet i korollariet géller darfor
speciellt i det fall da P ligger pa cirkeln, och om P inte ligger pa cirkeln sa foljer det ur
sats 3.8.6 att uttrycket (P — A) - (P — B) = |PA| - |[PB| 4r oberoende av valet av 4. Genom
att speciellt vélja linjen genom cirkelns medelpunkt erhéller vi

(P—A)-(P-B)=(P—-0+r)-(P-0—r)=(P—0)—r>=|0P|* — 2. O
Produkten (P — A) - (P — B) kallas punktens P potens med avseende pa den givna
cirkeln C(O;r).

Lat A och B vara tvd punkter pd en cirkel, och 1dt P vara en tredje punkt pa cirkeln.
P& grund av sats 3.8.3 och periferivinkelsatsen &r sin / APB° oberoende av P:s liage pa
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cirkeln. Viskall utnyttja detta faktum for att definiera dubbelférhallandet av fyra punkter
pa en cirkel.

Lat A, B, C, D vara fyra punkter pd en cirkel och 1dt P vara en femte punkt.
Betrakta dubbelforhallandet (PA, PB; PC, PD) av de fyra linjerna ur linjeknippet genom
P; enligt sats 3.5.5 dr

sin / APC° sin/DPB°
" sin /CPB° sin/APD°’
och hogerledet dr pa grund av anmérkningen i stycket ovanfoér oberoende av punkten P.
Vi kan darfor definiera dubbelforhallandet (A, B; C, D) av fyra punkter pd en cirkel som

(A,B;C,D) = (PA, PB; PC, PD),
dér P ar en godtycklig femte punkt pa cirkeln.

(%) (PA,PB; PC,PD) =€

Sats 3.8.7 Lit A, B, C, D vara fyra punkter pd en cirkel. Dd ir
|AC| |DBj
|CB| |AD|’

dir € =1 om C och D ligger pd samma cirkelbige mellan A och B, och € = —1 om C och D
ligger pd olika cirkelbdgar mellan A och B.

(A,B;C,D)=e

Bevis. Lat O vara cirkelns medelpunkt och r dess radie,
och lat P vara en femte punkt pd cirkeln. Pa grund av
periferi-medelpunktsvinkelsatsen &r

|AC| =2r - sin(} - L AOC®) = 2r - sin L APC®.

Motsvarande giller forstas for |CB|, |DB| och |AD|. In-

sdttning i () ger nu resultatet. ad Figur 3.39

Som tillaimpning pa dubbelférhdllande visar vi Pascals “mystiska” hexagramsats.

Sats 3.8.8 Antag att den sexsidiga polygonen AyA;...Ae¢ har sina horn pd en cirkel. Di
ligger skirningspunkterna mellan de tre paren av motsatta sidolinjer A1As och AyAs, ArAs
och AsAg, samt AsAy och AgAy ilinje.

Bevis. Kalla skdrningspunkterna P, Q resp. R, och lat X
och Y vara skdrningspunkterna mellan sidolinjerna A;A;
och AsA¢ resp. AyAz och AgA;i. Punkterna A;, A, P
och X ligger i linje, sd vi kan bilda dubbelforhallandet
(A1, Ag; P, X). Med hjilp av definitionerna av dubbelforhal-
landet for linjeknippen och for punkter pa en cirkel far vi
nu

Figur 3.40

(A1, Ap; P, X) = (A5 A1, A5 Az; AsP, AsX) = (AsA1, AsAy; AsAy, AsAg) = (A1, Az; Ay, As)
= (A3A1, A3Az; A3Ay, A3Ag) = (A3 A1, A3Y; A3R, A3Ag) = (A1, Y; R, Ag).
P& grund av likheten mellan ytterleden gar linjerna A,Y’, PR och XA, genom en punkt

(korollarium 2 till sats 3.5.4). Men linjerna A,Y = AyAj och XA¢ = AsAe skér varandra
i Q, sd det foljer att PR gédr genom Q, dvs P, Q och R ligger i linje. O
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Utnyttja Thales sats for att konstruera tangenten fran en punkt utanfor en cirkel med hjalp
av passare och linjal.

Cirkeln C; ligger inuti cirkeln C, samt tangerar denna i punkten A Frandeni C, diametralt
motsatta punkten B dras en av de bada tangenterna till C; ; tangenten tangerar C; i punkten
C samtskidr C, i D. Visaatt /BAD° =2 - /BAC"°.

Triangeln AABC éar liksidig. En strdle fran C skér sidan AB i punkten D och omskrivna
cirkeln i punkten P. Visa att
1 1 1
[PD[ ~ [PA * PB|"
A och B idr tva punkter pa en cirkel med radie r. C dr en inre punkt och AABC ir liksidig.

Cirkeln C(A;|AB|) skir den forstnaimnda cirkeln i punkten D (och B), och linjen CD skar
samma cirkel i E. Visa att |CE| =r.

Konstruera de fyra gemensamma tangenterna till tva cirklar som ligger i varandras yttre med
hjélp av passare och linjal.

Tva fyrar A och B har koordinaterna (0,0) och (1,0). Ett fartyg F seglar utefter en kurs
som dr parallell med x-axeln och i x-axelns riktning. I ett visst 6gonblick observerar man
fran fartyget att vinkeln / AFB 4ar rat. Nar fartyget har seglat ytterligare 1 langdenhet &r
vinkeln / AFB 60°. Var befinner sig fartyget vid det sistnamnda tillfdllet? Los problemet
saval analytiskt som konstruktivt med passare och linjal.

Visa Pappos sats: Lat Py, P;, Ps vara tre punkter i linje och lat P,, Py, Py vara tre punkter
utefter en annan linje. D4 ligger skarningspunkterna mellan de tre paren P; P, och PyPs, P,Ps
och P5P,, samt P3P, och PgP; ilinje.

Visa att i varje triangel ligger hojdernas skdrningspunkt H, tyngdpunkten T och omskrivna
cirkelns medelpunkt O ilinje, och T delar strackan HO i forhallandet 2 : 1. (Linjen genom
H, T och O kallas triangelns eulerlinje.)

Ortogonala cirklar

Tva skdrande linjer ger upphov till fyra vinkar som parvis dr kongruenta (vertikalvink-
larna); den icke-trubbiga vinkeln kallas vinkeln mellan linjerna.

Vinkeln mellan en cirkel och en skiirande linje definierar vi nu som vinkeln mellan linjen

och cirkelns tangentien av skarningspunkterna, och med vinkeln mellan tvi skirande cirklar
menas vinkeln mellan cirklarnas tangenter i en av skdrningspunkterna. (I bada fallen dr
det naturligtvis likgiltigt vilken av skdrningspunkterna som viéljs.)

Tva kurvor (linjer eller cirklar) kallas ortogonala om de skdr varandra under rat

vinkel. I det hér avsnittet skall vi studera ortogonala cirklar, och vi startar med ett trivialt
kriterium for ortogonalitet.

Sats 3.9.1 Foljande tre villkor ir ekvivalenta:

(i)
(ii)
(iii)

Cirklarna C(O1;11) och C(Oo; 1) dr ortogonala.
Cirklarna skir varandra i en punkt P och . O1POy dr riit.

|010,|* = 13 +13.

En omedelbar konsekvens av (iii) dr forstas att i ortogonala cirklar ligger vardera cirkelns
medelpunkt utanfor den andra cirkeln.
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Bevis.  Vinkeln mellan tva linjer &r densamma som vinkeln P
mellan deras normaler, och tangenten till en cirkel dr vinkel- >

rdat mot radien till tangeringspunkten. Detta medfor att 1‘\
villkoren (i) och (ii) ar ekvivalenta. Ekvivalensen mellan

(ii) och (iii) &r en omedelbar konsekvens av Pythagoras sats

med omvéandning. (Observera att villkoret (iii) medfor att

cirklarna skar varandra.) O
Figur 3.41

Ortogonalitet dr intimt forknippat med harmonisk delning. Vi har namligen
Sats 3.9.2 Antag att stodlinjen till diametern AB i cirkeln Cy = C(On; 1) skir en annan cirkel

Cy = C(Oy;12) i tvd punkter C och D. Di ir de bida cirklarna ortogonala om och endast om
diametern AB delas harmoniskt av punkterna C och D.

Bevis. Enligt sats 3.5.2 dr strackorna AB och CD harmo-
niska om och endast om (O; —C)-(O; — D) = 72, dvs om och A .

endast om Oj:s potens med avseende pa cirkeln C(O»;1,)

ar r7. A andra sidan ar denna potens enligt korollariet till V%
kordasatsen lika med |O;0;|* — 3. Strickorna AB och CD D
ar sdledes harmoniska om och endast om 72 = |0;,0,|* — 13, _

vilket pa grund av sats 3.9.1 bevisar satsen. 0 Figur 3.42

Korollarium 1  Givet en cirkel C och tvid punkter P och Q, som inte ligger i linje med cirkelns
medelpunkt, finns det en unik med C ortogonal cirkel C' som gdr genom P och Q.

Bevis. Ombade P och Q ligger pa C, sa dr skdrningspunkten mellan mittpunktsnorma-
len till kordan PQ och cirkelns tangent i punkten P medelpunkt i den unika ortogonala
cirkeln C’.

Antag darfor att P inte ligger pa C, och lat AB vara den diameter i C som ligger i
linje med P. (Se fig. 3.43.) Lat P’ vara den fjarde harmoniska punkten till AB och P. En
med C ortogonal cirkel genom P maste enligt foregaende sats ga genom P’, och omvént
ar varje cirkel genom P och P’ ortogonal mot C. Eftersom P, Q och P’ inte ligger i linje,
finns det en unik cirkel C' som gar genom dessa tre punkter, och denna cirkel ar darfor
den sokta ortogonala cirkeln. O

Figur 3.43 Figur 3.44

Korollarium 2  Givet en cirkel C, en linje a som inte gidr genom cirkelns medelpunkt, samt en
punkt P pd a som inte ligger pd cirkeln, finns det en unik med C ortogonal cirkel C' som tangerar
a i punkten P.
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Bevis. Lat P’ vara som i beviset for korollarium 1. Cirkeln C' maste ga genom P’ och
tangera a i P, och enligt sats 3.8.2 finns det en unik sddan cirkel. O

Lat C; = C(O4;11) och C; = C(Oy; 1) vara tva cirklar. Mangden av alla punkter P
som har samma potens med avseende pd de bada cirklarna, dvs som uppfyller

|PO;|* =1} = [POs|* — 13,

kallas cirklarnas radikalaxel.

Om cirklarna ar koncentriska, sa ar radikalaxeln tom. For icke-koncentriska cirklar
karakteriseras radikalaxeln av foljande sats.

Sats 3.9.3 Ldt C; = C(Oq;r1) och Cy = C(Oy; 1) vara tvd icke-koncentriska cirklar.

(i) Radikalaxeln till de bdda cirklarna dr normal till forbindelselinjen O10, mellan medelpunk-
terna.

(ii) Om cirklarna skir eller tangerar varandra i en punkt, si gir radikalaxeln genom denna
punkt.
(iii) Om C, ligger i det inre av Cy, sd skir radikalaxeln strilen O10, utanfor C;.

(iv) Om slutligen cirklarna ligger i varandras yttre, sd skiir radikalaxeln striickan 010, i en
punkt utanfor de bida cirklarna.

Bevis. (i): Lat P vara en punkt utanfor linjen O;0;, och
lat F vara fotpunkten pa 010, fér normalen genom P. G

P
Pythagoras sats ger sz L

O; O F
|PO1|? = |PE> + |[FO1|*>  och w
|PO,|* = |PF|* + |[FO,|?, varfor

[PO\> =11 = POy =13 & |FO1|* — 11 = [FOu|* — 13 Figur 3.45

Detta visar att P tillhor radikalaxeln om och endast om F gor det.

For att bevisa (i) behover vi sdledes endast visa att det finns exakt en punkt F pa
010, som tillhor radikalaxeln. Infor for den skull koordinater pa linjen O;0; sé att O,
blir origo och O, far koordinaten 1. En punkt F med koordinaten x tillhor radikalaxeln
om och endast om

x2—r‘;‘:(x—1)2—r§_,

och denna ekvation har en unik 16sning, namligen
1
(1) X = E(r% — 73 +1).

(ii): Punkter pa en cirkel har potens noll med avseende pa cirkeln. Radikalaxeln
maste darfor ga genom eventuella skdrnings- eller tangeringspunkter till de bada cirk-
larna.

(iii) och (iv): Om cirklarna inte skédr varandra sa kan inte heller radikalaxeln skara
nagon av cirklarna. For att mera precist visa var radikalaxeln skar linjen O;0, anvander
vi oss av koordinatsystemet ovan. Ur (1) foljer ldtt att

rn+l<r & x>n och
nt+rn<l & n<x<l—r,

vilket dr ekvivalent med pdstdendena i (iii) och (iv). O
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Sats 3.9.4 Lit Cy och Cy vara tud icke-koncentriska cirklar, och antag att cirkeln C = C(O;r)
dr ortogonal mot Cy. Di dr C ortogonal mot C, om och endast om medelpunkten O ligger pi
radikalaxeln till C1 och C,.

Bevis. Sdtt C; = C(Oq;11) och Cy = C(Oy;12). Enligt forutsattningarna och sats 3.9.1 ar

|00;|? = 12 + r*. Cirkeln C &r dérfor ortogonal mot C,, dvs |OO,[* = 73 + 12, om och
endast om

12 = |00:|* — 3 = |00, > — 13,
dvs om och endast om O ligger pa radikalaxeln till C; och C,. O

Sats 3.9.5 Ldt C; = C(Oq;1r1) och Cy = C(Oo; 1) vara tvd icke-koncentriska cirklar, och lit
C = C(O;r) vara en cirkel som ir ortogonal mot bide Cy och C, och vars medelpunkt siledes
ligger pd radikalaxeln till Cy och C,. D giller:

(i) Om Cy och Cy skiir varandra i tvd punkter, sd skir C inte linjen O10;.

(ii) Om C; och C, tangerar varandra, sd tangerar C linjen O10;.

(iii)) Om Cy och C, inte skiir eller tangerar varandra, si skir C linjen O10; i tvd punkter P och

Q som dr oberoende av C. Punkterna P och Q dr harmoniska delningspunkter till sivil
diametern A1By i C1 som diametern A,B, i C5.

8 C
G
G
P F Q
A1 01 B1 Az Oz B2
Figur 3.46

Bevis. Lat F vara skdrningspunkten mellan O;0; och radikalaxeln till C; och C,. Sats
3.9.1 och Pythagoras sats, tillimpad pa AO;0F, ger

P +72 = |00, 2 = |[FO1 > + |FOP.

Enligt sats 3.9.3 &r |FO;| < r1, = r1 resp. > r; allteftersom C; och C, skér varandra i
tva punkter, tangerar varandra resp. ej skidr varandra. Det foljer darfor av ekvationen
ovanfor att |[FO| > r, = r och < r i de respektive fallen. Detta bevisar (i), (ii) och att C
skar 010, i tva punkter P och Q om C; och C; inte skdr varandra. Pythagoras sats ger
nu

|FP|> + |[FOJ* = |OP* = #* = [FO1 |* + [FO|* — 1,

dvs
]FP]Z = |FO, ]2 — r% (= F:s potens m.a. pa cirkeln Cy).

Den sista ekvationen visar att P:s ldge dr oberoende av valet av ortogonal cirkel C, och
motsvarande géller forstas for den andra skdrningspunkten Q. Slutligen delar P och Q
saval diametern i C; som diametern i C; harmoniskt pa grund av sats 3.9.2. O
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Korollarium  Ldt A1By och A;B, vara tvd striickor i linje, och antag att striickorna inte har
ndgra gemensamma dndpunkter och att antingen den ena striickan dr en delstricka av den andra
eller ocksd att de bida striickorna dr disjunkta. Dd finns det tod punkter P och Q som delar sdviil
A1Bq som A,B, harmoniskt.

Bevis. Om strackorna har gemensam mittpunkt, sa duger denna och oandlighetspunk-
ten. Lat annars C; vara cirkeln med A;B; som diameter, i = 1, 2, och vélj en cirkel C med
medelpunkt pa radikalaxeln till C; och C, och ortogonal mot C;. Da skir C linjen O;0;
i de sokta punkterna P och Q. O

OVNINGAR

3.47 a ar avstandet mellan tva skdrande cirklars medelpunkter, b dr den gemensamma kordans
langd, och r och ' &r cirklarnas radier. Visa att cirklarna ar ortogonala om och endast om
ab =2rr’.

3.48 Lat AB vara diameter i en cirkel, och antag att linjerna PA och PB skir cirkeln igen i
punkterna Q resp. R. Visa att cirkeln genom P, Q och R é&r ortogonal mot den givna
cirkeln.

3.49 Tre cirklar, vars medelpunkter inte ligger i linje, d4r givna. Bilda de tre radikalaxlarna till
cirklarna tagna parvis. Visa att dessa har en gemensam punkt (som kallas de tre cirklarnas
radikalcentrum.)

3.50 En godtycklig cirkel skér tva icke-koncentriska, icke-skdrande cirklar i punkterna A, By
resp. Ay, B,. Lat P vara skdrningspunkten till linjerna A;B; och A,B,. Visa att normalen

genom P mot forbindelselinjen mellan de sistndmnda cirklarnas medelpunkter &r dessa
cirklars radikalaxel.

3.10 Inversion

Manga geometriska problem kan forenklas med hjélp av ndgon lamplig transformation.
I det har avsnittet skall vi studera en mycket anvandbar sddan transformation, naimligen
inversion.

Fixera en cirkel C = C(O;r). For varje punkt P # O finns det en unik punkt P’ pa

—
strdlen OP s att
|OP’| - |OP| = r*.

Avbildningen P +— P’ avbildar mangden av alla punkter utom O bijektivt pd sig sjdlv.
Avbildningen kallas inversion i cirkeln C, och punkten O &r inversionscentrum.

Observera att (P’)’ = P, dvs inversion dr en involutiv avbildning (en avbildning som
sammanfaller med sin invers). Punkterna P och P’ kallas inversa punkter med avseende
pa cirkeln C (eller med avseende pa den givna inversionen).

Punkterna pa cirkeln C &r fixpunkter, dvs avbildas pa sig sjdlva. Punkter utanfor
C avbildas pa punkter innanfor cirkeln, och omvant. For att pd ett naturligt satt kunna
definiera inversen dven till medelpunkten O infor vi i detta avsnitt en odndlighetspunkt
oo, som vi later ligga pa alla linjer, och satter

O = och oo’ = 0.

(Observera att vi hdr anvander en annan konvention betriffande odndlighetspunkter dn
iavsnitt 3.3.)

Inversion hinger ndra ihop med harmonisk delning, och foljande sats dr bara en
omformulering av sats 3.5.2.
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Sats 3.10.1 Antag att P inte ligger pd cirkeln C, och ldt AB vara den diameter pd vars stodlinje
P ligger. Dd delar P och P" diametern AB harmoniskt.

Vihar redan beskrivit ett par olika sétt att konstruera den fjarde harmoniska punkten
och darmed alltsd den inversa punkten till en given punkt och cirkel (sats 3.5.3 och 6vning
3.37). Nasta sats ger upphov till ytterligar en konstruktion.

Sats 3.10.2 Antag att P ligger utanfor cirkeln C, och lit A och B vara tangeringspunkterna
for de bida tangenterna fran P. Dd dr skirningspunkten mellan kordan AB och strickan OP
den inversa punkten till P.

Bevis. Lat cirkelns radie vara r, och kalla skarningspunkten Q. Likformighet ger (se fig.
3.47)

|OP|  |OA|
0A[  |OQY’
dvs |OQ| - |OP| = |OA|? = 2. O
Q/

A

N /

=

O VP o b
B
Figur 3.47 Figur 3.48

Sats 3.10.3 Lit P och Q vara tvd punkter som inte ligger i linje med inversionscentrum O.
Di ir AOPQ ~ AOQ'P’.

Bevis. (Jmf fig. 3.48.) Den definierande identiteten |OP'| - |OP| = |OQ’| - |OQ| = #?
medfor att

[OP'] _ |O0Q']
0Q  |op[
Eftersom £ POQ = £ Q'OP’, foljer nu pastdendet ur likformighetssatsen. O

Korollarium Om P och P’ resp. Q och Q' ir inversa punkter med avseende pd cirkeln
C(O;r), sd dr

PQ|-r?

P/Q/ — | .
721~ 108 Tog

Bevis. Antag forstatt O, P och Q bildar en triangel; da dr pd grund av sats 3.10.3

[P'Q| _|oP| _|oP]-|OP| _
[PQl  [0Q| |0Q]-|OP| |OP|-|OQ|

Antag darefter att P och Q ligger pd en linje genom O, och infor koordinater for denna
linje med O som origo. Om vi som vanligt betecknar 6vriga punkters koordinater med
samma symboler som punkterna sjilva, sa ar

P = och Q' =

TS
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varfor

JdP-0Ql . IPQl
P[]0l =" 0PI+ 0g]

Foljande sex satser med korollarier forklarar varfor inversioner dr anvandbara for
att forenkla problem om cirklar och linjer.

O

PO =P -] =5 -
= =17 Q_r

Sats 3.10.4 Under inversion i cirkeln Cy = C(O; r) avbildas
(i) varje linje genom O pd sig sjilv;
(ii) varje linje utanfor O pd en cirkel genom O;
(iii) wvarje cirkel genom O pd en linje som inte passerar genom O;
(iv) varje cirkel som inte gdr genom O pd en cirkel som inte gdr genom O.

Bevis. (i) ar uppenbart.

(ii) Lat a vara en linje som ej passerar genom O, och

lat A beteckna fotpunkten pd a for normalen fran O. Lat P QWP

vara en godtycklig punkt skild frdn A pd a, och betrakta in-

verserna A’ och P’. Enligtsats3.10.34r AOP’A’ ~ AOAP, 0 _0A

sa det foljer att LOP’A’ ar rat. Punkten P’ ligger saledes A

pa cirkeln C’ med OA’ som diameter. w
Omvant &dr varje punkt Q pa cirkeln C’ invers till en a

punkt pa linjen a, ty O &r invers till odndlighetspunkten oo Figur 3.49

pd a,ochom Q # O sé skar strilen @ linjen a i en punkt
R, vars invers enligt ovan ar Q.
(iii) foljer genom att vanda pa resonemanget i (ii).
(iv) Antag att C ar en cirkel som ej gar genom O. Lit AB vara den diameteri C

som ligger i linje med O, och 14t P vara en tredje punkt pa cirkeln. Betrakta inverserna
A’, B' och P’ .

O AUB B Al
C

Figur 3.50

Enligt sats 3.10.3 &r AOA'P" ~ AOPA och AOB'P’ ~ AOPB, varfor LOA'P' =
LOPA och LOB'P' = /OPB. Beroende pa om O ligger pé eller utanfér diametern AB
sa géller

/L APB° = /OPA° + LOPB° = /OA'P” + LOB'P"* =2R — L A'P'B”
resp.
L APB° = LOPB° — LOPA®° = LOB'P” — LOA'P"* = L A'P'B".

Vinkeln / APB ir rét enligt Thales sats, och i bada fallen blir dérfoér ocksd / A'P'B’ rét.

Foljaktligen ligger P’ pa cirkeln C’ med A’B’ som diameter. Varje punkt Q pa C’ ar

invers till en punkt pa C, ty resonemanget ovan visar att Q' ligger pa C och (Q’) = Q.
O
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Anmirkning. Av beviset ovan foljer att i fall (ii) &r den givna linjen a parallell med
bildcirkelns tangenti O.

P& grund av sats 3.10.4 dr det lampligt att inte skilja pa linjer och cirklar i samband
med inversioner. Vi infor déarfor nagra féorenklande konventioner.

Med en “cirkel” (inom citationstecken!) menas en cirkel eller en linje.

Tva linjer sdges tangera varandra i (odndlighetspunkten) om de dr parallella. Detta
innebédr att vi meningsfullt kan tala om tvd tangerande "cirklar". Observera att tva
godtyckliga "cirklar" tangerar varandra om och endast om de har exakt en gemensam
punkt (oandlighetspunkten inrdknad).

Slutligen sdges tva punkter P och Q vara inversa med avseende pd en given linje a om
de &r varandras spegelbilder i linjen, dvs om a &r mittpunktsnormal till strackan PQ.
Oédndlighetspunkten co betraktas som invers till sig sjdlv med avseende pa alla linjer.

Korollarium  Tangerande “cirklar” avbildas under inversion pd tangerande “cirklar”.

Bevis.  Eftersom inversion &r en bijektiv avbildning bevaras egenskapen att ha exakt en
skdrningspunkt. O

Sats 3.10.5 Tuvd “cirklar” som skiir varandra under vinkeln « avbildas under inversion pd
“cirklar” som skiir varandra under samma vinkel.

Bevis. Lat C; och C, vara tva "cirklar" som skir varandra
i punkten P. Vi skall visa att bilderna C{ och C) skar
varandra under samma vinkel i punkten P’. Lat darfor

P

/

och t, vara tangenterna till C; resp. C; i P (om t ex C; 0 P

redan 4r en linje sa tar vi forstas t = C;), och 14t #| och t )

t;, vara deras bilder under inversionen. Enligt korollariet b7
/o e n ! /o e n ! o .

ovan tangerar t; "cirkeln" C; och t, "cirkeln" C;, sd vinkeln Figur 3.51

mellan C;] och C) ar densamma som vinkeln mellan #; och
t.

Vi har alltsa att visa att vinkeln mellan ¢, och f, dr densamma som vinkeln mellan
t; och t),. Men t; och t, &r linjer. Om dessa skér varandra i inversionscentrum O, sa 4r
t} =t; och t), = t;, och saken dr klar. I annat fall dr #] och t} cirklar genom O och P’, och
vinkeln vid O &r densamma som vinkeln vid P’. Enligt anmérkningen efter sats 3.10.4
ar emellertid tangenterna till #{ och #}, vid O parallella med linjerna f; och f,. Vinklarna
ar saledes lika. O

Korollarium  Ortogonala “cirklar” avbildas under inversion pd ortogonala “cirklar”.

Sats 3.10.6  Lit P och Q vara tvd punkter som inte ligger pd "cirkeln” Cy.

(i) Om P och Q dr varandras inverser med avseende pi Co, sd dr varje “cirkel” C genom P
och Q ortogonal mot Cy.

(i) Omuvint, om det gdr tvd mot “cirkeln” Cy ortogonala “cirklar” Cy och C, genom punkterna
P och Q, sd iir dessa punkter inversa med avseende pi Cy.

Bevis. (i) Antag forst att Cy dr en cirkel och att P och Q éar inversa punkter. En av
dessa, P sdg, ligger dd pd en diameter AB i cirkeln Cp, och Q é&r enligt sats 3.10.1 den
fjarde harmoniska punkten till strackan AB och punkten P. Det foljer darfor av sats 3.9.2
att varje cirkel C genom P och Q &r ortogonal mot Cy. Givetvis dr ocksé “cirkeln” PQ
(diameterns forlingning) ortogonal mot Cy.
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Om “cirkeln” Cy &r en linje, sa dr denna linje mittpunktsnormal till strackan PQ.
Varje cirkel genom P och Q har dérfér sin medelpunkt pa linjen Co och ar foljaktligen
ortogonal mot Cy, liksom “cirkeln” PQ.

(ii) Fallet att Cy &r en linje ldmnas som enkel 6vning at ldsaren. Vi antar darfor att
Cp édr en cirkel med medelpunkt O. P grund av sats 3.10.1 racker det att visa att P och
Q delar en diameter i Cy harmoniskt.

Om den ena av de tvd med C; ortogonala cirklarna genom P och Q &r en linje, sa
skdr denna linje cirkeln C i tva diametralt motsatta punkter A och B. Det foljer nu av
sats 3.9.2 att punkterna P och Q delar diametern AB harmoniskt.

Om béda “cirklarna” C; och C, ér cirklar, sd betraktar vi linjen OP; denna skir Cy
i tva punkter A och B, C; i P och ytterligare en punkt R, samt C, i P och ytterligare
en punkt S. Strickan AB dr en diameter i cirkeln Cp, och pa grund av sats 3.9.2 delas
denna diameter harmoniskt av savédl punkterna P och R som P och S. Det foljer att
R = S. Punkten R &r sdledes den andra skdarningspunkten mellan cirklarna C; och C,
dvs R = Q, vilket innebar att P och Q delar diametern AB harmoniskt. O

Sats 3.10.7 Lit P +— P’ beteckna inversionen med avseende pd “cirkeln” Cy. Ldt C vara en
annan "cirkel”, och antag att punkterna R och S dr inversa punkter med avseende pd “cirkeln”
C. Dd iir bildpunkterna R’ och S’ inversa punkter med avseende pd bildcirkeln "bildcirkeln” C'
(={P' | P€C}).

Bevis. Lat C; och C, vara tva "cirklar" genom R och S; dessa dr ortogonala mot C enligt
satsen ovan. Korollariet till sats 3.10.5 ger att C; och C} &r ortogonala mot C’, si det foljer
darfor av sats 3.10.6 (ii) att skdarningspunkterna R’ och S’ till C{ och C} &r inversa med
avseende pa C'. O

Sats 3.10.8 Antag att cirklarna Cy och C, inte skir eller tangerar varandra. Dd finns det en
inversion som avbildar dessa cirklar pd tvd koncentriska cirklar.

Bevis. Lat A;By och A;B, vara diametrar lings samma linje i cirklarna C; och C,.
Enligt korollariet till sats 3.9.5 finns det tvd punkter P och Q som &r harmoniska med
avseende pa bade A;B; och A;B;. Punkterna P och Q &r pa grund av sats 3.10.1 inversa
punkter med avseende pa savidl C; som C,. Under en godtycklig inversion med P som
inversionscentrum avbildas P pa odndlighetspunkten oo och Q pd en punkt O, och oo
och O &r inversa med avseende pa bildcirklarna C; och C) enligt féregdende sats. Det
foljer att O ar medelpunkt i bada dessa cirklar, som sdledes dr koncentriska. O

Dubbelforhéllandet (A, B; C, D) &r definierat for fyra punkter pa en "cirkel". Enligt
sats 3.10.4 ligger de inversa punkterna med avseende pa en godtycklig inversion pa en
"cirkel", s dubbelforhallandet (A’, B’; C’, D) ar ocksa vildefinierat.

Sats 3.10.9 Dubbelforhillandet (A, B; C, D) av fyra punkter pd en "cirkel” dr invariant under
inversion P +— P’ med avseende pd en godtycklig “cirkel”, dvs

(A",B’;C",D") = (A, B;C, D).

Bevis. Om vi bortser fran det fall da ndgon av punkterna &dr odandlighetspunkten, s& ar

|AC| |DBj
A,B;C,D)=€1=5 - 77y
( )=€\c| 14D
dédr € = —1 om A och B separerar C och D, dvs om exakt en av punkterna C och D

ligger pa strackan AB (da “cirkeln” &r en linje) eller pa var sin cirkelbdge mellan A och
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B (da “cirkeln” &r en cirkel), och € =1 i 6vriga fall. I cirkelfallet &r detta sats 3.8.7, och i
linjefallet foljer formeln enkelt fran definitionen.

Man veriferar latt att A’ och B’ separerar C’ och D’ om och endast om A och B
separerar C och D. Koefficienten € dr med andra ord invariant under inversion.

Antag nu att inversionscentrum O é&r skilt frdn de fyra punkterna A, B, C och D.
Korollariet till sats 3.10.3 ger da efter insédttning och forenkling

|A’C’| \D’B/]_GIAC\ |DB|
|C'B’'| |A’D'|  "|CB| |AD|

Vi overlater at ldsaren att verifiera invariansen i de fall dd ndgon av punkterna dr
oandlighetspunkten eller sammanfaller med inversionscentrum. O

(A',B;C',D') = ¢

= (A, B;C, D).

Som tillaimpning pa inversion visar vi tva antika satser.

Sats 3.10.10 (Ptolemaios sats) Ldt ABCD vara en cirkelfyrhorning. Dd ir
|AC| - |BD| = |AB| - |CD| + |BC| - |DA].

Bevis. Under inversion med A som centrum och r som

radie avbildas den kring ABCD omskrivna cirkeln péd en B B
linje. Lat B, C’ och D’ vara inverserna till B, C och D. Da C ¢
ar alltsa
IB'D'| = |B'C'| + |C'D'|. A
Korollariet till sats 3.10.3 ger darfor D D’
IBD|-r*  |BC|-7? s |ICD| - r?
|AB| - |AD|  |AB|-|AC| "~ |AC|-[AD|’ Figur 3.52

vilket efter forenkling ger identiteten i satsen. a

Sats 3.10.11 (Apollonius sats) Ldt A och B vara tvd punkter, och ldt k vara ett positivt tal
# 1. Mingden I av alla punkter P som uppfyller likheten

|AP| =k - |BP

ir en cirkel med CD som diameter, diir C och D ir de punkter pd linjen AB som delar striickan
AB i forhdllandet k resp. —k.

Bevis. Punkterna C och D ligger definitionsmaéssigt pad I'. Invertera nu med avseende
pa en cirkel med medelpunkt C och godtycklig radie r. For de inversa punkterna till A,
B och P géller

AP| -2 |BP| - 12
A'P| = AP h BpP|=_">1°
AP ICA[-[cP] € [BP] ICB| - |CP
varfor

|A’P'| |AP| |CB| _|AP| 1 4

|B'P'| ~ |BP| |CA|  [BP| k
precis da P ligger pa I'. Detta innebar att mittpunktsnormalen till straickan A'B’ &r invers
bild till I". Under inversionen avbildas vidare linjen AB pa sig sjdlv, varfor I' mdste vara

en med linjen AB ortogonal cirkel genom C och D. Foljaktligen ar I' cirkeln med CD
som diameter. O
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OVNINGAR

3.51

3.52

3.53

3.54

3.55

3.56

3.57

a) Rita den figur som erhélles genom att invertera en kvadrat med avseende pa den omskrivna
cirkeln.

b) Rita den figur som erhélles genom att invertera en kvadrat med ett av hornen som
inversionscentrum.

Bestdm centrum for en inversion som avbildar cirklarna x*> + y*> =9 och (x — 1>+ > =1 pa
koncentriska cirklar.

Tva cirklar skédr varandra under rit vinkel vid A. O é&r en godtycklig punkt pa en tredje
cirkel, som tangerar de férstndamnda cirklarna i punkterna B och C. Visa att cirklarna genom
O, A, Boch O, A, C skir varandra under 45° vinkel.

[Ledning: Invertera med O som centrum.]

Undersok vilket resultat som fas dd Thales sats "En i en halvcirkel inskriven vinkel dr rat"
inverteras med avseende pa cirkelns medelpunkt.

Tva cirklar C; och C, skdr varandrai A och B. Diameterlinjeni C; genom B skér den andra
cirkeln i punkten C, och diameterlinjeni C, genom B skidr C; i D. Visa att medelpunkten
till cirkeln genom B, C och D ligger pa linjen AB.

[Ledning: Invertera med B som centrum.]

AC é&r en diameter i en given cirkel, B och D é&r tva andra punkter pd cirkeln, och sekanterna
AB och CD skir varandra i en punkt O. Visa att cirkeln genom O, B, D &r ortogonal mot
den givna cirkeln.

Visa f6ljande antika sats: Lat O, P och Q vara tre punkter i linje med O — P — Q, lat C,
C1 och Ky vara halvcirklar, alla pd samma sida om OQ och med OQ, OP resp. PQ som
diametrar. Lat Xy, KC;, K3, ... vara cirklar, som tangerar C och C; och med K, tangerande
K1 forn=1,2,3, ... . Latslutligen r, och h, beteckna radieni K, resp. avstandet fran
medelpunkteni K, till OQ. Da ar h, = 2nr,.

[Ledning: Invertera med avseende pé cirkeln C(O;t,), ddr t, &r langden av tangenten fran
O till K,,.]

Figur 3.53

3.11 Mohr—Mascheronis sats

I avsnitt 1.6 diskuterade vi klassiska eller — som de ocksd kallas — euklidiska geometriska
konstruktioner, dvs konstruktioner med passare och linjal, och skisserade beviset for att
vissa konstruktionsuppgifter &r omojliga att utfora. Det kan i det ssmmanhanget vara av
intresse att undersoka vad som kan utfoéras med andra hjalpmedel eller om man begransar
de euklidiska hjdlpmedlen. Vi har t ex observerat att det inte spelar ndgon roll om man
anvander en “modern” ldsbar passare eller en “euklidisk” passare, vars skidnklar faller
ihop dé den lyfts fran papperet.

Redan 1672 visade dansken GEORG MOHR f6ljande 6verraskande resultat.
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Sats 3.11.1 Samtliga euklidiska konstruktioner i vilka de efterfrigade objekten dr punkter kan
utforas med enbart euklidisk passare.

Inskrankningen till punkter beror naturligtvis pa att man inte kan dra nagra full-
standiga linjer med passare.

Mohrs upptackt forefaller inte ha ront ndgon uppmarksamhet utan glomdes bort
for att dterupptackas 125 ar senare av italienaren LORENZO MASCHERONI (1750-1800). Vi
skall i det hér avsnittet ge ett bevis for Mohr—-Mascheronis sats med hjélp av inversion.

Lat oss forst pdminna om att i en euklidisk konstruktion adr varje nykonstruerad
punkt en skdrningspunkt mellan antingen tva cirklar, en cirkel och en linje, eller tva linjer.
En euklidisk konstruktion kan sdledes brytas ned i ett dndligt antal steg av foljande tre
slag:

(«) Bestdim med utgangspunkt fran givna punkter M, A1, M,, A, skdrningspunkterna
X och Y till cirklarna med medelpunkt M; och radie M;A;, i =1, 2.

(B) Bestdm med utgdngspunkt fran givna punkter M, A, B, C skdrningspunkterna X
och Y mellan linjen BC och cirkeln med medelpunkt M och radie MA.

(77) Bestdim med utgdngspunkt fran givna punkter A, B, C, D skédrningspunkten X
mellan linjerna AB och CD.

I en euklidisk konstruktion utnyttjar vi passareni («) och (), medan linjalen kom-
mer till anvandning i () och (). For att bevisa Mohr-Mascheronis sats maste vi saledes
visa att vi kan utfora () och () med enbart passare. Vi skall gora sa via en serie av
konstruktioner, och for att underlédtta beskrivningarna av dessa infor vi ndgra kompakta
beteckningar.

Cirkeln med medelpunkt M genom A betecknas C(M; A). For att ange att punk-
terna X och Y fds som skdrningspunkter till cirklarna C(M; A) och C(N; B) skriver vi

C(M; A), C(N; B)
X, Y '
En geometrisk konstruktion med enbart passare kan nu beskrivas genom att kolumner

av ovanstdende typ staplas efter varandra i samma ordning som motsvarande steg («)
utfors. Allra forst sdtter vi dock kolumnen

7

Pl/PZI---/Pn

dér Py, P,, ..., P, dr de punkter som &r givna frdn borjan. I en reglementsenlig kon-
struktion maste punkterna M;, A;, M, A, i («) antingen vara givna eller tidigare
konstruerade; detta innebér att de punkter som forekommer i en kolumns 6vre rad redan
maste forekomma i tidigare kolumners undre rad.

Konstruktion 1 Konstruera, givet tvd punkter A och B, den punkt P pd strilen AB som
uppfyller |AP| = 2| AB].

Losning: Foljande konstruktion ger P (jmf figur 3.54).

c E
C(A;B),C(B; A) |C(B; A),C(C;B) C(B;A),C(E;B)‘ A\A
A
D

'A,B ' C,D AE C,p

Att P uppfyller de stédllda kraven foljer av att triang-
larna AABC, ABCE och ABEP d&r liksidiga och kongru-

enta. 0 Figur 3.54
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Konstruktion 2 Konstruera, givet tvd punkter A och B, samt det naturliga talet n, den punkt
P pi strilen AB som uppfyller |AP| = 2"| AB|.

Losning: Upprepa konstruktion 1, andra gangen med B bytt mot P etc, n ganger. O

Som redan ndmnts skall vi anvédnda inversion for att visa att () och () kan utforas
med passare. Genom att invertera med avseende pa nagon lamplig cirkel avbildar vi
cirkeln C(M; A) och linjen BC i (B) resp. linjerna AB och CD i (7) pa tva cirklar, vars
skdrningspunkter X’ och Y’ vi kan bestimma med passaren. Ytterligare en inversion ger
oss sedan de ursprungliga skdrningspunkterna X och Y. For att det hela skall fungera
maste vi forstds visa hur man inverterar utan linjal.

Konstruktion 3  Konstruera, givet punkterna O, A och B, spegelbilden O’ av O i linjen AB.
Losning:

C(A;0), C(B; 0)
O,A,B O,0 '

Sats 2.10.5 visar att AB &r mittpunktsnormal till strackan
o0'. O

Figur 3.55

Konstruktion 4 Konstruera, givet punkterna O, D och P, inversen P’ av P med avseende
pd cirkeln C(O; D).

Losning: Om |OP| > %]OD| sa duger foljande konstruk-
tion (jmf figur 3.56).

C(O; D), C(P;0) |C(E;0O), C(F;0)
O,D,P E,F o, P '

Trianglarna AOPE och AOEP’ blir ndmligen likformiga,
varfor

|OP| _ |OE]|
|OE| |oP')’
dvs |OP'| - |OP| = |OE|* = |OD|.
Villkoret |[OP| > %]OD| utnyttjades for att erhalla tva skdrningspunkter till cirk-
larna C(O; D) och C(P; O). Om villkoret inte &r uppfyllt, anvander vi férst konstruktion 2
for att konstrueraen punkt Q pa strélen OP med |OQ| =2"|0P| > %]OD\. Dérefter kon-

struerar vi inversen Q' till Q med hjilp av ovanstdende konstruktion. Slutligen utnyttjas

Figur 3.56

—
konstruktion 2 ytterligare en gng for att erhdlla P’ pa stralen OQ' sdatt |OP’| = 2"|0Q’|.
D4 ar namligen

|OF'| -|OP| =2"|0Q'| - |OP| = [0Q'| - |OQ| = |ODP,

dvs P’ dr invers till P. O
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Konstruktion 5 Konstruera, givet tre punkter A, B och O som ej ligger i linje samt en punkt
D # O, medelpunkten M iden cirkel Cy = C(M; O) som dr invers till linjen AB under inversion
med avseende pd cirkeln C(O; D).

Figur 3.57

Losning: Vi observerar forst att M och oandlighetspunkten co &r inversa punkter med
avseende pa cirkeln Cy. Deras inverser med avseende pa cirkeln C(O; D), dvs M’ och
O, ér séledes inversa punkter med avseende pa linjen AB, dvs M’ och O &r varandras
spegelpunkter i linjen. Vi erhaller darfor den sokta punkten M pa foljande vis:

Konstruera forst spegelbilden M’ av O i linjen AB med hjalp av konstruktion 3.
D4 ar M invers till M’ med avseende pa cirkeln C(O; D), och M fas med konstruktion 4.
O

Konstruktion 6 Lit O, D, M, A vara givna punkter si att cirkeln Cy = C(M; A) ej passerar

genom O. Konstruera medelpunkten N i den cirkel C) = C(N; A") som dr invers till Cy under
inversion i cirkeln C(O; D). (Hiir betecknar A’ inversen till A med avseende pd samma cirkel.)

Co

Figur 3.58

Losning: N och oo drinversa punkter med avseende pa cirkeln Cj, varfor deras inverser
N’ och O med avseende pé cirkeln C(O; D) &r inversa punkter med avseende pd Co.
Genom att utnyttja konstruktion 4 tvd gdnger kan vi darfor bestimma N pa foljande satt:

Lat P vara inversen av O under inversion i cirkeln Cy; da &r N inversen av P under
inversion i cirkeln C(O; D). g

Bevis for sats 3.11.1 Vi skall verifiera att stegen () och () i en euklidisk konstruktion
kan utforas med passaren.

De eventuella skarningspunkterna X och Y till cirkeln C = C(M; A) och linjen
d = BC kan f&s pa foljande satt. Forst viljes en punkt O som inte ligger pa cirkeln C och
linjen d. Inverserna C’ och d’ till C och d under inversion i cirkeln C(O; A) blir da cirklar,
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vars medelpunkter fds med konstruktionerna 6 och 5. Vidare ligger A’ pa C' och O pa d’,
sd vi kan upprita cirklarna och ddrmed bestimma deras (eventuella) skdrningspunkter
X" och Y’'. Punkterna X och Y é&r inverser till X’ och Y’ under inversion i C(O; A) och
fas med konstruktion 4.

Den eventuella skarningspunkten X till linjerna AB och CD fas pé ett analogt sétt.
De bada linjerna inverteras med avseende pd en godtycklig cirkel, vars medelpunkt O
ligger utanfor linjerna. De inversa bilderna ar cirklar genom O och deras medelpunkter
konstrueras med hjélp av konstruktion 5. Om cirklarna skdr varandra i ytterligare en
punkt, sd ar denna punkt inversen till X. Punkten X fds sdledes genom ytterligare en
inversion med hjalp av konstruktion 4. O

Det ar létt att inse att linjalen inte racker som hjadlpmedel for att utféra de euklidiska
konstruktionerna; exempelvis kan man inte konstruera en strackas mittpunkt med enbart
linjal. Men om man kompletterar linjalen med en “rostig passare”, dvs en passare med
fixerade skénklar, sa kan man utfora alla euklidiska konstruktioner. Den rostiga passaren
behover vidare bara anvidndas en gdng och kan sedan slingas. Samtliga euklidiska
konstruktioner av punkter 4r med andra ord utférbara med linjal givet en enda cirkel
med kdnd medelpunkt. Detta resultat visades av Victor Poncelet och Jacob Steiner.

Alla euklidiska konstruktioner kan vidare utforas med en “dubbellinjal” eller med
en "vinkel”. Dubbellinjalen anvands for att dra parallella linjer pa konstant avstand och
vinkeln for att dra linjer som skér varandra under konstant vinkel.

OVNINGAR

3.58 Konstruera, givet punkterna A och B, mittpunkten pa strackan AB med enbart passare.

3.59 Konstruera, givet hornen i triangeln AABC, medelpunkten i den omskrivna cirkeln med
enbart passare.

3.60 Konstruera, givet punkterna A och B, mittpunkten M pé strackan AB samt en punkt P
utanfér AB, den med AB parallella linjen genom P med enbart linjal.
3.61 Los foljande uppgifter med dubbellinjal:
a) Konstruera, givet A och B, mittpunkten pa strackan AB.
b) Konstruera, givet A, B och P, den med AB parallella linjen genom P.
c) Konstruera, givet A, B och P, normalen genom P till linjen AB.
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oversittning i
Hilbert, D: The Foundations of Geometry. Open Court Publishing Company, 1971.

Hilberts axiomsystem studeras i detalj i

Forder, H.G: The Foundations of Euclidean Geometry. Cambridge University Press, 1927. (Omtryckt i
Dover, 1958.)
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Ewald, G: Geometry: An Introduction. Wadsworth, 1971.
Greenberg, M: Euclidean and Non-Euclidean Geometries. Freeman, 1974.
Martin, G: The Foundations of Geometry and the Non-Euclidean Plane. Springer-Verlag, 1975.

Ewald bygger upp geometrin med utgangspunkt fran ett axiomsystem for speglingar, medan
Greenberg anvédnder sig av en modifierad version av Hilberts axiomsystem, och Martin utnyttjar
ett axiomsystem som gér tillbaka pa G.D. Birkhoff.



Appendix

I kapitel 2.5 utelamnade vi bevisen for lemmorna 2.5.1, 2.5.4 och 2.5.6. Dessa bevisas nu
hér. Vi startar med det forsta lemmat.

Lemma 2.5.1 Ldt 7 vara en godtycklig polygon, och antag att punkterna P och Q ligger i
samma komponent (2 till 7t. Dd finns det ett hyggligt stricktdg i (2 mellan P och Q.

Bevis. Beviset bygger i sin tur pa tvd lemmor.

Lemma 1l Antag att stricktiget w och strickan AB inte har nigon gemensam punkt. Pd varje
sida om AB finns det di en punkt C sd att det inre av AABC inte innehdller ndgon punkt frin
striicktiget w.

Bevis. Antag att w = (Py, Py, ..., P,), och sdtt a; = P;_1P;
fori=1,2,...,n,ochbj=AP; forj=0,1, ..., n. Péavarje E w
sida om AB finns det en punkt E som inte ligger pa ndgon D

av linjerna a;. Enligt korollariet till sats 2.3.2 finns det en

punkt D pa strackan AE sa att varken D eller ndgon punkt

pd AD ligger pd nagon av linjerna 4;. Av samma skal finns A B
det en punkt C pa strdckan BD sa att mangden BC U {C} /
inte innehaller ndgon punkt frdn ndgon av linjerna a; och

b.

Vi skall visa att det inre av AABC inte innehaller Figur1
nagra punkter fran stracktaget w, och antar darfor mot-
satsen, dvs att det finns en inre punkt P i triangeln och
ett index i sd att P ligger pa den slutna strackan [P;_;P;]. Linjen a; skdr da enligt sats
2.4.3 antingen tva sidor i triangeln AABC eller en sida och motstdende horn. Vi har
emellertid valt C sa att a; inte kan ga genom C eller skdra sidan BC, och linjen a; kan
dérfor inte heller ga genom det motstdende hornet A. Vi har vidare valt D sa att 4; inte
kan ga genom sidan AD i AABD, sa a; kan inte heller ga genom det motstaende hornet
B. Den enda aterstaende mojligheten dr darfor att a; skédr de bada sidorna AB och AC i
AABC.

Eftersom den slutna strackan [P;_1P;] enligt forutsédttningen inte skar strackan AB,
maste punkterna P, ; och P; ligga p4 samma sida om linjen AB, och minst en av dem,
sdg P;, ligger i det inre av AABC, ty annars skulle ingen punkt pd [P;_;P;] vara en inre
punkt i triangeln. Detta medfor emellertid att linjen b; = AP; skér sidan BC i en punkt,
vilket strider mot valet av C. Denna motsédgelse bevisar lemmat. O
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Lemma 2 Ldt w vara ett stricktdg som inte innehiller hornet A eller nigon punkt pd sidorna
AB och AC i AABC. Di finns det en punkt D pd sidan AC sd att w inte skir det inre av
AABD.

Bevis. Det finns en punkt E sd att E — A — B och sa att
strickan EB inte innehdller ndgon punkt fran stracktaget
w. Lemma 1 ger en punkt F pa samma sida om EB som
C med egenskapen att w inte skar det inre av AEBF. Om
C ligger i det inre eller pa randen av AEBF, sa ligger det
inre av AABC i det inre av AEBF, och i detta fall kan vi
alltsd vdlja D = C. Om C ligger i det yttre av AEFB, sd
skér linjen AC antingen sidan EF, sidan FB eller hornet F
ien punkt D, och eftersom det inre av AABD ligger i det
inre av AEFB, skir inte w det inre av AABD. O Figur 2

Bevis av lemma 2.5.1. Lat w = (Py, Py, ..., P,) vara ett stracktag i en komponent 2 till 7t
mellan P (= Py) och Q (= P,). Viskall visa hur man kan modifiera w sa att man erhéller
ett hyggligt stracktdg i (2 mellan P och Q. Lemma 2, tillimpat pa triangeln AP;PyP,
och polygonen 77, ger en punkt Q; pa sidan P; P, sa att det inre av AP PyQ; liggeri 2.
Antalet icke-hyggliga linjer genom P, dr hogst lika med antalet horn i polygonen 7, sa
vi kan dérfor vélja en punkt P] pa strackan P;Q; sa att linjen PP &r hygglig. Se fig. 3.

Figur 3

Stracktaget (P, Py, Ps, ..., Py) dr en stracktdg i 2 med hygglig linje WP{' Pa lik-
nande satt kan vi nu successivt vélja punkter Py pa PPs, ..., P, _; pa P,_1P, sa att
(Po, P, Pj,...,P,_,,P,) ar ett stracktdg i (2 med hyggliga linjer P/ P/ for i =2,3, ...,
n —1. Vélj slutligen pa ett analogt sitt P,/ , pa P, ,P,_, sa attstriackan P/ ,P, liggeri (2
och sa attlinjen P , P, dr hygglig. Da ar (P, P;,..., P, _,, P/ |, P,) etthyggligt stracktag

n

i 2 mellan P och Q. O

Lemma 2.5.4 Ldt P och Q vara tvd punkter som inte tillhor randen av den enkla polygonen
T =A1A;y ... Ay, och antag att striickan PQ skiir randen i exakt en punkt A. Om A = A; ir ett
horn, som inte dr rakt, antar vi dessutom att punkten P ligger i det inre av vinkeln £ A;_1A;Ais.
Di tillhor P och Q olika komponenter av 7t.

Bevis.  Fall 1: Linjen PQ &r hygglig.

Satt r = P—Q> och s = —@). Da dr r och s hyggliga stralar fran P resp. Q. Lat
N(r) resp. N(s) beteckna antalet sidor i polygonen 7 som skérs av strdlarna r resp. s.
Pé grund av forutsittningarna dr uppenbarligen N(r) = N(s) + 1, sa det foljer av lemma
2.5.3 att P och Q tillhor olika komponenter.
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Fall 2: Linjen PQ ar godtycklig och strackan PQ skir en sida av polygonen 77, sdg sidan
AiAin.

Med hjilp av lemma 1, tillaimpat pa stracktaget w = (Aj1, ..., An, A1, ..., Ai) och
strackan PQ, far vi en punkt C sa att det inre av triangeln APQC inte innehdller ndgon
punkt fran stracktaget w, dvs fran méngden d7t \ A;A;;1. Vi kan utan inskrankning anta
att C och P ligger pa samma sida om A;A;;; (1&t annars P och Q byta roll). Eftersom
det bara gar dndligt manga icke-hyggliga linjer genom Q kan vi vélja en punkt P’ pd
strackan PC sd att linjen P’Q ar hygglig. (Se fig. 4.)

Ai+2

A,‘+1 Ai+1
c C
P’ P!
© g © A\'P/
A;

Figur 4 Figur 5

Strackan P'Q skar polygonsidan A;A;.;. Den skdr déarfor randen o7 i exakt en
punkt, sé det foljer av fall 1 att P’ och Q tillhor olika komponenter. Den slutna strackan
[PP'] skér inte randen, varfor P och P’ tillhor dédrfér samma komponent. Foljaktligen
tillhor P och Q olika komponenter.

Fall 3: Strackan PQ skédr polygonen i ett rakt horn A;.

Ersitt polygonen 7 med den polygon 7t som fds genom att stryka hornet A; samt
ersdttasidorna A;_1A; och A;A;;1 medsidan A;_1A;.1. Polygonerna 7t och 7t har samma
komponenter, och PQ skér en sidan A;_1A;;1 i polygonen 7. Vi befinner oss sdledes i
fall 2 och drar slutsatsen att P och Q tillhor olika komponenter av 7t och darmed ocksa
av 7.

Fall 4: PQ skér polygonen i ett icke-rakt horn A; och P ligger i det inre av vinkeln
LA 1AiAi.

Lemma 1 tillimpat pé stracktaget w = (Aj ... AyA1Ai1) och strickan PQ ger
den hir gangen en punkt C sa att det inre av triangeln APQC inte innehaller nagon
punkt frdn w. Vi kan vidare utan inskrankning anta att C ligger i det inre av vinkeln
L Ai_1AiAis. Vikan slutligen vélja en punkt P’ pd sidan PC sa att linjen QP’ ar hygglig
med avseende pd polygonen 7r. Den slutna strackan [PP’] skér inte randen d7r, medan
strackan P’Q skér en av sidorna A;A;.1 och A;A;—1. (Jmf fig. 5.) Av fall 1 foljer dérfor
att P’ och Q tillhor olika komponenter, medan P’ och P tillhér samma komponent.
Foljaktligen tillhor P och Q olika komponenter. O

Vi erinrar om att en f6ljd Ay, Ay, ..., A, av trianglar kallas en triangelkedja runt
polygonen = A1A;... A, om
(a) inre(A)Nomr =0 for1<i<mn,
(B) inre(A;_1) Ninre(4;) # () fér 2 <i < n; och
(7) AiAiz drensida eller en del av en sida i triangeln A; for 1 <i < n.

Lemma 2.5.6 Lit m = A1A;... A, vara en enkel polygon. Dd finns det tvd triangelkedjor
Ay, Ay, ..., Ayoch A, A, ..., A, runt 1T sd att det inre av A; och det inre av A'; ligger pd
olika sidor om A;Ai. for varje i. De bdda mingderna M = \Ji—; inre(A;) och M’ = |- inre(4’;)
dr disjunkta och ligger i olika komponenter till 7t.

Bevis. Det racker att visa lemmat for polygoner 7 utan raka horn. (Om Ay, Ay, ..., A,
ar en triangelkedja runt en polygon 7t utan raka hérn, och om man bildar en ny polygon
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7t genom att tillfoga ett rakt horn A, pd sidan A;A;,, sa far vi en triangelkedja runt 7
genom att ersdtta triangeln A; = ABCD, i ddr sidan BC antas innehalla polygonsidan
AjAii1, med de tva trianglarna A(Z-l) = ABED och A(Z-z) =AFCD,darB—F—A,—E—-C))

Antag darfor att m = A1Ay... A, dr en enkel polygon utan raka hérn. Vi borjar
med att siatta Ay = AA;A,D, dér D &dr en punkt pd A, A3 med egenskapen att det inre av
A; inte skir stracktaget w = (A3, A4, ..., Ay, A1), samt A} = AA,C'D’, dédr C' och D’ &r
valda sd att A} — Ay — C’/, sidan A;C’ inte skr stracktdget w, D’ och Aj; ligger pé olika
sidor om A;A;, och detinre av A’} inte skér stracktdg w. (Punkterna D och D’ existerar
pa grund av lemmorna 2 och 1.) Trianglarna A; och A, uppfyller villkoren («) och (1)
for n =1, och deras inre ligger pa olika sidor om polygonsidan A;A;.

Vi skall genomfora ett induktionsbevis och antar darfor att vi har konstruerat tri-
anglarna Ay, Ay, ..., A (k < n) sa att villkoren («) — () i triangelkedjedefinitionen
ar uppfyllda nér talet n byts mot k. Vidare antar vi att Ay = ABCD, ddr B = Ay eller
B — Ay — Ags1, och antingen

1) C=Ar1 och A —D— Appo, eller
(ii) Ay — Agy1 — C.

Vi sdger att triangeln Ay dr av typ (i) om (i) géller och av typ (ii) om (ii) géaller.

Ifall (i) ligger D och Ag pd samma sida om AxAx.1 ochi fall (ii) pa olika sidor.

Antag slutligen att trianglarna A', A, ..., A} &r konstruerade pa motsvarande
satt. Observera att triangeln A, ar av typ (i), medan A’ &dr av typ (ii).

Vi skall nu visa hur man konstruerar triangeln Ay,; sé att («)- (-y) géller for foljden
A1, Dy, o, Diyr.

Figur 6
Konstruktion av Ay. idet fall did Ay dr av typ (i)

Om Ay &r av typ (i) gor vi pa foljande satt (jmf fig. 6). Antag att forst att B och Ay,
ligger pa samma sida om sidan Aj,1Aso. DA finns det pa grund av lemma 2, tillimpat
pa AAgi2Ak1Akss och stracktaget (Agis, ..., An, A1, ..., Aksa), en punkt E pé sidan
Ak2Akss sd att det inre av A Ay, AgsrE inte innehdller ndgon punkt fran d7t. Triangeln
Aks1 = DA Ak E uppfyller (a)- () och ar av typ (i).

Antag nu att B och Ay, ligger pa olika sidor om A1 Akp. Da véljer vi forst
punkten F sd att Ag,q — A2 — F och sd att strackan Ay, F inte skér stracktdget w =
(Aksz, -, An, A1, ..., Ags1) - Lemma 1 ger oss en punkt G pa samma sida om Ay, F som
B med egenskapen att det inre av AA;1FG inte skar stracktaget w och darmed inte
heller polygonranden d7r. Triangeln Ay = AAy FG uppfyller nu (a)- (y) och &r av
typ (ii).

Om triangeln Ay &r av typ (ii) (jmf fig. 7) borjar vi med att vélja en punkt E i det
inreav Ap sd att E — Ajy1 — Apson.

Om B och A3 ligger pa olika sidor om Ag,q Ak, véljer visedan med hjdlp avlemma
2, tillampat pd triangeln AE Ay, Akss och stracktiget w = (Agis, ..., An, A1, ..., Ax), en
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punkt F pa Ay Az sd att w och darmed ocksa d7t inte skdr det inre av AEA,F.
Triangeln Ay = AE Ak F uppfyller (a)- (7y) och dr av typ (i).

Ak+3

Figur 7
Konstruktion av Ay, idet fall dd Ay dr av typ (ii)

Om B och Aj,3 ligger pa samma sida om Ay,1 Aksz valjer viforst G saatt E— Agq —
Ars2 — G och sd att EG inte skér stracktaget w = (Akss, ..., An, A1, ..., Ar). Lemma 1
ger sedan en punkt H pd samma sida om EG som C sa att det inre av AEGH inte skar
w och ddrmed ocksa inte randen d7r. Triangeln Ay,; = AEGH uppfyller (a)- () och ar
av typ (ii).

Déarmed &r induktionssteget klart. Med hjdlp av induktion far vi darfor en triangel-
kedja Ay, Ay, ..., A, runt 7. Helt analogt konstrueras en triangelkedja A, A, ..., A,
med utgdngspunkt fran A’

Lat P € inre(A;) € M och P’ € inre(A}) C M'. Eftersom det inre av A; och A
ligger pa olika sidor om polygonsidan A; A, tillhor P och P’ olika komponenter av 7t
(lemma 2.5.4). Varje stracktdg mellan P och P’ maéste dérfor skira polygonranden drr,
och speciellt finns det inget stracktdg i M U M’ mellan P och P'. Midngden MU M’ ar
dérfor inte sammanhédngande. Av sats 2.5.3 (iii) foljer darfor att M N M’ = (). Speciellt
madste dérfor inre(A;) och inre(4) ligga pa olika sidor om sidan A;A;,; forvarje i. O
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absolut geometri, 22 enkel polygon, 38
Almagest, 18 euklidisk biangel, 90
alternatvinkelsatsen, 97 euklidisk geometri, 96
alternatvinklar, 54 euklidiska parallellaxiomet, 92, 97
Apollonius sats, 138 eulerlinje, 129
Arkimedes axiom, 14, 71, 73 exponerad, 39
avstand, 67 fixpunkt, 133
avgsténsformeln, 122 fjarde harmoniska punkten, 117
axiom, 4 fotpunkt, 59
bas, 48, 90 Gergonnepunkt, 115
basvinkel, 48 halvaxel, 76
Eieanr; 3e51 90 halvcirkel, 80
AN halvlinje, 34

isektris, 57, 58 halvplan, 34
Cartesianska modellen, 27 harmoniékt punktpar, 116
centralprojektion, 117 Herons formel, 105
Cevas sats, 110 hygglig, 40
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. incidensaxiom, 23
cosinus, 104
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Dedekinds fullstandighetsaxiom, 73 inre diagonal, 45
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Kleins hyperboliska modell, 27 Pappos sats, 129
koaxial, 112 parallell, 23, 54
kommensurabel, 4 parallellknippe, 107
komponent, 39 parallellogram, 56
koncentrisk, 83 parallellogramlagen, 105
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