Spelteori

Lars-Ake Lindahl

2017



Spelteori
© 2017 Lars-Ake Lindahl, Matematiska institutionen, Uppsala universitet



Innehall

Icke-kooperativa spel

Nyttoteori

1.1 Preferensrelationer och nyttofunktioner . . . . ... ... ..
1.2 Kontinuerliga preferensrelationer . . . . ... ... ... ...
1.3 Lotterier . . . . . . . . . ...
1.4 Forvantad nytta . . . . . . ... oL o
1.5 von Neumann—Morgenstern-preferenser . . . . . . . . ... ..

Strategiska spel

2.1 Definition och exempel . . . . . . .. .. ... ... ... ...
2.2 Nashjamvikt . . ... ... o
2.3 Existens av Nashjamvikt . . . . . ... ... ... ... ...
2.4 Maxminimering . . . . . . ...
2.5 Strikt konkurrensinriktade spel . . . . ... ..o oL

Tva oligopolmodeller
3.1 Cournotsmodell . . . .. .. .. .. ...
3.2 Bertrandsmodell . . . . . . ... oL

Tréngselspel och potentialspel

4.1 Trangselspel . . . . . . . ..o
4.2 Potentialspel . . . . ... ... ... Lo
Blandade strategier

5.1 Blandade strategier . . . . .. .. ... Lo
5.2 Den blandade utvidgningen . . . .. ... ... ... ... ..
5.3 Likgiltighetsprincipen . . . . .. . ... ... ... L.
54 Dominans . . . . . . . ...
5.5 Maxminstrategier . . . . . . ... Lo Lo

27
27
32
38
42
44

51
51
57



iv INNEHALL

6 Tvapersoners nollsummespel
6.1 Optimala strategier och spelets varde . . . . . . . .. ... ..
6.2 Tvapersoners nollsummespel och linjér programmering . . . .

7 Rationaliserbarhet
7.1 Ovwertygelser . . . . . . .. .. L
7.2 Rationaliserbarhet . . . . . . . . . ... ..

8 Extensiva spel med perfekt information
81 Speltrad . . . . . . ..
8.2 Spel pa extensiv form . . . .. ... ... L.
8.3 Delspelsperfekta jimvikter . . . . . . ... ... ... ... ..
8.4 Stackelbergs modell fér duopol . . . . . .. ...
85 Slumpdrag. . . . . . . ...

9 Extensiva spel med ofullstéindig information
9.1 BasicEndgame . . .. .. .. ... ... L
9.2 Extensiva spel med ofullsténdig information . . . . . . . . ..
9.3 Blandade strategier och situationsanpassade strategier . . . .

II Kooperativa spel

10 Koalitionsspel
10.1 Definitioner . . . . . . . .. ..o
10.2 Imputeringar . . . . . . .. .. L
10.3 Exempel . . . . . oL
10.4 Karnan . . . . . . . ..o
10.5 Karakterisering av spel med icke-tom kdrna . . . . . ... ..
10.6 Nukleolen . . . . . . . . . . . . . . ..

11 Shapleyvirdet
11.1 Shapleylésningen . . . . . . . . . ... Lo

11.2 Alternativ karakterisering av Shapleyvéardet . . . . . . . . ..
11.3 Shapley—Shubiks styrkeindex . . . .. ... ... ... ....

12 Koalitionsspel utan 6verféorbar nytta
12.1 Koalitionsspel utan ¢verforbar nytta . . . . . . .. . ... ..
12.2 Bytesekonomier . . . . . .. ... oo
12.3 Nashs forhandlingslosning . . . . . . . ... ...

Appendix 1: Konvexitet . . . . .. ... ... ... .......
Appendix 2: Kakutanis fixpunktssats . . . . . . ... ... ..
Kort historik . . . . . ... ... .. o
Svar och anvisningar till 6vningarna . . . ... ... ... ..

Sakregister . . . . . ... ...

95
95
100

105
105
109

115
115
118
124
130
132

139
139
142
150



Forord

Spelteori dr en matematisk teori som kan anvindas for att modellera och
studera savil konflikter som samarbeten. De olika modellerna kallas spel
med de deltagande parterna som spelare, och beroende pa om fokus ligger
pa vad en spelare kan astadkomma péa egen hand utan samarbete med 6vriga
spelare eller pa vad grupper av spelare kan astadkomma genom samarbete,
klassificeras spelen som icke-kooperativa respektive kooperativa.

Den icke-kooperativa spelteorin fokuserar pa de enskilda spelarnas stra-
tegier och pa spelarnas inflytande dver resultaten och forsoker forutsiaga vilka
strategier som spelarna kommer att vélja. Teorin beskriver hur spelarna bor
agera, men i spel finns det i allménhet inte nagot utfall som &r bést for samt-
liga spelare. En huvuduppgift for spelteorin &r déarfor att peka ut 16sningar
som i nagon mening kan uppfattas som godtagbara for samtliga spelare samt
att ge villkor for att sadana l6sningar ska existera. I icke-kooperativa spel &r
Nashjamvikten en sadan 16sning — i den dr samtliga spelares strategier, dvs.
val av handlingsalternativ, sddana att ingen spelare tjinar pa att ensidigt
byta strategi.

Ett icke-kooperativt spel har strategisk form om varje spelare gor sitt
handlingsval en gang f6r alla och oberoende av motspelarnas val. Ett typiskt
exempel pa ett spel som uppfyller detta dr sten-sax-pase. Fxtensiva spel
modellerar istéllet situationer dér spelarna kan 6vervéiga och modifiera sina
val av handlingar allteftersom ldget utvecklas. Schack och bridge &r tva
typiska exempel pa sadana spel, men de skiljer sig at satillvida att i schack
har bada spelarna hela tiden perfekt information om stéllningen i spelet,
medan bridgespelaren endast har ofullstéindig information om det aktuella
ldget nir det &r hans tur att bjuda eller spela ett kort.

Kooperativa spel kan ses som en tévling mellan koalitioner av spelare
snarare d&n mellan individuella spelare. Den stora fordelen med den koope-
rativa spelteorin &r att den inte behover nagon precist definierad struktur av
det aktuella spelet. Det ricker att veta vad varje koalition kan astadkomma,
man behover inte veta hur. Ett grundliggande antagandet &r att storkoali-
tionen, dvs. gruppen bestaende av samtliga spelare, bildas, och huvudpro-
blemet blir nu att férdela storkoalitionens utbetalning bland de individuella
spelarna pa ett rattvist siatt. Svaret pa det problemet &r ett 16sningsbegrepp i
form av en vektor som representerar varje spelares tilldelning. Olika 16snings-



vi

begrepp, som bygger pa olika tolkningar av rittvisa, har foreslagits, och vi
kommer att studera tre sadana, ndmligen kirnan, nukleolen och Shapleylos-
ningen.

Spelteoretiska begrepp och resultat anvénds inom flera vetenskapsomra-
den, framst kanske inom nationalekonomi, biologi och datavetenskap. Exem-
pelvis kan konkurrens mellan foretag pa en gemensam marknad modelleras
som spel och jimviktspriser svarar da mot Nashjamvikter. Inom biologin kan
spelteori anvindas for att analysera evolutionért stabila foreteelser. Spelar-
na i ett evolutionsspel &ar gener med biologiskt kodade och &rftliga strategier,
och evolutionért stabila fenomen, som exempelvis konsfordelning, kan upp-
fattas som speciella Nashjamvikter.

Som matematisk teori dr spelteori oantastlig, men fér att man ska kunna
anvénda spelteorins forutségelser i en konkret konfliktsituation kravs det na-
turligtvis att det rader god 6verensstdmmelse mellan modell och verklighet.
Modellerna forutsétter att spelarna ér rationella och att de kan spelreglerna,
vilket bland annat inkluderar att de vet hur motspelarna vérderar samtliga
mojliga utfall. I komplicerade situationer ar detta forstas omdojligt, men med
hjalp av spelteoretiska resonemang kan man ofta i efterhand forklara varfor
det gick som det gick.

Den hér boken ér en introduktion till spelteori, och innehéallet svarar
val ndrmast mot en 5-7.5 podngskurs pa hogskoleniva. Framstillningen &r
elementéir satillvida att den inte forutsitter nagra avancerade kunskaper i
matematik — en termins hogskolestudier i &mnet torde vara fullt tillrackligt
for att tillgodogora sig texten, om man bortser fran nagra enstaka avsnitt
vars bevis kan 6verhoppas utan att sammanhanget gar forlorat. Man maste
behérska summa- och produktsymbolerna, funktionsbegreppet, de vanliga
méngdoperationerna (union, snitt, mangdtillhérighet) och veta vad som me-
nas med sannolikheter (pa éndliga utfallsrum). Men framférallt far man inte
var radd for det matematiska sprakbruket, som ju innebér att man definierar
abstrakta begrepp och infér nya symboler och sedan anvinder dessa friskt.
De mest avancerade resonemangen forekommer i avsnitten 1.5, 2.3, 7.1, 7.2,
9.3, 10.5 och (slutet av) 10.6 samt i appendix 2.

Lars-Ake Lindahl



Notation

De matematiska beteckningar som vi kommer att anvénda oss av &r med
nagra fa undantag standardbeteckningar, och de som inte dr det kommer
vi att forklara allteftersom de infors. Saledes betecknar R méngden av alla
reella tal, medan R, &r méngden av alla icke-negativa reella tal. Vi skriver
f: X — R for att ange att den reellvirda funktionen f &r definierad pa
méngden X.

Ett centralt begrepp ar begreppet produktmdngd. Om Ay och As &r tva
godtyckliga méngder, sa bestar produktméingden A; x Ay av alla ordnade
par (a1,az) som kan bildas genom att vilja elementet a; fran mingden A
och elementet ao fran méngden A,.

Produktméngder av fler &n tva méngder definieras forstas analogt. Givet

n stycken méngder Ay, Ao, ..., A, betecknar A1 X Ag X --- X A, eller kortare
H?Zl A;, méngden av alla ordnade n-tipler (a1,as,...,a,) som kan bildas
genom att vilja a1 € Ay, ag € Ao, ..., a, € A,. Ordnade n-tipler kommer

vi for 6vrigt ocksa att kalla vektorer.
Vi kommer att anvinda féljande konvention foér namngivning av n-tipler.

Om de ingéende elementen i en n-tipel betecknas aq, as, . .., an, anvinder vi
samma bokstav @ som namn pa sjélva n-tipeln. Detta innebér att exempelvis
a=(ay,ag,...,an),b=(b1,ba,...,by)ochx = (z1,29,...,2,). Vianvinder

forstas samma konvention for produktméngder sa att A = A; X Ag X -+ X Ay,
0sv.

Mycket ofta kommer vi att behova betrakta den (n—1)-tipel som uppstar
nir elementet pa plats ¢ i en n-tipel stryks, och for det behdvs en bekvim
beteckning. Om a = (a1, az, ..., ay) skriver vi a_; for (n — 1)-tipeln

(alv ey A1, Qi 1,y - - - 7an)-

I fallet n = 3 &r saledes a_; = (ag,a3), a_a = (a1,a3) och a_3 = (a1, a2).
Vi anvénder ett analogt skrivsdtt for produktméngder; om

A=A X Ay x --- X A,

sa dr A_; den produktmingd med n — 1 faktorer som bildas nér den i:te
faktorn A; utelamnas.

Givet en n-tipel a = (ay,as,...,a,) behdver vi ocksa ett enkelt sétt att
beteckna den n-tipel som bildas ndr man byter ut elementet a; pa plats ¢

1



2 Notation

mot ett godtyckligt element b. Vi skriver (a—;,b) for denna n-tipel, vilket
innebér att

(a—,b) = (a1,...,a;-1,b,ai41,. .., an).
I fallet n = 3 &r alltsa (a_1,b) = (b,az2,as), (a—2,b) = (a1,b,a3) och
(a—3,b) = (a1, a2,b). Vidare ar naturligtvis (a—;, a;) = a for alla n-tipler a.
Vi anvinder forstas ett helt analogt skrivsatt for produktméngder; detta
betyder att

(A_Z',B):AlX---XAZ'_1XBXAZ'+1X~"><A7L.
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Kapitel 1

Nyttoteori

Klassisk nyttoteori analyserar situationer dar individer maste fatta beslut
och forsoker forklara deras val av handlingar i termer av preferenser, nytta
och forvantningar.

1.1 Preferensrelationer och nyttofunktioner

Vi hamnar dagligen i situationer dér vi behover vilja mellan olika hand-
lingsalternativ: Kavaj eller troja? Te eller kaffe till frukost? Bil eller buss
till jobbet?, osv. De flesta valen gor vi av vana, omedvetet eller utan att
reflektera ndrmare pa saken, men om det géller en helt ny situation och ett
viktigt beslut, forsoker vi ofta vilja det basta alternativet. En forutsittning
for att kunna gora detta ar att vi pa nagot sitt kan virdera och rangord-
na de olika handlingsalternativen. Det dr sddana beslutsproblem som vi ska
studera i det har kapitlet.

Ett beslutsproblem bestar med andra ord av en méngd A av handlingsal-
ternativ och en preferensrelation = pa miangden A, dir a > b ska utlidsas
”alternativet a ar lika bra eller battre dn alternativet b”. Istallet for a = b
skriver man ocksa b < a.

For att en relation pa A ska duga som preferensrelation méaste vissa
minimikrav vara uppfyllda; de ges i féljande definition.

Definition 1.1.1 En preferensrelation > pa en méngd A &r en relation som
uppfyller foljande tva axiom:

Axiom 1 (Fullstindighet) For alla a, b€ A dra > b eller b = a.
Axiom 2 (Transitivitet) Om a = b och b = ¢, sa ir a = c.

Fullsténdigheten innebér att alla alternativ i A ska kunna jimforas med
varandra och medfor speciellt att a > a for alla a € A.

Om a > boch b > a, kallar vi alternativen a och b ekvivalenta och skriver
a ~ b. Vi sdger ocksa att beslutsfattaren ér indifferent for sadana alternativ.

5



6 1 Nyttoteori

Relationen ~ &r forstas en ekvivalensrelation pa méangden A.
Om a > b och a ¢ b, séger vi att ”a &ar battre &n b” och skriver a > b.

Definition 1.1.2 Lat > vara en preferensrelation pa méngden A. Ett ele-
ment a* € A kallas maximalt (med avseende pa preferensrelationen) om
a* = a for alla a € A (och minimalt om a > a* for alla a € A).

Om B ér en delméngd av A, a* € B och a* = b for alla b € B, séger vi
att elementet a* dr maximalt i B med avseende pa den givna preferensrela-
tionen.

Att a* dr maximalt i B betyder alltsa att det inte finns nagot alternativ
i B som ar béttre.

Nu nér vi beskrivit vad som menas med preferensrelationer och maxi-
mala element &r det ldtt att definiera vad som bor menas med en rationell
beslutsfattare — en rationell beslutsfattare r en person som i varje besluts-
situation véljer ett maximalt element som sitt handlingsalternativ.

Det &r enkelt att ge exempel pa preferensrelationer som saknar maximala
element och pa preferensrelationer med mer dn ett maximalt element. Om
méngden A dr dndlig, vilket vi ofta kommer att forutsétta i fortsdttningen,
finns det emellertid alltid maximala element. Det foljer ndmligen av axiom
1 och 2 att handlingsalternativen i A i sa fall kan ordnas i en dndlig kedja
a1 = ag = as--- = ay, och da &r naturligtvis alternativet a; maximalt.

EXEMPEL 1.1.1 En persons preferenser for de fem ratterna pa lunchrestau-
rangens matsedel en viss dag ser ut sa hér:

Bruna bonor = Kroppkakor ~ Pannbiff >= Sill och potatis ~ Pasta.

Det unika optimala valet ar forstas Bruna bonor. O

Ett vanligt sétt att ange sina preferenser (t. ex. i tdvlingssammanhang)
Ar att sdtta podng pa de olika alternativen; ju béattre alternativ desto hogre
poéng. Detta leder till begreppet nyttofunktion.

Definition 1.1.3 Lat > vara en preferensrelation pa miangden A. Funktio-
nen u: A — R representerar preferensrelationen och kallas en motsvarande
(ordinal) nyttofunktion om

a>b < ula) > ud).

EXEMPEL 1.1.2 Betrakta matsedeln i exempel 1.1.1. Vi far en nyttofunk-
tion u som representerar preferenserna genom att definiera

u(Bruna bonor) = 3, u(Kroppkakor) = u(Pannbiff) = 2,
u(Sill och potatis) = u(Pasta) = 1. O



1.1 Preferensrelationer och nyttofunktioner 7

Kan exempel 1.1.2 generaliseras, dvs. representeras varje preferensrela-
tion av en nyttofunktion? For preferensrelationer pa éndliga méngder &r
svaret uppenbarligen ja; for oédndliga méngder behtver man topologiska
tillaggsvillkor som vi ska diskutera i néista avsnitt.

Sats 1.1.1 Varje preferensrelation pa en dndlig mdngd representeras av en
nyttofunktion.

Bevis. Arrangera elementen i méngden i vixande ordning
ap 2 az 2 - X ap;

eftersom méngden &r dndlig &r detta inget problem. Definiera sedan funk-
tionen w induktivt genom att sdtta u(a;) = 1 och

u(ag—1) om ay ~ Qg_1
u(ag) =
u(ag—1)+1 om ax = ap_1
for k =2, 3, ..., n. Funktionen u representerar uppenbarligen preferensre-
lationen. n

I definitionen av begreppet nyttofunktion &r det bara den inbérdes ord-
ningen mellan virdena w(a) och u(b) som &r viktig, inte sjilva vérdena.
Nyttofunktionen &r déarfor inte entydigt bestdmd av sin preferensrelation.

Sats 1.1.2 Twa nyttofunktioner u och v representerar samma preferensre-
lation om och endast om v = f o u for nagon stringt vizande funktion f
(som dr definierad pa virdemdngden till u).

Beuvis. Antag att preferensrelationen > representeras av nyttofunktionen u
och att v = f o u, dir funktionen f ar stringt vixande. D& géller pa grund
av definitionen av monotonitet att

u(a) = u(d) < v(a) = f(u(a)) = fu(b)) = v(b),
vilket visar att funktionen v ocksa representerar preferensrelationen +.

Antag omvént att funktionerna u och v bada representerar preferensre-
lationen =. Da géller speciellt att

u(a) =u(b) & a~b < v(a) =v(b),

sa vi kan dérfor entydigt definiera en funktion f pa w:s virdeméingd genom
att sitta

f(u(a)) = v(a)
for alla a € A. Naturligtvis &r da v = f ou, och det foljer av definitionen av
nyttofunktion att

u(a) 2 ud) < azb < v(a) =v(b) & flula)) = f(u(b)).

Ekvivalensen ovan innebér forstas att f &dr stringt vixande. O



8 1 Nyttoteori

Ett vanligt sétt att definiera en preferensrelation > pa en mingd A &r
att utga fran en funktion u: A — R och sedan definiera > genom sambandet

ax=b & ula)>u(d).

Den pa sa sétt definierade relationen > &r uppenbarligen bade fullstindig
och transitiv, dvs. en preferensrelation. Preferensrelationen > séges vara
inducerad av funktionen wu, och u dr per definition en nyttofunktion som
representerar preferensrelationen.

EXEMPEL 1.1.3 De flesta ménniskorna &r vil giriga i den bemérkelsen att
de tycker det dr battre att ha mer pengar &n mindre, vilket betyder att
preferensen for rikedom, dvs. differensen mellan tillgangar och skulder an-
given i sdg kronor, ges av den vanliga ordningsrelationen > pa méngden R
av reella tal, och varje stringt vixande funktion pa R &r en motsvarande
ordinal nyttofunktion.

Preferensrelationen och de ordinala nyttofunktionerna ger emellertid inte
nagon information om hur en person vérderar "nyttan” av olika formogen-
hetsféréndringar. En 16nedkning med 1000 kr i manaden vérderas formod-
ligen mer av en person med en manadslon pa 10000 kr &n av en person
med 100 000 kr i manaden, men for att kunna beskriva detta maste vi tillde-
la vara nyttofunktioner ytterligare egenskaper utover att ange en ordning.
Nyttofunktionens funktionsvirden u(z) maste i sa fall ange "nyttan” av z
pa ett sadant sitt att man meningsfullt kan jamfora nyttoforéindringen da
x andras fran a till b med nyttoférandringen da x &dndras fran c till d med
hjilp av differenserna u(b) — u(a) och u(d) — u(c). Nyttofunktioner med den
egenskapen kallas kardinala nyttofunktioner.

Lat oss som exempel jamfora foljande tva tdnkbara kardinala nytto-
funktioner: u(z) = = och v(x) = Inz. For personer med den férstndmnda
nyttofunktionen &r «(11000) — u(10000) = »(101 000) — »(100 000) = 1000,
dvs. dessa personer virderar en okning av manadslénen med 1000 kr lika
oavsett om 16nen fore ckningen &ar 10000 eller 100000 kr.

Foér personer med v som nyttofunktion &r istéllet v(11 000) —v(10000) =
In1.1 ~ 0.095 och ©v(101000) —v(100000) = In 1.01 ~ 0.010, dvs. foér dem &r

vardet av 1onedkningen storre vid den lagre manadsinkomsten. O

Ovningar

1.1 Visa att indifferensrelationen ~ &r en ekvivalensrelation, dvs. att

(i) a~aforalaae A
(i) a~b = b~a
(iii) a~b & b~e = a~ec
1.2 Den s. k. lexikografiska ordningen = pa R? definieras av att (x1,22) = (y1,¥2)

om och endast om antingen x1 > y; eller x1 = y; och x5 > yo. Visa att den
lexikografiska ordningen ar en preferensrelation.
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1.3

14

1.5

1.6

Definiera en relation > pé R? genom
(1,22) > (y1,92) & o1 >y1 & T2 > ¥0.
Ar > en preferensrelation?

Anna, Bo och Cecilia ar fotbollsfans och forsoker enas om vilket av Stock-
holmslagen AIK, Djurgarden och Hammarby de som grupp tycker bést om,
vilket inte dr helt enkelt eftersom deras individuella preferenser dr olika. Anna
rankar lagen i ordningen AIK, Djurgarden, Hammarby, Bo i ordningen Ham-
marby, AIK, Djurgarden, och Cecilia i ordningen Djurgarden, Hammarby, AIK.
Vara tre fotbollsvinner beslutar sig darfor for att faststélla gruppens preferen-
ser genom majoritetsbeslut. Nar AIK i en omrostning stélls mot Djurgarden,
vinner AIK med tva roster (Annas och Bos) mot en, sa gruppen tycker att
AIK > Djurgarden.

a) Komplettera genom att bestimma relationen mellan ATK och Hammarby
och mellan Djurgarden och Hammarby.

b) Ar den erhéllna relationen mellan lagen en preferensrelation?
¢) Kan relationen beskrivas med hjilp av nagon nyttofunktion?

En kardinal nyttofunktion w med avseende pa formogenhet kallas riskavert
om funktionen #r vixande och strikt konkav (vilket géller om u'(z) > 0 och
u”’(z) < 0 for alla z). Nyttofunktionen kallas riskneutral om den har formen
u(xz) = ax + b med a > 0.

a) Visa att for en riskavert person (dvs. en person med en riskavert nytto-
funktion) dr nyttodkningen da formoégenheten kar med 1000 kr stérre om den
ursprungliga formoégenheten dr 10000 kr &n om den &r 1 milj kr.

b) Vad giiller i motsvarande lige fér en riskneutral person?

c¢) Generalisera pastaendet i a) genom att formulera hur en ¢kning med h kr
paverkar en riskavert persons nytta om den ursprungliga formogenheten &r a
resp. b kr.

Vilken inkomstokning krévs for att en person med 30000 kr i manadslon och
u(x) = Inz som kardinal nyttofunktion ska kinna samma tillfredsstéllelse som
1000 kr mer i manadslon gav henne nér manadslonen var 10000 kr?

1.2 Kontinuerliga preferensrelationer

For att man ska kunna sdga nagot intressant om preferensrelationer pa
odndliga méangder behovs det ytterligare egenskaper utéver de definieran-
de egenskaperna fullstindighet och transitivitet. Kontinuitet 4r en sadan
tillaggsegenskap som for preferensrelationer pa delméngder av R™ definieras
pa foljande vis.

Definition 1.2.1 En preferensrelation > pa en delmingd X av R"™ kallas
kontinuerlig om foljande villkor ar uppfyllt:

For alla konvergenta foljder (x1)72; och (yr)5; 1 X med egenskapen att

xg = Yy for alla k och vars gransvirden x = lim z, och y = lim g, ocksa
ligger i X, giller att = = y.
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En delméngd av R™ &r sluten om och endast om den for varje konvergent
foljd av punkter i médngden ocksa innehaller foljdens grinsvirde. Foljande
sats foljer darfor omedelbart ur kontinuitetsdefinitionen for preferensrelatio-
ner.

Sats 1.2.1 Om X dr en sluten delmdngd av R™, > dr en kontinuerlig
preferensrelation pa X och a dr ett godtyckligt element i X, sa dr mdangden
{z € X |z = a} sluten.

Bevis. Om ()72, &r en godtycklig konvergent f6ljd av element i méngden
F ={x € X |z = a} med grinsviirde x, sa ligger for det forsta x i méngden
X eftersom den &r sluten. Genom att tillaimpa kontinuitetsdefinitionen med
yr = a for alla k, drar vi ocksa slutsatsen att x = a, dvs. att gransvirdet z
ligger i F'. Mangden F &r saledes sluten. O

Den av en kontinuerlig funktion inducerade preferensrelationen ar néd-
véandigtvis kontinuerlig. Vi har ndmligen foljande sats.

Sats 1.2.2 Antag att preferensrelationen = pa X representeras av nagon
kontinuerlig nyttofunktion u: X — R. Da dr preferensrelationen kontinuer-

lig.

Bevis. Antag att xj, = yj, for alla k, dér (z)32, och (yr);2, 4r konvergenta
foljder i X med grénsvirden x respektive y 1 X. Da ér u(xg) > u(yy) for alla
k, och eftersom funktionen u &r kontinuerlig foljer det genom gransévergang i
olikheten att u(z) > u(y), dvs. att = = y, vilket visar att preferensrelationen
ar kontinuerlig. O

Omviént behover en nyttofunktion som representerar en kontinuerlig pre-
ferensrelation inte vara kontinuerlig, ty om preferensrelationen representeras
av u, sa representeras den ocksa av sammanséttning f o u for varje strangt
vixande funktion f, kontinuerlig eller ej. Sats 1.2.2 har emellertid féljande
omvéandning.

Sats 1.2.3 Antag att X dr en sammanhdingande delmdngd av R™. Da re-
presenteras varje kontinuerlig preferensrelation pa X av nagon kontinuerlig
nyttofunktion.

Vi kommer inte att utnyttja sats 1.2.3 och avstar dérfor fran beviset som
dr en smula komplicerat.

Fordelen med kontinuerliga preferensrelationer dr att de har maximala
element om definitionsméngden #r kompakt. (En delméngd av R™ &r kom-
pakt om den #r sluten och begréinsad.)

Sats 1.2.4 Antag att mingden X dr kompakt. Da har varje kontinuerlig
preferensrelation = pa X ett maximalt element.
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Bevis. Sitt F, = {x € X | z = a}; for varje a € X dr F, enligt sats 1.2.1 en
sluten delméngd av X.

Betrakta nu snittméngden (),cx Fu av alla mingderna F,. Ett element
b € X tillhor denna snittméngd om och endast om b tillhor varje Fj,, dvs.
om och endast om b > a for alla a € X, dvs. om och endast om elementet b
ar maximalt. Vi behover darfor visa att snittméngden (), x F, inte dr tom.

Vi gor ett motsdgelsebevis och antar att snittméngden &r tom. Enligt
en standardsats i topologin karakteriseras kompakta méngder av att varje
familj av slutna delméngder med tomt snitt har en &ndligt delfamilj med
tomt snitt. Detta innebér i det hér fallet att det finns dndligt ménga element
ai,as, ...,y sa att ﬂ;”zl Fo, = (), och vi kan naturligtvis anta att elementen
dr indexerade sa att a; = ao = -+ = a,,. Men i sa fall géller att a; € Fo, for
alla j, s elementet a; tillhor snittet ﬂ;”:l Fi;, som dérfor inte dr tomt. Detta
dr en motsigelse som bevisar att det maste finnas ett maximalt element. [J

Ovningar

1.7 Ar den lexikografiska ordningen pa R? (se 6vning 1.2) en kontinuerlig prefe-
rensrelation?

1.8 Visa att preferensrelationen = pa X &r kontinuerlig om och endast om foljande
villkor &r uppfyllt: For alla konvergenta foljder (zx)52; i X med grénsvérde
T = klim xr 1 X och alla a € X géller att
— 00

zp=aforallak = x>=a och x, <aforallak = z<a.

1.3 Lotterier

For en rationell person ar beslutet enkelt nér handlingsalternativen vl &r
identifierade och rangordnade. Antag t. ex. att Kalle far vilja ett av tre
foremal a, b och ¢, och att hans preferensordning ar a > b = ¢. Da véljer han
forstas a. Men vad &r bist for Kalle om valet istéllet star mellan féremalet
b och att deltaga i ett lotteri som med 50% chans ger honom a och med lika
stor chans c? Ett rationellt val verkar forutséitta att Kalle har en uppfattning
om hur bra b dr jamfort med a och jamfort med ¢, samt ocksa bero pa hans
riskbendgenhet. Hans preferensrelation ger ingen information om detta.
Ibland maste man alltsa fatta beslut och vilja alternativ som pa ett eller
annat sitt beror av slumpen. Vi kommer inte att behdva nagra avancera-
de sannolikhetsresonemang i den hir boken, sa det réicker att kidnna till de
allra mest elementéra sannolikhetsbegreppen, och vi kommer enbart att ar-
beta med #ndliga utfallsrum. Vi kommer att ansluta oss till den brukliga
spelteoritraditionen genom att kalla sannolikhetsférdelningar for lotterier.

Definition 1.3.1 Lat A vara en #ndlig méngd. Med ett lotteri p dver A
menas en sannolikhetsférdelning pa A, dvs. en funktion p: A — [0, 1] som

uppfyller 3, 4 p(a) = 1.
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Méngden av alla lotterier 6ver A kommer att betecknas L(A).

EXEMPEL 1.3.1 Antag att mingden A bestar av tre element b, ¢ och n,
som star for alternativen att vinna en bil, en cykel resp. ingenting. Genom
att sitta p(b) = 0.0001, p(c) = 0.005 och p(n) = 0.9949 har vi definierat
ett lotteri 6ver A, dér sannolikheten att vinna en bil dr en pa tiotusen och
sannolikheten att vinna en cykel dr fem pa tusen.

Jamforelsen mellan att deltaga i lotteriet p och att fa en cykel helt sikert
kan nu uppfattas som en jamforelse mellan tva lotterier, ndmligen som en
jamforelse mellan lotterierna p och ¢, dér ¢(b) = g(n) =0 och ¢(c) =1. O

For lotterier med helt siker utgang, som lotteriet ¢ i exemplet ovan, infor
vi foljande beteckningar.

Definition 1.3.2 For a € A definieras lotteriet §, pa A av att

5. () 1 for z = a,
a\l) =
0 for z # a.

I lotteriet d, &r med andra ord a det enda mdjliga utfallet. Av det
skélet kommer vi i fortsdttningen ofta att identifiera lotteriet 6, med sjélva
héndelsen a, vilket gor att vi kan betrakta A som en delmingd av lotte-
riméngden L£(A).

Om p och q &r tva lotterier 6ver A och « och 8 dr tva icke-negativa tal
med summa 1, sa dr ocksa funktionen ap + Bq ett lotteri 6ver A. Méangden
L(A) av alla lotterier &r med andra ord en konver mdngd.

Mer allmént géller forstas att varje konvex summa av lotterier ar ett
lotteri, dvs. summan Y /", a;p; dr ett lotteri om pi,pa,...,pm &r lotterier
och a1, ao,...,qp, ir icke-negativa tal med summa 1.

Vi kan realisera lotteriet p = Y ;" | a;p; 1 tva steg. Lat L vara ett lotteri
med m olika utfall, dar utfall nr ¢ intraffar med sannolikhet «; och bestar
av en lottsedel till lotteriet p;. Lotteriet p dr da den kombinerade effekten
av att forst utfora L och, om utfallet i detta lotteri ar alternativ i, sedan
fortsatta med lotteriet p;.

Varje lotteri p 6ver A ér en konvex kombination av helt sikra lotterier

eftersom
b= Zp(a)(sa'
a€A
Ett lotteri p 6ver A = {aj,aq,...,a,} ar forstas helt bestdmt av n-tipeln

(p(a1),p(az),...,p(an)), sa avbildningen p — (p(a1),p(az),...,p(ay,)) dr en
bijektion mellan mingden L£(A) av alla lotterier 6ver A och den kompakta,
konvexa delméngden

{(1}1,132,...,.%‘71) | 1,2y, T = 07 Trt+ a2+t Th = 1}

av R", som for n = 2 dr strickan mellan punkterna (1,0) och (0, 1), och for
n = 3 ér triangeln med hérn i (1,0,0), (0,1,0) och (0,0, 1). Hérnpunkterna i
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bildméngden svarar mot de "helt sdkra” lotterierna d,,, dvs. mot héndelserna
a;.

EXEMPEL 1.3.2 Fér alternativméngden A = {b,c,n} i exempel 1.3.1 kan
lotteriméngden £(A) identifieras med triangeln

{(x1,22,23) | 1 + 22 + 23 = 1,21, 22,23 > 0},

och lotteriet i exemplet svarar da mot punkten (0.0001,0.005,0.9949). Punk-
ten (0,1,0) motsvaras av lotteriet J., som ger en cykel som vinst med san-
nolikhet 1, dvs. helt sidkert. O

Definition 1.3.3 Lat u: A — R vara en funktion definierad pa A, och lat
p vara ett godtyckligt lotteri 6ver A. Summan

acA

kallas for vdintevirdet av u med avseende pa lotteriet p.

Genom att variera p erhaller man en funktion p — a(p) som &r definie-
rad pa lotteriméngden £(A). Om u &r en nyttofunktion, kommer vi att kalla
funktionen @: L(A) — R for den till u associerade forvintade nyttofunktio-
nen pa L(A).

Funktionen @: £(A) — R &r uppenbarligen affin pa sin definitionsméngd
i den bemaérkelsen att

i(ap + Bq) = ai(p) + Bu(q)

for alla lotterier p och ¢ och alla icke-negativa reella tal «, § med summa 1.
Naturligtvis dr funktionen ocksa kontinuerlig; @(p) &r helt enkelt ett polynom
av grad 1 i variablerna p(aq), ..., p(a,). Med beteckningarna x; = p(a;)
och ¢; = u(a;) ser det hela kanske mer vilbekant ut for ldsaren, ty da blir
ﬂ(p) =21+t CpTh.

Vintevardet av u med avseende pa ett lotteri d,, som helt sikert resul-
terar i hindelsen a, dr forstas u(a), sa genom att identifiera lotteriet med
sjalva hiandelsen har vi i alltsa

t(a) = u(dq) = u(a).

Antag t. ex. att u(a) &r den vinst i kronor som man erhaller om ett
lotteri resulterar i utfallet a. Da &r u(p) den forvintade vinsten av lotteriet
p, och enligt stora talens lag adr det den vinst man i genomsnitt bor fa da
lotteriet upprepas manga ganger.

EXEMPEL 1.3.3 Betrakta ater lotteriet i exempel 1.3.1, och antag att bil-
vinsten ar vérd 200100 kr, cykelvinsten &r viard 5100 kr och att en lott
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kostar 100 kr. Lat vidare funktionen u ange vinstens vérde minskat med
lottpriset sa att u(b) = 200000, u(c) = 5000 och u(n) = —100. Vantevirdet
av u med avseende pa det explicita lotteriet p i exempel 1.3.1 blir da

a(p) = 200000 - 0.0001 + 5000 - 0.005 — 100 - 0.9949 = —54.49 kr. [

1.4 Forvantad nytta

Lat oss atervinda till Kalle, som star infor valet mellan att fa foremalet b och
att delta i ett lotteri p som med 50% chans ger honom féremalet a och med
lika stor chans foremaélet ¢, nir hans preferensordning &r a = b > ¢. Med en
pa mafa vald motsvarande nyttofunktion u, dvs. en funktion som uppfyller
u(a) > u(b) > u(c), skulle ett mojligt sitt att vardera lotterialternativet
kunna vara att anvinda sig av vintevirdet av v med avseende pa lotteriet
p, dvs. @(p) = u(a) + su(c). Om da a(p) > u(b) viljer han lotteriet, om
u(p) < u(b) viljer han foremalet b, och om @(p) = u(b) &r han likgiltig infor
valet mellan de bada alternativen.

Problemet med denna approach dr att utfallet inte dr entydigt bestamt
av preferensrelationen utan beror pa vilken nyttofunktion som valts for att
representera densamma. Med u(a) = 5, u(b) = 2 och u(c) = 1 blir a(p) =
2(5+1) = 3 > u(b) med slutsatsen att han ska viilja lotteriet. Men med
u(a) = 5, u(b) = 4 och u(c) = 1 blir istéillet a(p) = 3 < u(b), och nu &r
plotsligt foremalet b bésta valet.

Om vi vill vérdera lotterier, dvs. utfall som beror av slumpen, med hjalp
av en nyttofunktions véntevirde récker det saledes inte att utnyttja funk-
tionens ordinala (dvs. ordnande) egenskaper, utan vi maste ocksa anvinda
dess numeriska véirden. I fortsidttningen sidger vi darfor att vi valt en kardi-
nal nyttofunktion nar vi fixerat en nyttofunktion och férutom dess ordinala
egenskaper ocksa utnyttjar funktionsvéirdena for att bilda olika vintevirden.

En naturlig fraga i sammanhanget ar vilket samband som maste gélla
for att tva kardinala nyttofunktioner pa en méangd A ska ge upphov till sam-
ma virdering av lotterierna pa A, dvs. for att de bada nyttofunktionernas
vantevirden ska inducera samma preferensordning pa lotteriméangden £(A).
Svaret dr enkelt och ges av nésta sats.

Sats 1.4.1 Lat u och v vara tva funktioner pa en (dndlig) mdngd A. De
bada vintevirdesfunktionerna o och ¥ inducerar samma preferensrelation =
pa lotterimdngden L(A) om och endast om det finns reella konstanter C > 0
och D sa att

(1) v(a) = Cu(a) + D

for alla a € A.
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Anmdrkning. En funktion f: R — R pa formen f(x) = Cz+ D, dir C och
D &r konstanter, kallas en affin transformation. Om C > 0 &r funktionen
dessutom ordningsbevarande, dvs. x >y < f(x) > f(y).

Sats 1.4.1 innebédr med andra ord att @ och ¥ inducerar samma prefe-
rensrelation pa £(A) om och endast om v(z) = f(u(z)) f6r nagon ordnings-
bevarande affin transformation f.

Bevis. Antag forst att v(a) = Cu(a) + D med C > 0, och lat =, och =,
beteckna de av 4 resp. ¥ inducerade preferensrelationerna pa lotteriméangden
L(A). Pa grund av vintevirdesdefinitionen &r

i(p) = > _v(a)p(a) = Y _(Cu(a) + D)p(a)

acA acA
=C> u(a)p(a)+ D> p(a) = Ci(p) + D
acA acA

for alla lotterier p, och detta medfor att

p=vq & 0(p) >20(q) & Culp)+ D > Culg) + D
< a(p) > ulq) < p=ug,

=g

vilket visar att >, och >, dr samma preferensordning.

Antag omvént att @ och ¢ inducerar samma preferensordning > pa lot-
teriméngden. Da géller speciellt ekvivalenserna

a(p) = u(q) & p~q < 0(p) = 0(q)

som beskriver indifferens.
Lat nu b och ¢ vara tva element i A med egenskapen att

u(c) = u(a) = u(b)
for alla a € A, dvs. ¢ & en maximipunkt och b &r en minimipunkt till u. Vi
skiljer pa tva fall.
Fall 1, u(c) = u(b).
Detta betyder att u(a) = u(b) for alla a € A, dvs. funktionen u &r konstant.

Men da ar
(0q) = u(a) = u(b) = a(dp),

dvs. 0, ~ 0p for alla a € A. (Det rader med andra ord indifferens mellan alla
lotterier med séiker utgang.) Foljaktligen ar ocksa

v(a) = 0(0,) = () = v(b)

for alla a, sa funktionen v dr ocksa konstant. For alla a &r med andra ord
v(a) —v(b) = u(a) — u(b) (= 0), vilket visar att (1) géller med C' = 1 och
D = v(b) — u(b).
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Fall 2, u(c) > u(b).

Vi fixerar ett a € A och ska jimfora det sidkra lotteriet J, med lotterierna
p = ad. + (1 — a)dy for olika vérden pa a € [0,1]. For exakt ett a-vérde ar
bq ~ p; villkoret &r att

W(5.) = (p) = aii(3.) + (1 — a)i(sy)

dvs. att
u(a) = au(c) + (1 — a)u(b)
med l6sningen
_ ula)— u(b)
u(c) = u(b)’

Observera att 16sningen a verkligen uppfyller 0 < e < 1 och att

u(c) — u(a)

T @l

Eftersom ¢ enligt antagande inducerar samma preferensrelation som 4, kan
indifferensvillkoret d, ~ p ocksa uttryckas med hjilp av funktionen o, vilket
ger

_u(a) — u(b) ole u(c) —

=) —u®) " ue) —ult)
() —v(b) wla u(e)v(b) — u(b)v(c)
o)) " w0

Detta visar att sambandet (1) géller med

~ wv(e) —v(b) oc _ u(e)v(b) — u(b)v(c)
C=wo—up 0 o P w(e) = u(b)
Déarmed dr beviset klart. O

For att kunna uttrycka sats 1.4.1 enklare gor vi foljande definition.

Definition 1.4.1 Tva kardinala nyttofunktioner u och v pa en méangd kallas
ekvivalenta om sambandet mellan dem ges av en ordningsbevarande affin
transformation, dvs. har formen (1).

Med hjélp av denna definition kan vi nu enklare formulera sats 1.4.1 sa
har:

Tva kardinala nyttofunktioner pa en mdingd inducerar via sina associe-
rade forvintade nyttofunktioner samma preferensrelation pa lotterimdngden
om och endast om de dr ekvivalenta.
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Ovning

1.9 Anna har just anstillts som VD for ett borsforetag med foljande 1onevillkor: fast
arslon pa 2 milj kr samt en variabel bonus. Bonusens storlek beror av foretagets
vinst, som varje givet ar kan vara dalig, halvbra, bra eller mycket bra med en
sannolikhet som bedoéms vara 0.1, 0.4, 0.3 resp. 0.2, och bonusens storlek &r i
resp. fall 0, 0.5, 1 resp. 2 milj kr.

a) Bestim Annas férvintade arliga ersittning.

b) Bestdm Annas férviintade nytta givet att hennes kardinala nyttofunktion &r
u(z) = Inz.

¢) Antag att Anna som alternativ erbjuds en fast arslén pa 2850000 kr utan
nagon bonus. Bor hon anta detta erbjudande?

d) Vilken ér den ldgsta arslon utan bonus som Anna ir villig att acceptera?

1.5 von Neumann—Morgenstern-preferenser

Vi har sett att man for att prioritera i situationer som beror av slumpen
behéver kunna ange sina preferenser for olika lotterier, och att begreppet
forvintad nytta ger upphov till preferensrelationer pa lotteriméngder. Men
for att berikna den férvintade nyttofunktionen behéver man en kardinal
nyttofunktion pa grundméngden A av alternativ, och det dr minst sagt tvek-
samt om man i verkliga situationer har tillgang till en sddan. Kanske &r det
istéllet sa att beslutsfattaren intuitivt direkt kan rangordna utfallen i lotte-
riméngden £(A) utan att ga via nyttan av de olika alternativen i A.

En naturlig fraga i sammanhanget blir d4 om det finns nagra andra
naturliga preferensrelationer pa lotteriméangden &n de som genereras av kar-
dinala nyttofunktioner. John von Neumann och Oskar Morgenster visade i
det banbrytande verket Theory of Games and Economic Behavior att svaret
dr nej, om man med naturlig preferensrelation menar en preferensrelation
som uppfyller nagra naturliga tilliggskrav utéver fullstéindighet och transi-
tivitet. Besluts- och spelteori brukar darfor baseras pa begreppet forvintad
nytta.

I det har avsnittet ska vi presentera en variant av von Neumann—Morgen-
sterns resultat.

Definition 1.5.1 Lat A vara en &ndlig mingd. En preferensrelation = pa
lotteriméngden £(A) kallas en von Neumann—Morgenstern-preferens, forkor-
tat vNM-preferens, om den satisfierar foljande tva axiom:

Axiom 3 (Kontinuitetsaxiomet) For alla lotterier p, q, r € L(A) och alla

konvergenta féljder (ou,)3° av reella tal i intervallet [0,1] med lima,, = «

gdller de bada implikationerna

anp+ (1 —ap)g=7r forallan = ap+(1—a)g=r

anp+ (1 —ap)g 27 foralan = ap+(1—a)g=r.
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Axiom 4 (Oberoende av irrelevanta alternativ) For alla p, g € L(A) med
p~q och allar € L(A) giller 3p+ ir ~ $q+ &r.

Oberoendeaxiomet innebér speciellt att en person som é&r indifferent infor
tva handlingsalternativ a och a’, ocksa for varje annat handlingsalternativ
b dr indifferent mellan valen V och V', dir V representerar en 50-50 chans
att fa a eller b och V' representerar en 50-50 chans att fa o’ eller b.

Oberoendeaxiomet dr formulerat for att vara sa svagt som mojligt, och
det ar inget speciellt med valet av vikterna %, % Ur axiomen 3 och 4 foljer
niamligen att antagandet p ~ ¢ i sjilva verket medfor att ap + (1 — a)r ~
aq+ (1 — a)r for alla tal « € [0, 1] och alla lotterier r. Se lemma 1.5.5.

Axiomet om oberoende av irrelevanta alternativ kan forefalla oskyldigt,
men i reella beslutssituationer handlar manga beslutsfattare pa ett sétt som
inte dr forenligt med axiomet. Betrakta foljande valsituation mellan tva
lotterier:

e Lotteri p; utlovar en siker vinst pa 100000 kr.

e Lotteri pg utlovar 80% chans att vinna 125000 kr (och 20% chans att

inte vinna nagonting).
Flertalet forsokspersoner foredrar p; framfor py. Betrakta nu valet mellan
foljande lotterier:

e Lotteri ¢; utlovar 5% chans att vinna 100000 kr.

e Lotteri ¢o utlovar 4% chans att vinna 125000 kr.

I denna situation féredrar flertalet lotteriet go framfor g;. Men lotterierna g;
kan bildas ur lotterierna p; genom att blanda dem med ett irrelevant alter-
nativ r i samma proportioner. Om r ir ett lotteri som med 100% sannolikhet
inte ger nagonting alls, d&r ndmligen ¢; = 0.05p; 4+ 0.95r. Denna psykologiska
paradox brukar kallas Allais paradox.

Foljande sats visar dock att det kan vara naturligt att kréva att egen-
skaperna i axiom 3 och 4 ska vara uppfyllda.

Sats 1.5.1 Preferensrelationer, som induceras av forvintade nyttofunktio-
ner, dr vNM-preferenser.

Bevis. Antag att preferensrelationen > induceras av den forvéintade nytto-
funktionen .

For att visa att preferensrelationen satisfierar den forsta implikationen i
kontinuitetsaxiomet antar vi att a,p + (1 — ay,)q = r for en foljd (a,)3° av
tal i intervallet [0, 1] som konvergerar mot a. Da &r

ant(p) + (1 — an)t(q) = @(omp + (1 — an)q) = a(r)
for alla n. Gransovergang i olikheten mellan ytterleden ger oss nu olikheten
u(ap + (1 - a)q) = aulp) + (1 — a)u(q) = a(r),

som innebér att att ap + (1 — a)g > 7.
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Helt analogt bevisas att den andra implikationen i kontinuitetsaxiomet
ar uppfylld.

Indifferensvillkoret p ~ ¢ i oberoendeaxiomet innebér att a(p) = a(q),
och déarav foljer for alla lotterier r att

(3p + 57) = 3u(p) + 3i(r) = 3i(q) + 5u(r) = A3 + 37),
dvs. %p + %r ~ %q + %r.
Axiom 3 och 4 &r dérfor uppfyllda, vilket innebér att = &r en vINM-
preferens. O

Att en person ska kunna ange sina preferenser for ett antal alternativ
pa en kardinalskala &r ett starkt antagande — ett antagande som vi likvél
behover gora for att kunna anvénda oss av begreppet forvantad nytta inom
spelteorin. En person kanske en given biokvall foredrar film X framfor film
Y och film Y framfor film Z, men kan han pa ett meningsfullt sitt siga att
hans ndje av att se X istéllet for Y ar exempelvis tre ganger sa stort som
hans ndje av att se Y istéllet for Z7 Formodligen inte.

Ett sitt att forsoka utréna biobesokarens preferenser pa en kardinalskala
ar att lata honom vélja mellan en biobiljett till film Y och en lottsedel, som
med sannolikhet o ger honom en biljett till film X och med sannolikhet 1—«
ger honom en biljett till film Z. For a = 1 féredrar han givetvis lottsedeln,
eftersom han da sdkert far se film X som han foredrar framfor film Y. Lat
oss nu sidnka sannolikheten «; for o = 0.75 kanske han fortfarande foredrar
lottsedeln framfor biobiljetten till Y, eftersom lottsedeln fortfarande gor
att han med stor sannolikhet far se sin &lsklingsfilm. Fér @ = 0 kommer
han dock sikert att foredra biobiljetten till Y eftersom lottsedeln i detta
fall innebér att han helt sikert tvingas se film Z. Nagonstans i intervallet
mellan 0 och 1 bor det déarfor finnas en sannolikhet som gér honom indifferent
mellan biobiljetten till Y och lottsedeln; lat oss anta att denna sannolikhet
ar a = 0.25.

Eftersom kardinala nyttofunktioner &r ekvivalenta under ordningsbeva-
rande affina transformationer, kan vi fixera var biobesdkares nyttofunktions-
vérden for de tva alternativen X och Z sa att u(X) =1 och u(Z) = 0. Den
forvintade nyttan av lottsedeln med o = 0.25 blir da

0.25u(X) + 0.75u(Z) = 0.25,

och eftersom han &r indifferent mellan lottsedeln och en biobiljett till filmen
Y &r hans nytta av denna film nu faststalld till u(Y') = 0.25.

Exemplet med biobiljetterna antyder att det alltid borde vara mojligt
att konstruera en kardinal nyttofunktion at en beslutsfattare som pa ett
konsistent sétt kan rangordna lotterier.
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Att sa verkligen &r fallet for vINM-preferenser éar kontentan av foljande
sats, som utgér omvindningen till sats 1.5.1. Med nagot annorlunda forut-
sidttningar visades satsen — som redan ndmnts — forst av von Neumann och
Morgenstern.

Sats 1.5.2 Lat = wvara en vNM-preferens pa lotterimdingden L(A) till en

dndlig mingd A.

(a) Da induceras = av nagon affin nyttofunktion U pa L(A), och funktionen
U dr entydigt bestimd sa ndr som pa ordningsbevarande affina transfor-
mationer.

(b) Det finns vidare en kardinal nyttofunktion w pa A sa att U = u, vilket
innebdr att

for alla lotterier p.
Satserna 1.5.1 och 1.5.2 har féljande omedelbara korollarium.

Korollarium 1.5.3 En preferensrelation pa en lotterimingd L(A) dr en
vNM-preferens om och endast om den induceras av den férvintade nytto-
funktionen till nagon kardinal nyttofunktion pa mdingden A.

Kardinala nyttofunktioner, vars vinteviarden anviands for att represen-
tera vNM-preferenser for lotterier som funktionen w i sats 1.5.2, kallas ofta
Bernoulli-nyttofunktioner efter matematikern Daniel Bernoulli, som anvin-
de sig av nyttofunktioner med avtagande marginalnytta i ett arbete ar 1738.

Bevis for sats 1.5.2. Beviset for del (a) dr elementért men langt, sa vi borjar
med att visa att pastaende (b) enkelt f6ljer ur (a). Lat U vara nyttofunk-
tionen i pastaendet (a), och definiera funktionen u pa A genom att sitta

for alla a € A. Varje lotteri p dr en konvex kombination p = 3 ., p(a)da
av de elementéra lotterierna ¢, och eftersom funktionen U &r affin &r

Up) =Y p(a)U(da) = > p(a)u(a) = a(p).

acA acA

Dérmed &r pastaende (b) bevisat.
Beviset for pastaende (a) bygger pa en serie av lemman.

Lemma 1.5.4 Antag att p1,p2,qi,q2 dr element i L(A) och att (A\,)7° och
(1n)3° dr tva konvergenta talféljder i intervallet [0, 1] med grinsvéirden A och
w. Da gdller att om

Anp1 4+ (1= An)p2 ~ pnqr + (1 — pn)qe
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for alla n, sa dr

Ap1+ (1= N)p2 ~ pgr + (1 — p)go.

Beuvis. Sétt p = Ap1+(1—X)p2 och ¢ = pgi + (1 — p)ge. Pa grund av defini-
tionen av ~ i termer av > ricker det av symmetriskél att visa implikationen

Anp1 + (L= X)p2 = png1 + (1 — pin)ge for allan = p>=q.

Antag att implikationen ar falsk, dvs. att att

A1+ (1= X)p2 = pinqs + (1 — pin) g2

for alla n men att p < q. Vi ska visa att detta leder till en motségelse.
Antag dérfor forst att det finns ett element r i lotteriméngden L£(A)
sadant att p < r < ¢. Det foljer da forst att punqr + (1 — pn)ge = r for alla
utom #éndligt manga index n, ty i motsatt fall ar p,, g1 + (1 — pn, )q2 X 7
for nagon oéndlig delfsljd (ny), och det foljer av axiom 3 att ¢ < r, vilket
strider mot att r < q.
P& grund av transitiviteten ar darfér ocksa

>\np1 + (1 - )\n)pQ -

for alla utom dndligt manga index n, och axiom 3 ger nu slutsatsen p > r,
vilket ocksa &dr en motsigelse.

Sa det finns inget element r som uppfyller p < r < ¢g. Det foljer darfor
att punq1 + (1 — pn)q2 = g for alla utom éndligt manga n, ty i motsatt fall
finns det en odndlig delf6ljd (ny) sadan att g, q1 + (1 — pn, )g2 < g, vilket
innebér att p,, g1 + (1 — pn, )g2 = p, och axiom 3 medfér nu att ¢ < p, vilket
strider mot antagandet p < q.

Déarmed ar motségelsebeviset klart och lemmat bevisat. O

Vi kan nu generalisera slutsatsen i axiomet om oberoende av irrelevanta
alternativ.

Lemma 1.5.5 Forallap,q,r € L(A) och alla \ € [0, 1] gdller implikationen
pr~qg = Ap+(1=XNr~X+(1—=Nr

Bewvis. Vi visar forst lemmat med induktion 6ver n for alla skalarer A som
har formen

(2) A=) a2,
k=1

dar e, = 0 eller = 1.
Fallet n = 1, €1 = 0 &r trivialt, eftersom Op+ 1r = 0g+ 1r = 7, och fallet
n=1, ¢ =1 ar axiom 4.
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Gor darfor induktionsantagandet att implikationen i lemmat géller for
alla speciella tal A pa formen (2) da n dr bytt mot n — 1, och skriv sedan
talet A\ i (2) som A = €;/2+ X/2 med X = 3771 ex4127%. Pa grund av
induktionsantagandet &r da

(3) Np+ (1 =XN)r~XNg+(1-=X)r
Med hjélp ekvation (3) och axiom 4 far vi nu i fallet e; = 0:
Ap+ (1= Nr=3Np+(1—3N)r
=1(Np+ (@ =XN)r)+ir~i(Ng+ Q= X)r)+ir
=INg+(1—3N)r =g+ (1= N
och i fallet ¢ = 1:

Ap+(1=Nr=(+ 1)\)p+(% 3
=ip+3Np+ (1 -=XN)r)~3p+35Ng+ (1= XN)r)
~ig+ Ve (A= X
=M+ (1—=N\)r

Dérmed ar induktionssteget klart och lemmat bevisat for alla tal A som
har den speciella formen (2).

Om A dr ett godtyckligt tal i intervallet [0, 1], véljer vi en foljd (A,)3° av
tal som har den speciella formen (2) och som konvergerar mot A da n — oo.
Da ar A\pp+ (1 — A\p)r ~ Apg + (1 — Ap)r for alla n, och lemma 1.5.4 ger nu
att A\p+ (1 = A)r ~ Ag+ (1 = N)r. O

Lemma 1.5.6 Antag att g < p och att x dr ett element i lotterimdngden som
uppfyller ¢ < x =< p. Da finns det ett tal pn € [0, 1] sadant att © ~ pp+(1—p)q.

Bevis. Mangden A = {\ € [0,1] | Ap+ (1 —\)g = x} &r nedat begrénsad och
icke-tom, eftersom den innehaller talet 1. Sétt p = inf A, och véilj en f6ljd
(1n)3° av tal i A som konvergerar mot p. Da dr p,p + (1 — pn)q =  for alla
n, sa det foljer av kontinuitetsaxiomet att up + (1 — p)q = .

Vi ska visa att den omvénda relationen up + (1 — u)g =< = ocksa giller.
Detta &r uppenbart i fallet = 0, ty da &r up + (1 — p)g = ¢ < . Antag
darfor att ;1 > 0, och vélj en foljd (py)7° av tal i intervallet [0, u[ som
konvergerar mot pu da n — oo. Pa grund av definitionen av infimum géller
da pn ¢ A, dvs. ppp + (1 — pn)g < z, for alla n, och axiom 3 ger nu den
onskade slutsatsen pp + (1 — u)gq < x. O

Lemma 1.5.7 Antag att g <p och 0 < A < 1. Da drq < Ap+(1—X\)g < p.
Bewvis. Vi gor ett motségelsebevis genom att visa att antagandet
(4) p=Ap+(1-A)g

leder till en motségelse.
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Lemma 1.5.6 och antagandet (4) ger oss ett tal p € [0,1] sadant att

p~pAp+ (1= A)g) + (1 —p)g = pAp+ (1 — pA)g,

och vi ska visa med induktion att
(5) p~p"N'p+ (1= p"A")q

for alla positiva heltal n. Fallet n = 1 &r redan klart, sa antag att (5) géller
for ett visst n > 1. Genom att kombinera detta induktionsantagande med
lemma 1.5.5 drar vi slutsatsen att

p e~ pAp 4 (1= pA)g ~ pA(p"A'p 4 (1 = " X")q) + (1 — pA)g
— Hn+1)\n+1p + (1 . Mn—i—l)\n—l-l)q’
vilket visar att (5) ocksa géller med n + 1 istéllet for n. Darmed &r induk-

tionssteget klart.
Eftersom p"\"* — 0 da n — oo, foljer det nu av (5) och lemma 1.5.4 att

p~0p+lg=gq,
vilket &r en motséigelse och bevisar att Ap + (1 — A\)g < p.

Den andra halvan ¢ < Ap+ (1 —\)q av lemmat visas med ett helt analogt
motséagelsebevis. O
Lemma 1.5.8 Antag att ¢ < p och att 0 < u < XA <1. Da dr

pp+ (1= p)g < Ap+ (1= Ag.
Bevis. Pastaendet ar ett specialfall av lemma 1.5.7 om p = 0 eller A = 1,

sa antag att 0 < p < A < 1. Da ér 0 < p/A < 1, och genom att anvinda
lemma 1.5.7 far vi forst relationen

Ap+(1=MNg > g,
och sedan den eftersdkta relationen
Ap+ (1= N)g - %(Ap+ (1=XNg) +(1-T)q
=pp+ (1 —pg O

Lemma 1.5.9 Antag att g < p.
(i) Fér varje lotteri x sadant att ¢ X x = p finns det ett unikt reellt tal
= pgp(x) @ intervallet [0,1] sa att x ~ pp + (1 — p)q.
(ii) For alla x,y som uppfyller ¢ < x < p och ¢ 2y < p och alla skalirer
A € [0,1] gdller att
(6) TEy & Hep(T) > g p(y)
och

(7) tigp( A + (1= N)y) = Mg p(2) 4+ (1 = N pgp(y)-
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Bevis. Lemma 1.5.6 visar att det finns ett tal g € [0,1] med egenskapen
att © ~ up + (1 — p)q, och lemma 1.5.8 medfor att talet p &r unikt och att
ekvivalensen (6) géller.

Om z ~ pip+ (1 — p1)g och y ~ pep + (1 — p2)g, sa far vi sambandet

Az + (1= Ny ~App+ (1 —p1)g) + (1= Ay
~ A(pip + (1 = pa)q) + (1 = A)(pep + (1 — p2)q)
= (A1 + (1= Np2)p+ (1= (M + (1= Np2))q

genom att anviinda lemma 1.5.5 tva ganger. Detta bevisar likheten i (7). O

I fortséttningen antar vi att det finns minst tva icke-ekvivalenta lotterier
i L(A), ty i det triviala fallet att p ~ ¢ for alla p,q € L(A) far vi en
affin nyttofunktion U som representerar preferensrelationen genom att sétta
U(p) = 0 for alla p € L(A), och varje representerande nyttofunktion maste
uppenbarligen vara konstant.

I de fall da lotterimidngden har ett minsta element g och ett storsta
element p (och ¢ < p) ger oss vidare lemma 1.5.9 en affin nyttofunktion
U som representerar preferensrelationen, némligen funktionen U = pigp.
Entydighetsdelen i sats 1.5.2 foljer av nésta lemma, som ocksa kommer att
behovas for att utvidga resultatet till det allménna fallet.

Lemma 1.5.10 Antag att U och V dr tva affina nyttofunktioner pa L(A)
som bada representerar preferensrelationen =. Da finns det tva reella tal

C>0o0chDsaattV=CU-+D.

Bevis. Fixera tva element p och ¢ i £(A) med ¢ < p. Eftersom U(p) # U(q)
finns det entydigt bestimda reella tal C' och D sa att CU(p) + D = V(p)
och CU(q)+ D = V(q), och talet C dr positivt beroende pa att U(p) > U(q)
och V(p) > V(q).

Lat nu z € L(A) vara godtyckligt. Da dr antingen ¢ <z <p, ¢ <p <=z
eller x < ¢ < p.

I det forstndmnda fallet finns det ett tal p € [0,1] sa att @ ~ up+(1—pu)g
varav foljer att

<

V(z)=V(up+ (1 —p)g)=pV(p)+ 1 —pu)V(g)
= w(CU(p) + D) + (1 — p)(CU(q) +
(nU(p) + (1= p)U(q)) + D=CU(up+ (1 — p)g) + D
U(z)+ D

(Il
QQ

I det andra fallet finns det istéllet ett tal g4 med 0 < p < 1 sa att
p ~ pzx+ (1 —p)g med slutsatserna U(p) = pU(z) + (1 —p)U(q) och V(p) =
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pVi(x) + (1 — p)V(q). Foljaktligen &r

1 1
V(z) = E(V(p) —V(g)+ V(g = ;(CU(p) —CU(q)) +CU(g) + D
=CU(x) + D.
Analogt visas att V(x) = CU(x) + D ocksa i det tredje fallet. O

Lemma 1.5.9 visar hur man kan definiera en affin nyttofunktion g,
som representerar > pa varje delintervall {z € L(A) | ¢ < = = p} av
lotteriméngden. Det enda som aterstar dr att visa hur man skarvar ihop
dessa funktioner till en affin nyttofunktion U pa hela L(A).

Fixera for den skull tva element pg, p1 € L(A) med py < p1, och lat p,
q vara tva godtyckliga element i £(A) med ¢ < pp < p1 = p. Genom att for
x € L(A) som uppfyller villkoret ¢ < = < p sitta

_ Hap(%) = pgp(po)
Ugp(w) = tgp(P1) — tigp(Po)

far vi en affin nyttofunktion U, ), som representerar preferensrelationen > pa
intervallet {z € L(A) | ¢ < = < p} och har egenskapen att Uy, ,(pg) = 0 och
Ugp(p1) = 1.

Om p/, ¢ ér tva andra element i £(A) med ¢’ < pg < p1 X P/, sa ér forstas
ocksa Uy y(po) = 0 och Uy y(p1) = 1, och det foljer dérfor omedelbart av
lemma 1.5.10 att Uy p(x) = Uy p(x) for alla o som tillhor snittet av de bada
intervallen {z € L(A) | ¢ = 2 < p}och {z € L(A) | ¢ =z < p'}. Vi
far darfor en entydigt definierad funktion U genom att for varje z € L(A)
godtyckligt vilja p > ¢ sa att intervallet {z € L(A) | ¢ = < p} innehaller
savil x som pg och p1, och sedan definiera

U(z) = Ugp(x).

Den péa sa sitt konstruerade funktionen U ar ordningsbevarande och affin
eftersom den har dessa egenskaper pa varje delintervall av lotteriméngden,
och U ar darfor en nyttofunktion som representerar > pa hela lotteriméng-
den L(A).

Déarmed &r beviset for sats 1.5.2 komplett. O

Ovningar

1.10 Visa att foljande egenskap, som brukar kallas den arkimediska egenskapen,
foljer av kontinuitetsaxiomet: For alla lotterier p, g, 7 € L(A) med egenskapen
att p = ¢ > r finns det tal o, 5 i intervallet |0, 1] sa att ap + (1 — a)r = ¢ och
q>=Bp+(1-B)r

1.11 Ge exempel pa en preferensrelation pa £(A) som inte dr av vINM-typ.
[Ledning: Det ricker med tva element i A.]






Kapitel 2

Strategiska spel

Strategiska spel &r en speciell typ av icke-kooperativa spel. De fungerar
som modell for beslutsfattande av flera personer, nir varje person maste ta
sitt beslut en gang for alla, oberoende av och utan kdnnedom om de and-
ra personernas beslut. Modellen bestar av ett éndligt antal spelare och for
varje spelare en mingd av mdjliga handlingsalternativ. Spelarnas kombine-
rade val av handlingsalternativ kallas ett utfall, och varje spelares har sina
preferenser for de olika mdojliga utfallen. Detta skiljer strategiska spel fran
rena beslutsproblem, eftersom varje spelare maste ta med i berikningen alla
ovriga spelares mojliga val, da han gor sitt val. I allménhet finns det inte
nagot absolut bista handlingsalternativ for en given spelare. Spelteori ger
dérfor séllan svar pa fragan hur man ska agera i ett specifikt spel som spelas
en gang. Fokus ligger istéllet pa att beskriva olika jamviktslésningar, dvs.
utfall med egenskapen att ingen spelare tjinar pa att ensidigt avvika fran
sitt 1 utfallet ingdende handlingsalternativ.

2.1 Definition och exempel

Den formella definitionen av ett strategiskt spel lyder som foljer.

Definition 2.1.1 Ett strategiskt spel (N, (A;), (=;)) bestar av
e en andlig méngd N av spelare — antalet spelare forutsatts vara minst
tva, och vi kommer att numrera dem 1,2, ..., n, vilket innebér att vi
kommer att identifiera N med mé#ngden {1,2,3,...,n};
e for varje spelare ¢ € N en méingd A; av mojliga handlingar;
e for varje spelare ¢ en preferensrelation =; pa produktméngden
A=A X Ay x --- X A,.

Spelet kallas dndligt om A &r en dndlig mangd (dvs. om alla A; &r
andliga).

Preferensrelationerna >=; definieras ofta av nyttofunktioner u;, i spelte-

27
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orisammanhang ocksa kallade utbetalningsfunktioner, och vi anviander da
beteckningen (N, (A;), (u;)) for spelet (N, (A4;), (=4))-

Produktméngden A = A; x Ay x --- x A, bestar per definition av alla
n-tipler a = (ai1,as,...,a,) av de olika spelarnas handlingar a; € A;. Vi
kommer att kalla saidana n-tipler av handlingar for utfall. Produktméngden
A bestar saledes av alla mojliga utfall. Om méngderna A; innehaller v;
stycken element, sa finns det forstas totalt vqvs - - - v, mojliga utfall.

Den tredje egenskapen i definitionen av ett strategiskt spel betyder att en
spelares preferensrelation (eller nyttofunktion) ska vara definierad pa méng-
den av alla mojliga utfall. Eftersom en spelare bara kan kontrollera sina
egna handlingar, dr det déarfor i allménhet omdojligt for en spelare att uppna
det for honom bésta utfallet. Vad som bor menas med en optimal 16sning i
ett strategiskt spel dr darfor annorlunda &n i ett rent beslutsproblem, dér
beslutsfattaren har full kontroll 6ver situationen. En av huvuduppgifterna i
spelteorin &r att ge olika forslag pa lésningar som i nagon mening kan anses
vara optimala eller stabila.

Vi kommer huvudsakligen att studera éndliga strategiska spel och for det
mesta att exemplifiera med tvapersonersspel. For att definiera ett dndligt
spel ({1,2}, (4;), (u;)) med tva spelare behéver man ange de bada hand-
lingsméngderna Ay = {ry,ro,...,mm} och Ay = {ki1,ko,...,k,} och nyt-
tofunktionernas varden a;; = ui(r, kj) och Bi; = ua(r;, k;) for alla utfall
(ri, k;), och det gor man enklast med utbetalningstabeller av féljande slag:

ky ky e k,
ri | (a11,B11) | (a12,B12) | oo (1, B1n)
ro | (oo1,P21) | (a22,B22) | e (a2n, Ban)
T'm (amla ﬁml) (am27 /8m2) """ (amna an)

Spelare 1 &r alltsa alltid den spelare som viéljer rad och vi kommer darfor
ibland att kalla honom for radspelaren, och da blir forstas spelare 2 ko-
lonnspelaren. Naturligtvis 4&r namnen pa elementen i médngderna A; och As
ovisentliga, sa spelet ar helt bestdmt av de tva mxn-matriserna [a;;] och
[Bij], som innehaller all information om de bada spelarnas nyttofunktioner.
Matrisen [oy;] &r radspelarens utbetalningsmatris , och [B;;] &r kolonnspela-
rens utbetalningsmatris.

Vi illustrerar nu begreppet strategiskt spel med nagra klassiska exempel.

EXEMPEL 2.1.1 (Fangarnas dilemma) Vart forsta exempel avser att illu-
strera en situation dir det skulle 16na sig att samarbeta men dér bristande
tillit kan fa en part att avsta fran den mest gynnsamma handlingen.
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Tva medlemmar i ett kriminellt gdng &r hiktade, bada misstdnkta for
ett grovt brott, och halls isolerade fran varandra. Det finns tillrickliga bevis
for att filla bada for ett mindre brott, men inte tillrdckliga bevis for att
falla nagon av dem for det grova brottet, savida inte nagon erkinner och
kan anvidndas som vittne mot den andra. Om bada nekar, kommer bada
att domas till 1 ars fangelse for det mindre brottet. Om endast en av dem
erkénner, sa kommer han att anvéndas som kronvittne och frislippas, medan
den andre doms till fem ars fingelse. Om bada erkédnner, kommer bada att
domas till tre ars fingelse.

Vi kan modellera situationen som ett strategiskt spel pa foljande sétt.
Spelarna &r de tva hiktade, och bada har samma handlingsméngd, ndmligen
{Neka, Erkinn}. Detta innebér att det finns fyra mojliga utfall som spelare 1
rangordnar pa foljande vis

(Erkdnn, Neka) =1 (Neka, Neka) =1 (Erkinn, Erkinn) =1 (Neka, Erkdinn)

eftersom han foredrar en sa kort fingelsevistelse som mojligt. For spelare 2
giller analogt

(Neka, Erkinn) =2 (Neka, Neka) =9 (Erkinn, Erkinn) o (Erkinn, Neka).

En nyttofunktion uq, som representerar spelare 1:s preferenser, ska alltsa
uppfylla

w1 (Erkinn, Neka) > ui(Neka, Neka) > uq (Erkdnn, Erkinn)
> uy (Neka, Erkinn),

och vi far en funktion som uppfyller detta genom att exempelvis sitta

ui(Erkdnn, Neka) = 0, ui(Neka, Neka) = —1,
uy(Erkinn, Erkinn) = =3, i (Neka, Erkinn) = —5.

For spelare 2 definierar vi analogt

ug(Neka, Erkinn) = 0, uz(Neka, Neka) = —1,
ug(Erkinn, Erkinn) = —3, ug(Erkdnn, Neka) = —5.

Spelet kan nu pa ett kompakt séitt representeras av féljande utbetalningsta-
bell:

Neka Erkinn
Neka (=1,-1) | (=5,0)
Erkdnn | (0,-5) | (=3,-3)
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Hur ska fange 1, dvs. radspelaren, agera? Det bésta for honom &r forstas
att han erkdnner och kolonnspelaren nekar, ty da slipper han straff. Men om
fange 2 ocksa erkénner, sa far han & andra sidan tre ars fangelse. Kanske &ar
det bast for fange 1 att neka i hopp om att fange 2 ocksa nekar, eftersom
de i sa fall bara far ett ar vardera som straff. Men kan fange 1 verkligen lita
pa fange 2 som riskerar fem ars fingelsestraff genom att neka. Sa fange 2
kanske erkédnner, och da maste fange 1 istéllet sitta fem ar i faingelse genom
att neka istéllet for att erkdnna. Bada spelarna star forstas infér samma
dilemma. O

Nista enkla exemplet tjanar som modell for situationer dér spelare med
motstridiga intressen skulle vinna pa att koordinera sina handlingar, men
dar de genom att inte kunna kommunicera med varandra riskerar att hamna
i ogynnsamma utfall.

EXEMPEL 2.1.2 (Kampen mellan kinen) Ett par har kommit 6verens om
att triffas efter jobbet, men bada har glomt om de hade bestamt sig for
att ga pa konsert eller pa fotboll. Kvinnan (spelare 1) skulle féredra konser-
ten medan mannen (spelare 2) helst vill se fotbollsmatchen. Bada foredrar
dock att vara tillsammans pa samma evenemang framfor att ga till olika
platser, och om de hamnar pa olika stéllen dr bada indifferenta mellan att
ga pa konserten eller att se fotbollsmatchen. Vart ska de ga om de inte kan
kommunicera med varandra?

Deras dilemma kan modelleras som ett strategiskt spel, diar bada spelar-
na har { Konsert, Fotboll} som sina handlingsméngder, och dir utbetalning-
arna ges av foljande tabell:

Konsert Fotboll
Konsert | (2,1) (0,0)
Fotboll (0,0) (1,2)

I situationer dér parterna har mojlighet att samrada, sa enas de forstas
om att bevista samma evenemang. Kanske krivs det da lottdragning eller
16fte om att gora tvirtom nista gang for att de ska enas om vart de ska ga.
Utan samradsmojligheter finns det emellertid inga garantier for att de inte
hamnar i ett utfall som bada tycker sdmst om. O

EXEMPEL 2.1.3 (Krona eller klave) Tva personer véljer samtidigt en sida
av ett mynt, dvs. krona eller klave. Om bada viljer samma sida far person 1
en krona av person 2, och om de valda sidorna ér olika far istéllet person 2 en
krona av person 1. Bada personerna bryr sig bara om hur mycket pengar de
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far, vilket innebér att deras preferenser beskrivs av féljande nyttofunktioner:

uy (Kr, Kr) = w1 (K[, Kl) = 1, wi(Kr, Kl) = uy (KI, Kr) = —1
U,Q(K’r’, KT’) = UQ(KZ, Kl) = —1, UQ(KT, Kl) = UQ(KZ, KT) =1.

Hela spelet definieras nu av tabellen

Kr Kl
Kr| (1,-1) | (-1,1)
Kl | (-1,1) | (1,-1)

I det hér spelet ar spelarnas intressen diametralt motsatta; spelare 1
vill vélja samma alternativ som spelare 2, medan spelare 2 vill vélja det
motsatta alternativet. O

EXEMPEL 2.1.4 (Hok eller duva) Tva djur slass om ett byte. Bada dju-
ren kan vara aggressiva (hokaktiga) eller passiva (duvlika). Vardera dju-
ret foredrar att vara hokaktig om motstandaren dr duvlik och duvlik om
motstandaren dr hokaktig. Oberoende av det egna tillstandet foredrar var-
dera djuret ocksa att motstandaren ar duvlik framfor att den dr hokaktig.

Situationen kan formuleras som ett strategiskt spel med de bada kom-
battanterna som spelare och nyttofunktioner som uppfyller

ul(H, D) > ul(D,D) > ul(D,H) > ul(H, H)
UQ<D,H) > ul(D,D) > U1<H, D) > ul(H, H),

och ett exempel pa utbetalningar som uppfyller detta ges av féljande tabell:

Hok  Duwva
Hok | (0,0) | (3,1)
Duwa | (1,3) | (2,2) N

Filosofen Jean-Jaques Rousseau har beskrivit konflikten mellan indivuell
sidkerhet och socialt samarbete med hjélp av féljande exempel.

EXEMPEL 2.1.5 (Hjortjakten) Ett jaktlag gar pa jakt i en skog, dér det
vimlar av harar och dir det ocksa finns en statlig hjort. Varje jagare i laget
kan vélja om han vill jaga harar eller jaga hjorten, och han gor sitt val utan
att veta hur de andra jigarna gor. Om alla i laget ar inriktade pa hjortjakt,
sa lyckas de ocksa skjuta hjorten, som delas lika mellan jigarna, men om
en enda jagare dgnar sig at harjakt, undkommer hjorten. Varje jagare som
dgnar sig at harjakt lyckas ocksa skjuta en hare som han far behalla sjélv.
Varje jagare foredrar dock en andel av hjorten framfér en egen hare.

Vi kan modellera jakten som ett strategiskt spel, dir spelarna &r de
n jigarna i jaktlaget och varje spelares handlingsméngd &r { Hjort, Hare}.
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Varje jigare foredrar att samtliga jagare dgnar sig at hjortjakt framfor att
han skjuter en hare, &r indifferent mellan vad de andra gér om han skjuter
en hare, foredrar att skjuta en hare framfor att jaga hjort om nagon annan
skjuter en hare, samt &r indifferent infoér alla alternativ dir han jagar hjort
och nagon annan jégare skjuter en hare (eftersom han inte far nagot byte i
dessa fall). Detta innebir att jigare 1:s preferenser har formen

(Hj, Hy, ..., Hj) =1 (Ha,Xo,...,Xp) ~1 (Ha,Ys,...,Yy,) =1 (Hj, Zo, ..., Zy)
~1 (HJ7 WZa DRI Wn)

dar Xo, ..., X,, och Ys, ..., Y, &r godtyckligt valda bland Hjort och Hare,
och minst en av Zs, ..., Z, och minst en av Ws, ..., W, ar Hare.

I fallet med tva jdgare representeras det strategiska spelet av foljande
utbetalningstabell:

Hjort Hare
Hjort | (2,2) | (0,1)
Hare | (1,0) | (1,1)

Hjortjakten &r, i likhet med Fangarnas dilemma, ett exempel pa en si-
tuation dar det lonar sig att samarbeta, men déir bristande tillit kan fa en
part att overge det bésta alternativet for att tillforsékra sig det som denne
kan astadkommas pa egen hand. O

2.2 Nashjamvikt

Vilket handlingsalternativ ska en spelare i ett konkret strategiskt spel vilja
for att maximera sin nytta? Problemet dr forstas att vad som &r bést for
en spelare beror pa de andra spelarnas val. En spelare som vill maximera
sin nytta maste darfér ha en uppfattning om hur de andra spelarna kommer
att spela. Men uppfattningar om de andra spelarna ingar inte i spelreglerna,
som ju enbart stipulerar att spelarnas handlingsméngder och preferenser &r
allmén kunskap.

Spelteori ger dérfor i allménhet inga svar pa fragan hur en spelare ska
agera 1 ett strategiskt spel som endast spelas en gang. Det spelteori kan
bidraga med &r istéllet att peka pa utfall med speciella egenskaper, till ex-
empel utfall som ar stabila i den meningen att ingen spelare kan vinna pa att
ensidigt avvika fran den handling som ingar i utfallet. Detta stabila utfall
dr den berémda Nashjamvikten, som vi nu ska definiera formellt.

Definition 2.2.1 Lat (N, (4;), (=;)) vara ett strategiskt spel med n spelare.
Ett utfall a* = (aj, ..., a}) kallas en Nashjimuikt eller Nashlésning om ingen

spelare tjdnar pa att ensidigt byta ut sin handling i utfallet ¢* mot nagon
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annan handling i sin handlingsméngd, dvs. om det fér varje spelare ¢ och
varje handling a; € A; giller att

a* = (al;,a7) =i (aly, ai).

Som framgar av exemplen nedan finns det strategiska spel som saknar
Nashlosningar och spel som har flera Nashlosningar.

EXEMPEL 2.2.1 (Fangarnas dilemma) 1 spelet

Neka Erkdnn
Neka (=1,-1)) | (=5,0)
Erkinn | (0,-5) | (=3,-3)

ar handlingsvektorn (Erkdnn, Erkdnn) en Nashlosning. Det géller ndmligen
att

uy (Erkdnn, Erkinn) = —3 > —5 = uj(Neka, Erkinn) och
ug(Erkdnn, Erkinn) = —3 > —5 = ug(Erkinn, Neka).

Ingen fange tjanar pa att ensidigt avvika fran alternativet (Erkdnn, Erkdnn).

Genom att underscka de 6vriga alternativen ser vi att Nashlosningen &r
unik. Handlingsvektorn (Neka, Neka) &r inte en Nashlosning, trots att den
ar béttre dn alternativet (Erkdnn, Erkinn) for bada fangarna, ty fange 1
vinner pa att ensidigt byta till Erkdnn. Inte heller (Neka, Erkinn) &r en
Nashlosning; fange 1 vinner pa att byta till Erkdnn.

Fangarnas dilemma illustrerar att en Nashlosning inte behover vara
kollektivt bést. Alternativet (Neka, Neka), som ger bada fangarna ett ars
fangelse, &r uppenbarligen béattre &n Nashlosningen, som resulterar i tre ars
fangelse, och om fangarna tillits samarbeta, skulle de naturligtvis vélja det
forstndmnda alternativet. O

EXEMPEL 2.2.2 (Kampen mellan kénen) Spelet

Konsert Fotboll
Konsert | (2,1) (0,0)
Fotboll (0,0) (1,2)

har tva Nashlosningar, nimligen (Konsert, Konsert) och (Fotboll, Fotboll).
Den forsta l6sningen &r bést for radspelaren och den andra for kolonnspela-
ren, och bada Nashldsningarna ar béttre for bada spelarna én de aterstaende
tva utfallen. Bada spelarna ar naturligtvis medvetna om detta faktum men
utan ytterligare information ar det dnda omojligt for dem att koordinera
sina handlingar s& att de hamnar i en av de tva Nashlosningarna. Liknande
problem uppstar ofta i spel som har flera Nashlosningar. O
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EXEMPEL 2.2.3 (Krona eller klave) Spelet

Kr Kl
Kr| (1,-1) | (-1,1)
Kl | (-1,1) | (1,-1)

saknar Nashjamvikter. Utfallet (Kr, Kr) &r inte en Nashlosning eftersom spe-
lare 2 vinner pa att byta Kr mot Ki, utfallet (Kr, KI) ar inte en Nashlésning
eftersom spelare 1 nu vinner pa att byta fran Kr till K, utfallet (Kl, KI) &r
inte en Nashlosning, ty nu vinner spelare 2 pa att byta fran KI till Kr, och
utfallet (KI, Kr) #r inte heller en Nashlosning eftersom spelare 1 tjénar pa
att byta fran Kl till Kr. O

EXEMPEL 2.2.4 (Hjortjakten) Hjortjakten i exempel 2.1.5 (med n jégare)
har tva Nashlosningar, namligen (Hj, Hj, ..., Hj) och (Ha, Ha, . .., Ha), dvs.
antingen ska alla dgna sig at hjortjakt eller ocksa ska alla skjuta hare. Att
ingen kan vinna pa att ensidigt avvika fran den forsta l6sningen ar uppenbart
— den som gor sa och skjuter en hare férlorar sin andel i hjorten, som han
foredrar framfor haren. Ingen tjdnar heller pa att ensidigt avvika fran den
andra losningen — den som gor sa mister sin hare och far ingenting, eftersom
en ensam jigare inte kan filla hjorten.

Att det inte finns nagra andra Nashlosningar dr ocksa latt att inse. I ett
utfall av typen (X1,...,X;-1, Hj, Xi11,...,X,), dir den i:te jigaren dgnar
sig at hjortjakt och minst en av de 6vriga jigarna #gnar sig at harjakt (dvs.
nagot Xy = Ha) far jagare 7 ingenting, sa han tjinar pa att byta till Ha,
dvs. harjakt. Ifragavarande utfall &r dérfor inte en Nashl6sning. O

Vi ska nu ge en anvéndbar alternativ karakterisering av begreppet Nash-
jamvikt. Om alla spelare utom spelare ¢ annonserar sina val av handlingar
i forvag, sa &r forstas spelare i:s problem ett rent beslutsproblem — givet
att de andra spelarna valt a_; &r hans bésta svar att vélja ett element i A;
som dr maximalt med avseende pa restriktionen av preferensrelationen >;
till méngden {a_;} x A;. Detta motiverar begreppet béstasvarsmingd, som
definieras pa foljande vis.

Definition 2.2.2 Lat a_; vara en handlingsvektor for samtliga spelare utom
spelare i i det strategiska spelet (N, (4;), (=;)). Méngden

Bi(a—i) = {z; € A; | (a—i, x;) =i (a—;,y;) for allay; € A;}
kallas bdstasvarsmdngden for spelare i givet de andra spelarnas val a_;.

Den méngdvérda funktionen B;, med A_; som definitionsméngd, kallas
spelare i:s bdstasvarsfunktion.
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Spelare i:s bistasvarsméngd B;(a—_;) bestar med andra ord av de hand-
lingar x; € A; som gor utfallet (a_;, x;) till ett maximalt element i méngden
{a_;} x A; med avseende pa spelarens preferensrelation >;.

I ett dndligt spel &r sjélvklart samtliga béastasvarsméngder icke-tomma.
Det foljer vidare av sats 1.2.4 att samtliga spelares bastasvarsméngder &r
icke-tomma i spel dar preferensrelationerna »=; &r kontinuerliga och hand-
lingsméngderna A; dr kompakta.

Med hjilp av bistasvarsméngder kan vi nu karakterisera Nashjamvikter
pa foljande enkla sétt.

Sats 2.2.1 Fitt utfall a* i ett strategiskt spel dr en Nashjamuvikt om och
endast om det for varje spelare i gdller att

a; € Bi(a™,).

Bevis. En Nashjamvikt a* karakteriseras ndmligen av att for varje spelare
¢ ar handlingen a] bést givet att de andra spelarna valt handlingsvektorn
a*,. O

EXEMPEL 2.2.5 (Hok eller duva) For spelet med utbetalningstabellen

Hok  Duva
Hék | (0,0) | (3,1)
Duwa | (1,3) | (2,2)

ser bistasvarsméingderna ut sa hér:

Bi(Hok) = {Duva}, Bi(Duva) = {Hdk}
By(Hok) = {Duva}, Bs(Duva) = {Hok}.

Utfallet (Duva, Hok) dr en Nashjamvikt eftersom
Duva € By(Hdk) och Hék € Ba(Duva).

Analogt fas att (Hok, Duva) &r en Nashjamvikt. Daremot &r inte (Hok, Hok)
en Nashjamvikt, ty Hok ¢ By (Hok).

I en Nashjamvikt ska saledes en av slagskimparna vara hokaktig och
den andra vara duvlik och dra sig ur striden. Precis som i spelet Kampen
mellan konen forefaller det oklart hur slagskdmparna ska kunna uppna ett
Nashjamviktslége. I naturen brukar detta dock l6sas automatiskt — efter
nagra kamper dr hackordningen etablerad, och da vet kombattanterna vem
som &r duvlik och vem som &r hokaktig. O

Karakteriseringen i sats 2.2.1 ger upphov till en enkel algoritm for att
bestdmma samtliga Nashjamvikter i &ndliga tvapersonersspel. Ett exempel
klargor situationen.
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EXEMPEL 2.2.6 Betrakta spelet
kl kg k3 ]‘J4 k5 kﬁ

| (2,1) | (4,3) | (7,2) | (7,4) | (0,5) | (3,2)
ro | (4,0) | (5,4) | (1,6) | (0,4) | (0,3) | (5,1)
rs | (1,3) | (5,3) | (3,2) | (4,1) ] (1,0) | (4,3)
rq | (4,3) | (2,5) | (4,0) | (1,0) | (1,5) | (2,1)

Radspelarens bésta svar om kolonnspelaren véljer k1 &ér 79 eller 74. Vi marke-
rar detta genom att i tabellen sitta en asterisk efter uj (e, k1) och uy(ry, k1),
dvs. efter de maximala 4-orna. Radspelarens bésta svar om kolonnspelaren
viljer ko dr 7o eller r3, och vi sdtter darfor en asterisk efter motsvarande
utbetalningar u (72, k2) och uq(rs, k2) 1 kolumn nummer 2, osv.

Pa motsvarande sitt dr ks kolonnspelarens bésta svar om radspelaren
véljer 71, ty ks maximerar funktionen y — wua(ry,y). Vi sitter darfér ocksa
en asterisk efter ug(rq, ks), dvs efter 5-an i rad 1 och kolumn 5, osv. Var
algoritm resulterar i féljande tabell:

k1 ko k3 k4 ks ke
1| (2,1) (4,3) | (7%,2) | (7%,4) | (0,5%) | (3,2)
ro | (4%,0) | (5%,4) | (1,6%) | (0,4) (0,3) | (5%,1)
rs | (1,3%) | (5%,3%) | (3,2) | (4,1) | (1*,0) | (4,3%)
rqg | (4%,3) | (2,5%) | (4,0) | (1,0) | (1%,5%) | (2,1)

Nér vi dr klara ser vi att det finns tva utbetalningspar med dubbla
asterisker, ndmligen (5,3) och (1,5). De dubbla asteriskerna pa (5, 3) bety-
der att r3 ar radspelarens bésta svar om kolonnspelaren véljer kg, och ko
ar kolonnspelarens bista svar om radspelaren véljer rs, dvs. (rs, ko) &r en
Nashjamvikt. Analogt &r (ry4, ks) en Nashjamvikt, och det finns inte nagra
andra Nashjamvikter. O

EXEMPEL 2.2.7 (Dela pengar) Tva personer har 10 kr som de ska dela
pa och enas om att anvinda féljande procedur. Var och en av dem anger
det belopp han vill ha genom att skriva ned ett heltal i intervallet [0, 10]
pa ett papper. Om summan av de tva talen inte dverstiger 10, sa far bada
det belopp som de angivit, och resterande belopp férstors. Om summan &r
storre d&n 10 och talen &r olika, far den person som angivit det minsta talet
motsvarande belopp och den andra personen far resten. Om summan &r
storre dn tio och de nedskrivna talen &r lika, far bada personerna 5 kr var.

De tva personernas béstasvarsfunktionern B; och By &r identiska och
ges av att

B;(0) = {10}, B;(1) = {9,10}, B;(2) = {8,9, 10}, B:(3) = {7,8,9, 10},
Bi(4) = {6,7,8,9,10}, Bi(5) = {5,6,7,8,9,10},
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Figur 2.1. Den vinstra delen visar grafen till bistasvarsfunktionen for person 2,
den mellersta delen visar bistasvarsfunktionen for person 1, och den hogra delen
visar bada graferna.

Graferna till de tva béstasvarsfunktionerna By och Bjp visas i den vénstra
och mellersta delen av figur 2.1. Den hogra delen innehaller bada graferna
och visar att skiirningen mellan de tva bestar av de fyra punkterna (5,5),
(5,6), (6,5) och (6,6). Eftersom en punkt (z1,z2) ligger i skdrningen av de
tva graferna om och endast om x; € Bj(z2) och x9 € Ba(x1), betyder detta
att (5,5), (5,6), (6,5) och (6,6) ar spelets fyra Nashjamvikter. O

Ovningar

2.1 Tva barn leker Sten-sax-pase. (Pase vinner 6ver sten, sten vinner éver sax och
sax vinner 6ver pase.) Formulera leken som ett strategiskt spel och bestdm
eventuella Nashjamvikter.

2.2 Bestam spelarnas bastasvarsméngder i spelen Fangarnas dilemma, Krona eller
klave och Hjortjakten, samt verifiera med hjalp av dem att Nashjdmvikterna &r
de som berdknats i exemplen ovan.

2.3 Bestam Nashjamvikterna till foljande spel

r1 | (=3,—4) | (2,-1) (0,6) (1,1)
T2 (2,0) (2,2) (=3,0) | (1,-2)
rs | (2,-3) | (=5,1) | (-1,-1) | (1,-3)
rg | (=4,3) | (2,-5) (1,2) (-3,1)

2.4 Ett utfall a* = (af,...,a}) kallas en strikt Nashjimuvikt i spelet (N, (A;), (=:))
om det for varje spelare ¢ och varje a; # a} i spelarens handlingsméngd A;
giller att

(aizv z) i ( a_;, a; )

Har spelet
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T 111001
B[ (1,0 ](0,1) | (1,0

nagon strikt Nashjamvikt? Har det nagon Nashjamvikt?

2.5 Gissa 2/3 av medelvirdet #r ett spel ddr var och en av n spelare viljer ett reellt
tal i intervallet [0, 100], och 1000 kronor delas lika mellan de spelare vars valda
tal ligger ndrmast 2/3 av medelvirdet av de n valda talen. Visa att spelets
unika Nashlosning bestar i att samtliga spelare véljer talet 0.

2.6 Bestim Nashlosningarna till Gissa 2/3 av medelvirdet-spelet om spelarna bara
far vilja heltal i intervallet [0, 100].

2.3 Existens av Nashjamvikt

Ett strategiskt spel behover inte ha nagon Nashjamvikt, vilket t.ex. spelet
Krona eller klave &dr exempel pa. Det finns emellertid viktiga typer av dndliga
spel som alltid har Nashjamvikter, och ett exempel pa en sadan typ av spel
dr extensiva spel med perfekt information, en klass av spel som vi kommer
att studera i kapitel 8.

I det héar avsnittet ska vi presentera en existenssats av Nash. Satsen &r in-
te direkt tillampbar pa éndliga spel eftersom handlingsméngderna férutsétts
vara konvexa i Nashs sats, och dndliga méngder &r forstas inte konvexa om
de bestar av mer &n en punkt. Nashs sats kan emellertid tillampas pa den
s. k. blandade utvidgningen av ett dndligt spel. I den blandade utvidgning-
en av ett dndligt spel &r handlingsméngderna lotteriméingder, och dessa &r
konvexa och kompakta. Blandade utvidgningar kommer att studeras i nésta
kapitel.

For att kunna formulera Nashs sats behover vi forst nagra nya begrepp.
Vi paminner da forst om att en delméngd X av R™ kallas konvexr om den
for varje par av punkter som ligger i méngden ocksa innehaller hela strickan
mellan punkterna, dvs. om implikationen

r,yeX,0<a<l = ar+(1—-a)ye X

géller.
Med hjalp av konvexitetsbegreppet for méngder kan vi nu enkelt definiera
en viktig egenskap som vissa nyttofunktioner och preferensrelationer har.

Definition 2.3.1 Lat X vara en konvex delmingd av R". En funktion
f: X — R kallas kvasikonkav om méangderna

{reX|flz)=1t}

ar konvexa for alla ¢t € R.
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En preferensrelation > pa X kallas kvasikonkav om méngderna
{reX|x>a}

ar konvexa for alla a € X.

T2
t \
RGO ED
Figur 2.2. En preferensrelation > dr Figur 2.3. Figuren visar grafen till
kvasikonkav om samtliga méngder av en kvasikonkav envariabelfunktion f.
typen {x | = a} dr konvexa. Miéngderna {z | f(z) > t} &r intervall

eller tomma for alla t.

Sats 2.3.1 Preferensrelationer = med kvasikonkava nyttofunktioner u dr
kvasikonkava.

Beuvis. Pastaendet foljer direkt av kvasikonkavitetsdefinitionen och samban-
det
{reX|z>a}={r e X |u(z)>u(a)}. O

Sats 2.3.2 Antag att X dr en konvex och kompakt delmdngd av R™ och att
> dr en kontinuerlig och kvasikonkav preferensrelation pa X. Da dr mdngden
av maximala element till preferensrelationen icke-tom, konvex och kompakt.

Bevis. Méangden M av maximala element &r icke-tom enligt sats 1.2.4. Om
m dr ett maximalt element sa dr vidare M = {z € X | x = m}, varfor det
foljer av definition 2.3.1 att M &r konvex och av sats 1.2.1 att M &r sluten,
och en sluten delméngd av en kompakt méngd ar kompakt. O

Vi har nu de begrepp som behovs for att kunna formulera Nashs sats.

Sats 2.3.3 (Nashs sats) Antag att (N, (A;), (=) dr ett strategiskt spel och
att foljande villkor dr uppfyllda:
e Varje handlingsmingd A; dr en konvex, kompakt delmdngd av nagot
R™.
o Preferensrelationerna =; dr kontinuerliga.
e For varje spelare i och varje utfall a € A dr restriktionen av spelarens
preferensrelation »=; till mingden {a—_;} x A; kvasikonkav.
Da har spelet en Nashjimuvikt.
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Anmdrkning. Det sista antagandet i satsen betyder att mingderna
{(a—i,z;) € Al (a—j i) =; a}

ar konvexa delméngder till {a_;} x A; for varje utfall a, och detta géller om
och endast om méngderna {z; € A; | (a—;,x;) >; a} &r konvexa delméngder
till A; for varje a € A.

Bewvis. Vi borjar med att konstatera att det foljer av sats 2.3.2 att méngden
M av alla maximala element (a—;, m;) i {a_;} x A; till preferensrelationen
=i ar en icke-tom konvex, kompakt delmingd av {a_;} x A;. Spelare i:s
bistasvarsmingd B;(a_;), som ér lika med projektionen av M pa den i:te
faktorn A;, dr darfor ocksa icke-tom, konvex och kompakt.

Sétt nu som brukligt A = A x As X - - - X Ay, och definiera en avbildning
¢ fran A till méngden P(A)av alla delméngder av A genom att sétta

gi)(a) = Bl(a,l) X BQ(CL,Q) X X Bn(a,n).

En Nashjamvikt dr pa grund av sats 2.2.1 en punkt a* € A som har
egenskapen att a* € ¢(a*), och en sadan punkt kallas en fixpunkt till av-
bildningen ¢. For att bevisa existensen av en fixpunkt till ¢ kommer vi
att anvinda oss av Kakutanis fixpunktssats, som formuleras léingre ner och
bevisas i appendix 2.

Vi konstaterar for den skull att

1. A &r en icke-tom, kompakt, konvex delméngd av nagot R™.

2. For alla a € A ér ¢(a) en icke-tom konvex delméngd av A.

3. Avbildningen ¢ har en sluten graf, dvs. méngden

G ={(a,b) |a€ Aochbe ¢(a)}

ar sluten.

Pastaende 1 foljer av att varje faktor A; dr kompakt och konvex, och
pastaende 2 foljer av att varje faktor B;(a_;) i definitionen av ¢(a) ar icke-
tom och konvex.

En méngd ar sluten om och endast om gransvéardet till varje konver-
gent foljd av punkter i méngden ocksa ligger i méngden, sa for att bevisa
pastaende 3 antar vi att ((ak , bk))io dr en konvergent punktfoljd i grafen G
med griansvirde (a,b). Detta betyder att a® € A och by € ¢(a¥) for alla k,
samt att a® — @ och b¥ — b da k — oo. Eftersom mingden A dr sluten
ligger griinsviirdet a i A. For varje spelare i tillhor vidare bF per definition
den i:te spelarens biistasvarsmingd B;(a” ), vilket innebér att

(0%, bF) =i (a5, )

—10 7

for alla y; € A;. Genom att lata k — oo i relationen ovan far vi pa grund av
kontinuitet att

(a—i,bi) =i (a—i,y;)
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for alla y; € A;, vilket visar att b; € B;(a—;) for alla ¢ och att foljaktligen
b € ¢(a). Sa granspunkten (a,b) ligger i G och ddrmed #r pastaende 3
bevisat.

Existensen av en fixpunkt till avbildningen ¢ foljer nu omedelbart av
Kakutanis fixpunktssats, som lyder som foljer.

Sats 2.3.4 (Kakutanis fixpunktssats) Antag att ¢ dar en mingdvird avbild-
ning som dr definierad pa en icke-tom delmdngd X av R™ och att foljande
villkor dr uppfyllda:

o X dr en kompakt, konver mdangd;

e o(x) dar en icke-tom konver delmdingd av X for alla x € X;

e avbildningen ¢ har en sluten graf.
Da har ¢ en fizpunkt, dvs. det finns ett * € X sadant att ©* € ¢(z*).

Kakutanis fixpunktssats bevisas i appendix 2. ]

Som ytterligare exempel pa hur Kakutanis fixpunktssats kan anvéndas
visar vi ett resultat for symmetriska spel.

Definition 2.3.2 Ett strategiskt spel ({1,2}, (4;),(>;)) for tva personer
kallas symmetriskt om A1 = As och

(a1,a2) =1 (by1,b2) & (az,a1) =2 (b2, b1)
for alla (al,ag), (bl,bg) € Ay x As.

I ett symmetriskt spel har saledes bada spelarna samma handlingsméng-
der, och spelare 1 virderar utfallet (a1,a2) pa samma sitt som spelare 2
viarderar utfallet (ag, a;). Om preferenserna representeras av nyttofunktioner
u1 och ug kan vi dirfor anta att ui(ay, as) = uz(ag, ay) for alla handlingspar
(a1,az). For spelarnas béstasvarsméngder géller att Bi(x) = Ba(z) for alla
T € Aj.

Sats 2.3.5 Betrakta ett symmetriskt strategiskt tvapersonersspel, och an-
tag att de bada spelarnas gemensamma handlingsmdngd A dr konvexr och
kompakt, att spelare 1:s preferensrelation =1 dr kontinuerlig samt att re-
striktionen av preferensrelationen till mdangden A x {a} dr kvasikonkav for
alla handlingar a € A. Da har spelet en symmetrisk Nashjamvikt, dvs. en
Nashjimuikt av typen (a*,a™*).

Bewvis. Lat ¢ vara den méngdvirda avbildning som &r definierad pa hand-
lingsméngden A av att ¢(a) = Bi(a) for alla a € A, dir Bj(a) ar spelare 1:s
béstasvarsméngd nér spelare 2 véljer handlingen a. Avbildningen ¢ uppfyl-
ler forutsédttningarna i Kakutanis fixpunktssats och har darfor en fixpunkt
a*. Eftersom spelet dr symmetriskt innebér a* € By (a*) att utfallet (a*, a®)
dr en Nashjamvikt. O
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Ovningar
2.7 Ar den lexikografiska ordningen pa R? kvasikonkav?

2.8 Avgor om f6ljande méngdvirda avbildningar ¢, definierade pa intervallet [0, 1],
har slutna grafer.

a) o¢(z) =0,z =0,
) ¢(x):{[0,x] om0 <z <1, {

omO_Jc<2
<1

Hmw sg

{0} omz=1

)

om z =0,
1n1} om0<z<1

[0,1] om z =0,
{sinl} om0<z<1

e) ¢(z) = {

2.4 Maxminimering

I varje dndligt spel med preferenser givna av nyttofunktioner finns det for
varje spelare en nyttoniva, spelarens sidkerhetsniva, som spelaren garanterat
minst kan fa, oavsett hur motspelarna spelar.

EXEMPEL 2.4.1 Betrakta spelet

k‘l k‘g k‘g k?4 k?5 k6

| (2,1) | (4,3) ] (7,2) | (7,4) | (0,5) | (3,2)
ro | (4,0) | (5,4) | (1,6) | (0,4) | (0,3) | (5,1)
rs | (1,3) | (5,3) | (3,2) | (4,1) | (1,0) | (4,3)
ry | (4,3) ] (2,5) | (4,0) | (1,0) | (1,5) | (2,1)

fran exempel 2.2.6 och lat oss studera vad utfallet blir for spelare 2, om
han #r extremt pessimistisk och utgar ifran att vad han &n gor, sa har
motspelaren valt det for honom vérsta alternativet.

Om spelare 2 viljer ky sa &r simsta utfallet 0, véljer han ko &r sdmsta
utfallet 3, alternativen ks, k4 och k5 ger som minst 0 och alternativet kg ger
som minst 1. Genom att vélja ko har spelare 2 garanterat sig en utdelning
av minst 3 nyttoenheter, oberoende av vad spelare 1 gor, och det &r ocksa
den bista garanterade nivan. Talet 3 &r darfor spelarens sikerhetsniva, och
handlingen k2, som garanterar honom sédkerhetsnivan, kallas spelarens max-
minhandling. Handlingen ks maximerar funktionen

fa(y) = g?éiﬁ uz(z, ).

Analogt finner vi spelare 1:s sdkerhetsniva och maxminhandling genom
att maximera funktionen

fi(z) = 52?2 u1(z,y)
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over alla z € Aq. Spelare 1 har tva maxminhandlingar, ndmligen 73 och 74,
som bada garanterar honom nyttan 1, som &r spelare 1:s sikerhetsniva.
Om bada spelarna viljer sina maxminhandlingar, dvs. handlingsvektorn
(rs, k2) eller handlingsvektorn (4, k2), sa blir nyttoutfallet (5, 3) resp. (2,5),
som for spelare 1:s del i bada fallen &r battre &n hans séikerhetsniva, och som
for spelare 2:s del dr béttre d4n hans sikerhetsniva i det andra fallet. O

Resonemanget i exempel 2.4.1 kan generaliseras och leder till foljande
allménna definition.

Definition 2.4.1 Lat (N, (4;), (u;)) vara ett strategiskt spel och definiera
for varje spelare ¢ funktionen f; pa A; genom att séitta

fl(az) = inf{ui(;r,i,ai) ‘ r_; € A,Z}

Kvantiteten
0; = sup{fi(a;) | a; € A;}

kallas sdkerhetsnivan for spelare ¢. Om det finns en handling a; € A; déar
supremum antas, dvs. sadan att f;(a;) = ¢;, sa kallas a; en maxminhandling
for spelare .

Om spelare 7 har en maxminhandling, s& kan vi naturligtvis skriva ¢; =
max{ fi(a;) | a; € A;} istéllet for ¢; = sup{ fi(a;) | a; € A;}.

En spelares sidkerhetsniva dr inte nodvéindigtvis ett dndligt tal utan kan
vara +oo eller —oo, och dndlighet garanterar naturligtvis inte att supremum
antas, dvs. att det finns en maxminhandling. Spelare ¢ har dock under alla
omstandigheter for varje tal s < ¢; sikert en handling som garanterar honom
en utbetalning som &r storre dn s, och i de fall da det finns en maxminhand-
ling a;, garanterar denna hanling honom en utbetalning som &r minst lika
med EZ

De spel som &r av storst intresse for oss ar antingen dndliga spel eller
spel med kompakta handlingsméngder A; och kontinuerliga utbetalnings-
funktioner w;. I dessa fall antas forstas samtliga infima och suprema som
forekommer i definitionerna av funktionerna f; och sikerhetsnivaerna ¢;, vi
kan ersétta inf med min och sup med max G6verallt, och samtliga spelare har
maxminhandlingar.

Maxminhandlingarna i ett spel dr definierade med hjélp av spelarnas nyt-
tofunktioner, men eftersom sambandet mellan tva ordinala nyttofunktioner
som representerar samma preferensrelation beskrivs av en stringt vixande
transformation, beror en spelares maxminhandling a; i sjdlva verket en-
bart av den underliggande preferensrelationen ;. Ddremot beror sjilvfallet
sikerhetsnivan av valet av nyttofunktion — om u; = F o u; och spelarens
sikerhetsniva #r ¢, med avseende pa nyttofunktionen w] och sikerhetsnivan
dr £; med avseende pa nyttofunktionen u;, sa dr forstas ¢, = F(¢;).
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Sats 2.4.1 Antag att spelet (N, (A;), (u;)) har en Nashjamuikt a*, och att
L; dr sdkerhetsnivan for spelare i. Da dr

En spelares utbetalning © en Nashjimuvikt dr med andra ord minst lika stor
som spelarens sikerhetsniva.

Bevis. For alla a; € A; ar
filai) = nf{ui(z—,a;) [ 2—; € Ai} < wi(aly, aq),

sa det foljer omedelbart av definitionen av séikerhetsniva och Nashjamvikt
att

6 = sup{fi(a;) | a; € A;} <sup{ui(a;, a;) [ a; € A}
= u;(a*;,a)) = ui(a”). O

EXEMPEL 2.4.2 Spelet i exempel 2.4.1 har tva Nashlosningar (rs, k) och
(ra,ks), dir spelarnas utbetalningar ges av talparen (5,3) resp. (1,5). I
bada fallen far spelarna utbetalningar som &r minst lika stora som deras
sidkerhetsnivaer 1 resp. 3. O

Ovningar

2.9 Bestam eventuella Nashjamvikter samt de bada spelarnas maxminhandlingar
och sdkerhetsnivaer i féljande spel:

ky ks ks ko

r1 | (3,4) | (2,1) | (0,6) | (1,4)
ro | (2,0) | (2,2) | (3,0) | (1,2)
rs | (2,3) | (5,1) | (1,1) | (3,3)
ra | (4,3) | (2,5) | (2,2) | (3,2)

2.10 Bestidm maxminhandlingarna och sikerhetsnivaerna for spelet Dela pengar i
exempel 2.2.7.

2.11 Visa att det inte finns nagon Nashjamvikt i spel diar nagon spelares sékerhets-
niva ar +oo.

2.5 Strikt konkurrensinriktade spel

Begreppet strategiskt spel édr alltfor generellt for att det ska kunna finnas
nagra intressanta allméngiltiga resultat om Nashjamvikter. For att erhalla
sadana resultat maste man inskrinka sig till nagon mindre klass av spel,
och en viktig sadan klass &r spel for tva personer déar de bada spelarna har
diametralt motsatta intressen.
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Definition 2.5.1 Ett strategiskt spel ({1,2}, (4;), (>=i)) med tva spelare
kallas strikt konkurrensinriktat om

(1) (a1,a2) =1 (b1,b2) & (b1,b2) =2 (a1,a2)

for alla utfall (a1, ag2) och (b1, ba).

EXEMPEL 2.5.1 Spelet Krona eller klave i exempel 2.1.3 &r strikt konkur-
rensinriktat, ty for spelarnas preferenser for de olika utfallen géller att

(Kr, Kr) ~1 (KI, Kl) »>1 (Kr, Kl) ~1 (Kl, KT)
(Kl, K1) ~9 (Kr, Kl) »o (K, Kl) ~9 (Kr, KT)

vilket betyder att villkoret (1) &r uppfyllt. O

Om nyttofunktionen u; representerar preferensrelationen =1, sa medfor
villkoret (1) att

(b1,b2) =2 (a1,a2) < wui(ar,az2) > ui(b1,b2) < —ui(br,b2) > —ui(a1,az),

vilket betyder att —u; &r en nyttofunktion som representerar preferensre-
lationen >»5. I strikt konkurrensinriktade spel kan vi saledes vélja de tva
spelarnas ordinala nyttofunktioner u; och uy sé att de uppfyller uy +us = 0.

Definition 2.5.2 Tvapersonersspel ({1,2}, (A;), (u;)) med kardinala nytto-
funktioner w; och us som uppfyller u; 4+ uo = 0 kallas nollsummespel.

Nollsummespel ar strikt konkurrensinriktade. Varje utfall ger den ena
spelaren samma nyttobelopp som den andra spelaren férlorar. Vi kan saledes
betrakta utfallet som en overforing av nyttoenheter fran den ena spelaren
till den andra; ingen nytta forsvinner eller tillférs utifran.

I nollsummespel riacker det naturligtvis att specificera den ena spelarens
nyttofunktion, och i &ndliga nollsummespel kommer vi att géra detta genom
att ange radspelarens (spelare 1:s) utbetalningsmatris, som vi ocksa kommer
att kalla for spelets utbetalningsmatris.

Nashjamvikterna i ett strikt konkurrensinriktat spel dr naturligtvis helt
bestdmda av en spelares preferensrelation. Det foljer omedelbart av defi-
nitionen av Nashjamvikt och ekvivalensen (1) att utfallet (aj,al) &r en
Nashjamvikt om och endast om

(a,a2) =1 (a1, a3) =1 (a1, a3)
for alla (a1,a2) € Ay X As.

Detta villkor kan forstas ocksa uttryckas med hjilp av nyttofunktioner;
om wup dr spelare 1:s nyttofunktion, sa #r (aj,a3) en Nashjamvikt om och
endast om sadelpunktsolikheten
(2) u(ay, az2) > wi(aj, a3) > ui(ar, a3)

giiller for alla (a1, az) € A1 x As.
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I strikt konkurrensinriktade spel ({1,2}, (A;), (u;)) ar varje Nashjamvikt
med andra ord en sadelpunkt till spelare 1:s nyttofunktion u;. Omvéant &r
varje sadelpunkt (aj, a3) till u; med egenskapen att a] maximerar funktionen
u1 (-, a%) och a minimerar funktionen wu;(aj,-) en Nashjamvikt.

For att verifiera sadelpunktsolikheten (2) riacker det naturligtvis att kon-
trollera att

uyi(aj,ag) > ui(ay,as)
for alla utfall (a1, a2), ty genom att speciellt vilja a; = a7 far vi den vénstra
delen och genom att vélja ag = a} far vi den hogra delen av olikheten (2).

I strikt konkurrensinriktade spel ({1,2},(A4;), (u;)) &r bada spelarnas
maxminhandlingar ocksa fullstdndigt bestimda av den ena spelarens nyt-
tofunktion. En maxminhandling for spelare 1 ar per definition en handling
a1 € Ay som uppfyller

inf wi(ai,a2) = sup inf wj(aq,as),
az€A2 a1€A1 a2€A2
och en maxminhandling for spelare 2 &ar analogt en handling as € A, sadan

att

inf wug(ay,az) = sup inf ws(ag,as),
a1 €A1 a2€Az a1€A;

men vi kan ersidtta funktionen us med funktionen —uq i den sista likheten,
ty —u; &r, som vi konstaterade ovan, ocksa en nyttofunktion for spelare 2.
Genom att utnyttja det generella sambandet inf — f = — sup f mellan supre-
mum av en godtycklig funktionen f och infimum av —f, drar vi slutsatsen
att maxminhandlingen as ocksa fas som l6sning till problemet

sup wui(ai,az) = inf sup wj(ag,as).

a1€A; a2€Az2a1€4,
Det &r denna likhet som vi i fortsdttningen kommer att utnyttja for att ka-
rakterisera spelare 2:s maxminhandlingar i strikt konkurrensinriktade spel.

Vi 6vergar nu till att behandla sambande mellan Nashjdmvikter och

maxminhandlingar i strikt konkurrensinriktade spel.

Sats 2.5.1 Lat ay och as vara maxminhandlingar for spelare 1 och spelare 2,
respektive, i ett strikt konkurrensinriktat spel ({1,2},(A;), (w;)), och antag
att

inf wj(a1,az) = sup wui(ai,az).
az2€A2 a1€A;

Da dr utfallet (a1, a2) en Nashjimuikt.
Bevis. Antagandet i satsen medfor att

u1(a1,a2) > inf wi(ar,a2) = sup wui(ai,az) > ui(ar,a)
a2€A2 a1€A;

for alla utfall (a1, a2), och detta betyder att sadelpunktsolikheten (2) satis-
fieras av utfallet (a1, ag). O
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Sats 2.5.2 Antag att (a7, a3) dr en Nashjamoikt i ett strikt konkurrensin-
riktat strategiskt spel ({1,2}, (A;), (u;)). Da gdller:
(i) af} och al dr mazminhandlingar for spelarna 1 och 2, respektive;

(ii) sup inf wi(ai,a2) = inf sup wi(a,az);
a1€A1 a2€A2 a2€A2 a1€A;

(i13) wui(ai,ad) dr spelare i:s sikerhetsniva fori=1,2.
Bewvis. Vi borjar med att bevisa olikheten

(3) sup inf wi(ai,az) < inf sup wi(ag,az),
a1€A1 as €A as€As a1 €A

for godtyckliga funktioner uy: A; x As — R. Lat for den skull a; € Ay
vara godtyckligt och ta infimum av funktionen wj(ag,-). Detta resulterar i
olikheten

inf wi(ai,a2) <wuiar,asz),
as€ Ao

som géller for alla as € As och alla a3 € A;. Genom att betrakta bada
sidorna av denna olikhet som funktioner av a; och jamfora deras suprema,
ser vi nu att

sup inf wi(ai,a2) < sup wi(ag,az)

a1€A1 a2€A> a1€A;
for alla ap € As. Den higra sidan av denna olikhet &r en funktion av ao, och
funktionens infimum &r per definition storre dn eller lika med den vénstra
sidan, vilket &r precis vad olikheten (3) séger.

Genom att anvinda sadelpunktsolikheten (2) for Nashjamvikten (af, a3)

erhaller vi foljande kedja av olikheter:

sup inf wj(aj,a2) > inf wi(aj,as) = ui(aj,as)
a1€A1 a2€A2 az€A2
= sup ui(ar,a3) > inf sup ui(ai,az).
a1€d; a2€Az a1€A;

Kombinera nu denna olikhet med den omvinda olikheten (3) med slutsatsen
att ytterleden i ovanstaende olikhet &r lika. Det foljer att likhet rader pa alla
platser i olikheten, och foljaktligen &r

inf wi(aj,a2) = sup inf wj(ay,as) =wui(aj,as)

az€A2 a1€A1 a2€A2
och
* * * *
sup ui(ar,a3) = inf sup wi(ar,a2) = wi(aj, a3),
a1 €A, a2€A2 a1€A;

vilket bevisar satsens pastaenden (i) och (ii) samt att ui(af,a3) dr spelare
1:s sidkerhetsniva. Av symmetriskél dr sikerhetsnivan for spelare 2 lika med
ug(aj,as). O

Néasta sats ar ett korollarium till foregaende tva satser.
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Sats 2.5.3 Fdljande pastaenden gdller for strikt konkurrensinriktade spel
som har en Nashjimuikt.
(i) Ett utfall (af,al) dr en Nashjamvikt om och endast om aj och a¥ dr
maxminhandlingar for spelare 1 och spelare 2, respektive.
(ii) En spelare har samma utbetalning i alla spelets Nashjimuvikter.
(i) Om (a3, a%) och (ai,a2) dr tva Nashjimuvikter, sa dr ocksa de tva ut-
fallen (a3, az) och (a1,a3) Nashjimuvikter.

Bevis. (i) Handlingarna i en Nashjimvikt d&r maxminhandlingar f6r bada
spelarna enligt sats 2.5.2 (i). Eftersom spelet antas ha atminstone en Nash-
jamvikt vet vi vidare pa grund av pastaende (ii) i samma sats att

sup inf wi(ai,a2) = inf sup wi(ag,as),
a1€A1 a2€A2 a2€A2 a1 €A,

och det implicerar att

inf ul(fll,CLQ) = Ssup ul(alad2)7
az€A2 a1€A

om @1 ar en maxminhandling for spelare 1 och @y &r en maxminhandling for
spelare 2. Det foljer nu av sats 2.5.1 att varje par (a1, a2) av maxminhand-
lingar for de tva spelarna ar en Nashjamvikt.

(ii) Enligt sats 2.5.2 dr en spelares utbetalning i en Nashjamvikt lika med
spelarens sidkerhetsniva.

(iii) Lat (a},a3) och (ai,az) vara tva Nashjamvikter. Pastaende (i) séger
oss att a] and a; &r maxminhandlingar for spelare 1 och att a3 and ag &ar
maxminhandlingar for spelare 2, och att foljaktligen de tva utfallen (a7, a2)
och (ay, a%) ar Nashjamvikter. O

EXEMPEL 2.5.2 Tvapersonersspelet G med féljande utbetalningstabell

r | (2,-2) | (=5,5) | (7,=7) | (-1,1) | =5
ro | (3,=3) | (4,—4) | (3,-3) | (5,-5) 3
rg | (1,-1) | (6,—6) | (—=3,3) | (2,-2) | =3

dr strikt konkurrensinriktat. Kolumnen lidngst till hoger innehaller talen
min; uy(ry, k;) och den sista raden talen max; ui(r;, k;). Det storsta av ta-
len min; uq (s, k;), dvs. 3, ar lika med det minsta av talen max; uy (74, k;).
Radspelarens maxminhandling ry och kolonnspelarens maxminhandling &
uppfyller saledes villkoret i sats 2.5.1, sa vi drar slutsatsen att (rq,kq) &r
spelets unika Nashjamvikt.
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Om vi forutsidtter att nyttofunktionerna i spelet ar kardinala, sa ar G
ett nollsummespel med utbetalningsmatris

2 =5 7 -1
U=13 4 3 5
1 6 -3 2

(Kom ihag var konvention for dndliga nollsummespel att det dr radspelarens
utbetalningsmatris som #r spelets utbetalningsmatris.) Det &r naturligtvis
enkelt att berdkna eventuella Nashjamvikter genom att bara titta pa ut-
betalningsmatrisen. Ett utfall (74, k;) som satisfierar sadelpunktsolikheten
(2) svarar mot en plats (4, j) i utbetalningsmatrisen U, dér elementet u;; ar
storst 1 sin kolumn och minst i sin rad. Hér ser vi att talet 3 pa plats (2,1)
uppfyller detta villkor. Foljaktligen &r (r2, k1) en Nashjamvikt, och det finns

inga andra. O
Ovningar
2.12 Bestdm eventuella Nashjamvikter for nollsummespelen med utbetalningsma-
triserna
1 2 4 1 2 4
a) |3 1 3 b) (3 3 1f.
5 3 7 2 2 3

2.13 Konstruera ett konkurrensinriktat spel med fyra Nashjdmvikter och dar de
bada spelarna har tre handlingsalternativ var.






Kapitel 3

Tva oligopolmodeller

Konkurrensen mellan féretag pa en marknad kan modelleras som ett stra-
tegiskt spel. I det hir avsnittet ska vi studera tva modeller for oligopol fran
1800-talets mitt; den forsta beskrevs av ekonomen Augustin Cournot.

3.1 Cournots modell

Oligopol &r en marknadsform déar ett antal foretag konkurrerar med varand-
ra. Normalt brukar man anta att antalet foretag ar relativt litet, men denna
begrinsning spelar ingen roll for var diskussion.

Sa betrakta en situation dir en homogen vara bjuds ut pa marknaden av
n foretag. Kostnaderna for foretag ¢ att tillverka, marknadsfora och sélja ¢;
enheter av varan ar C;(gq;), dar C; &r en vixande funktion. Alla varorna séljs
till ett enhetligt pris, och styckpriset P(Q) beror av det totala utbudet @ =
g1+ g2+ -+ qp. Ett 6kat utbud pressar priset nedat, sa déarfor forutsétter
vi att funktionen P, som brukar kallas den inversa efterfragefunktionen, ér
avtagande.

Foretagen antas vara vinstmaximerande, men kruxet dr forstas att ett
foretags intdkter och vinst inte bara beror av det egna foretagets utbud utan
ocksa av de Ovriga foretagens. Intdkterna for foretag ¢ som tillverkar och
siljer g; enheter dr ndmligen ¢; P(q1 + g2 + - - - + ¢p) och vinsten foljaktligen

Vilqi,q2, -, qn) = G P(@1 + @2 + - + qn) — Ci(qi)-

Fallet n = 1 med endast ett foretag pa marknaden &ar forstas speciellt. Da
rader monopol, och foretaget har full kontroll éver situationen. Problemet
ar helt enkelt att maximera envariabelfunktionen V' (z) = zP(x) — C(x), dér
C ar foretagets kostnadsfunktion.

Ett oligopol med n > 2 inblandade foéretag kan uppfattas som ett stra-
tegiskt spel med foretagen som de n spelarna. Foretag i:s handlingsméngd
A; bestar av méngden av alla mojliga utbud ¢; for foretaget; A; ar forstas
nagon delméngd av de icke-negativa reella talen Ry, och i fortséttningen

o1
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antar vi for enkelhets skull att A; = R,. Foretagets nyttofunktion ar dess
vinstfunktion V;.

Under lampliga forutsédttningar har detta strategiska spel en Nashjam-
vikt. Cournot kom i sin analys fram till Nashjamvikten som en rimlig 16sning
pa foretagens problem att vilja optimala utbudskvantiteter, men han kunde
forstas inte anvinda sig av spelteoretisk terminologi. Nash a sin sida tycks
inte ha kant till Cournots ekonomiska arbeten da han utvecklade sin teori
runt 1950.

Vi kan bestdmma eventuella Nashjamvikter ¢* = (¢7, ¢35, ..., q}) 1 oligo-
polspelet genom att utnyttja att ¢ &r det i:te foretagets bésta svar givet
att de andra foretagen valt kvantiteterna ¢*,. Vektorn ¢* dr med andra ord
en Nashjamvikt om och endast om det for varje foretag ¢ géller att ¢ maxi-
merar vinstfunktionen

z; = Vi(qh i) = 2 P(¢) + - + 2+ + q) — Ci(xi).

Lat oss anta att g7 > 0 samt att funktionerna P och C; ar deriverbara i
punkterna Q* och ¢, dir Q* = ¢f +--- +¢;,. Da &r derivatan till foretag i:s
vinstfunktion lika med noll i maximipunkten ¢, sa det foljer efter derivering
att Nashjamvikten ¢* &r en 16sning till ekvationssystemet:

PQ)+qP(Q)=C]
P(Q) + @2P'(Q) = C3(q2)

P(Q) + 0.P'(Q) = Cl(g)
Ga+e+--+a=Q.

I den fortsatta analysen antar vi att foretagen har identiska linjara kost-
nadsfunktioner, dvs. att C;(g;) = ¢g; for nagon positiv konstant ¢, samt att
P'(Q*) < 0. Den inversa efterfragefunktionen P ir alltsa stringt avtagande
i punkten Q*. Under dessa forutsédttningar &r Nashjamvikten ¢* symmetrisk,
dvs. ¢f = ¢ = = qp.

For att bevisa detta behover vi bara subtrahera den forsta ekvationen
i ekvationssystemet (1) fran ekvation nummer ¢, vilket leder till f5ljande
likhet for Nashjamvikten

(¢ — )P (Q") =c—c=0,

med slutsatsen att ¢ — ¢7 = 0 for alla 7.
I Nashjamvikten &r dérfor det totala utbudet Q* = ngj, och vi kan nu
bestdmma ¢} i genom att 16sa ekvationen

(2) P(nz) 4+ zP'(nz) = ¢,

som bara innehaller en variabel z.
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EXEMPEL 3.1.1 Lat oss bestdmma Nashjamvikten i Cournots oligopolspel
i det fall da foretagen har en gemensam linjér kostnadsfunktion C(g;) = cg;
och den inversa efterfragefunktionen har formen

a—Q foro<@Q<a

P@) = {O for @ > a.

Vi forutsétter att a > ¢, ty annars dr alla utbud olénsammma.

Alla utbudsvektorer ¢ = (q1,¢2,.-.,¢,) med totalt utbud Q > a — ¢
ar forlustbringande for alla foretag ¢ med positivt utbud ¢;, och ett sadant
foretag kan ensidigt forbéattra sin situation genom att skéra ned sitt utbud till
noll. I en Nashjamvikt ¢* &r dérfor det totala utbudet Q* < a — ¢, vilket be-
tyder att den inversa efterfragefunktionen i en omgivning av Nashjamvikten
ar P(Q)=a— Q.

I monopolfallet n = 1 ges det enda foretagets vinst for Q@ = ¢ < a —c¢
av uttrycket

Vi(qr) = qi(a —q1) —cq1 = qi(a —c — qu).

Vinstfunktionens graf visas i figur 3.1.

a Q C  Qmon @—cC a g1

Figur 3.1. Till vinster visas grafen till den inversa efterfragefunktionen i exem-
pel 3.1.1. Till héger visas monopolféretagets vinstkurva y = V1 (q1).

Vi(q1) dr ett andragradspolynom med maximum i punkten

1
Gmon = i(a - C)-

Detta #r ocksa precis den 16sning som vi far av ekvation (2), som foér n = 1,
P(Q) =a—Q och C(q1) = cqy far formen

aq— X — T =C¢C.

Monopolforetagets optimala pris blir P(gmen) = %(a—i—c) och foretagets vinst
ar lika med 1(a — c)?

Vi overgar nu till att behandla oligopolsituationen med n > 1 foretag.
(Duopolfallet n = 2 illustreras i figur 3.2.) Var inledande analys ar giltig ef-

tersom foretagen har identiska linjéra kostnadsfunktioner. I en Nashjamvikt
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Figur 3.2. I den vénstra figuren visas det ena duopolféretagets vinstkurvor
y = Vi(qu,q2) for fyra olika virden pa konkurrentforetagets utbud g¢o; den yt-
tersta kurvan svarar mot go = 0 och den streckade kurvan mot g; = b. Den hogra
figuren visar foretagens béastasvarsfunktioner; den heldragna linjen visar foretaget
1:s bésta svar som funktion av g2, den streckade linjen visar foretag 2:s bésta svar
som funktion av ¢;. Linjerna skér varandra i Nashjdmvikten.

q* dr dirfor alla koordinaterna ¢ lika och lésningar till ekvation (2), som i
detta fall &r

a—nxr —Tr =CcC.

I Nashjamvikten ar saledes varje foretags utbud

Det totala utbudet blir dérfor Q* = ;%5 (a — ¢), utbudspriset ir P(Q*) =
1

11 (a +nc), och den sammanlagda vinsten &r 55 (a — c)?.

(n+1)?
Observera att priset P(Q*) = %_H(a + nc) avtar nér n véxer, och kon-
vergerar mot ¢ da antalet foretag gar mot odndligheten. Det totala utbudet
konvergerar mot a — ¢, och den totala vinsten gar monotont mot 0. Nér
antalet oligopolftéretag blir stort uppstar med andra ord en situation som &r
néira den som rader vid fri konkurrens.

I Nashjamvikten tar oligopolféretagen ut ett ldgre pris &n vad mono-
polforetaget gor, foretagens sammanlagda produktion &r stérre men deras
sammanlagda vinst &r ldgre &n monopolfoéretagets. Oligopolféretagen skulle
med andra ord tjdna pa att bilda en kartell, ta ut monopolpriset och dela
pa vinsten. Det dr darfor som det finns lagstiftning mot kartellbildning. [

Slutsatserna i foregaende stycke géller mycket allmént. Vi har ndmligen
foljande resultat.

Sats 3.1.1 [ en marknad, dir den inversa efterfragefunktionen P dr stringt
avtagande med negativ deriwata och intiktsfunktionen x — xP(x) for mo-
nopolforetaget dr konkav, dr det totala utbudet i Nashjimuvikten for oligo-
polfiretag med identiska linjdra kostnadsfunktioner storre dn det optimala
utbudet for ett monopolforetag med samma linjdra kostnadsfunktion.
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Bevis. Av ekvation (2) foljer att n oligopolféretags totala Nashjamvikts-
utbud Q* (= ngy) fas som 16sning till ekvationen

P(z)+ %xP’(m) =c,

medan monopolforetagets optimala utbud ¢men fas som 16sning till samma
ekvation i fallet n = 1, dvs. ekvationen

P(z) + 2P (z) =c.

Kurvan y = P(x) + zP/(x) &r avtagande, ty derivatan av en konkav
funktion &r avtagande, och P(x) 4+ xP’(z) #r intidktsfunktionens derivata.
Eftersom P'(z) < 0 &r vidare 2P'(z) < tazP'(z) for x > 0, s& den avta-
gande kurvan y = P(x) + zP’(z) ligger under kurvan y = P(z) + %xP’(x).
Skdrningspunkten mellan kurvan y = P(z) + 2P’(z) och linjen y = ¢ ligger
darfor till vinster om skérningspunkten mellan kurvan y = P(z) + 2zP/(z)
och samma linje; se figur 3.3. Detta betyder att monopolféretagets utbud
Gmon &r mindre &n det sammanlagda utbudet Q* hos oligopolforetagen. Mo-

nopolforetagets pris ar foljaktligen ocksa hogre dn oligopolpriset. O
y
y=c
y=P(2) + ZP(a)
y = P(2) + 2P’ (2)

Qmon Q* T

Figur 3.3. Monopolféretagets utbud gpon dr mindre &n oligopolféretagens samlade
Nashjamviktsutbud Q*.

Utbuden i en Nashjamvikt &dr i allménhet inte de mest 16nsamma for
oligopolforetagen, utan samtliga foretag kan under tdmligen allménna villkor
fa en storre vinst genom att sdnka sina utbud en smula.

Sats 3.1.2 Betrakta en oligopolmarknad, dir foretagen har godtyckliga de-
riverbara kostnadsfunktioner C;, och antag att q* dr en Nashjimuvikt med
positiva koordinater q; samt att den inversa efterfragefunktionens deriva-
ta P’ dr negativ i punkten Q* = ¢f + -+ + ¢}. Da finns det ett tal € > 0
sa att vinsten for samtliga foretag i dr storre for utbud q; som uppfyller
q; — €< q; <q dn for jamviktsutbudet q; .

Bevis. Betrakta vinstfunktionen for foretag 1:

Vi(g1,q2,---,qn) =P + @2+ -+ qn) — Ci(q1)-
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q2

q1

Figur 3.4. Figuren illustrerar hur duopolféretag tjinar pa ldgre utbud &n utbuden
i Nashjamvikten. Utefter den heldragna kurvan ir vinsten Vi (q) for foretag 1 lika
med foretagets vinst vj i Nashjamvikten ¢*, och under kurvan ar vinsten storre.
Utefter den streckade kurvan dr vinsten V5 (q) for foretag 2 lika med foretagets vinst
vy i Nashjamvikten, och i omradet till vénster om kurvan &r vinsten storre. I det
skuggade omradet dr bada foretagens vinst storre dn i Nashjamvikten.

Eftersom ¢* &r en Nashjamvikt har funktionen ¢; — Vi(q1,¢5,...,4q}) ett
maximum for ¢; = ¢, vilket medfor att
oV
a1

For i > 2 &r vidare pa grund av vara antaganden

ovi, , .
= q¢; P (Q*) < 0.
4, (¢") = a1 P(Q)
I Nashjamvikten ¢* ar darfor alla koordinaterna i vinstfunktionens gradient
vV = (g—;/ll, g—‘q/;, ey g%/i) strikt negativa med undantag for den forsta som
ar 0.

Lat nu w = (wy,ws,...,w,) vara en vektor i R™ med idel negativa
koordinater, och betrakta funktionen

9(t) =Vi(q" +tw) = Vi(q] +wit,...,q, + wnt)

for ¢t i en omgivning av 0. (Jmf figur 3.4.) Vi kan berdkna derivatan av g i
origo med hjélp av kedjeregeln och far

oy ovi ovi
0) = —= - - oo —w, =VV; -
g'(0) aq1w1+a(pw2+ +aqnw 1w,

dér de partiella derivatorna ska utvirderas i punkten ¢*. Det foljer att

¢'(0) > 0, ty i summan #r alla termerna g—‘q/;wj utom den forsta positiva
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och den forsta termen ar noll. Funktionen g &r darfor strikt vixande i punk-
ten t = 0, vilket medfor att det finns ett positivt tal ¢; sa att

Vi(q" +tw) > Vi(q")

for alla ¢ i intervallet 0 < ¢t < t;. Motsvarande géller férstas ocksa for
de andra vinstfunktionerna V;. For alla tillrdckligt sma ¢t > 0 ar dérfor
samtliga foretags vinster storre i punkten ¢* + tw &dn i Nashjamvikten ¢*,
och q}f +tw; < q;‘-‘ eftersom w; < 0. Det &r saledes fordelaktigt for alla foretag
att séinka sina utbud en smula fran Nashjamviktsutbudet. O

Ovningar

3.1 Bestdm Nashjdmvikten i Cournots oligopolmodell med invers efterfragefunktion
P(Q) = 2¢(1+ Q)71 linjéra kostnadsfunktioner och samma styckkostnad ¢ for
alla foretag.

3.2 Bestdm Nashjdmvikten i Cournots duopolmodell om den inversa efterfrage-
funktionen definieras av att

1Q% —5Q+26 for 0 < Q < 10,

P@) = {1 for Q > 10.

Kostnaden for att producera en enhet &r 1 for bada firmorna.

3.3 Bestdm Nashjamvikterna i Cournots duopolmodel med invers efterfragefunk-
tion

a— Q om 0 S Q S a,

0 om @ > a

o

och foljande kostnadsfunktioner:
a) Ci(qi) = cigi, déir 0 < c; < cz2 < a.

0 om i =0 b 00ch0<c<a

b) Ci(g:) = {

b+cq; om ¢q; >0,

3.2 Bertrands modell

I Cournots modell dr det den utbjudna kvantiteten som &r foretagets stra-
tegiska variabel. Joseph Bertrand missuppfattade Cournot pa den punkten
i en recension 1883 av Cournots bok och utgick fran att det var varans pris
som var konkurrensmedlet. Av det skélet brukar man associera Bertrands
namn till den modell for oligopol som anvénder prissdttning som foretagens
beslutsvariabel.

I Bertrandmodellen forutsitter vi alltsa, liksom i Cournots modell, att
n foretag bjuder ut en identisk vara pa marknaden, men féretagen kan nu
vilja att prissidtta varan olika. Vi later p; beteckna det enhetspris som foretag
1 sétter pa varan. Kostnaden for att tillverka och sélja en enhet av varan
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forutsitts vara densamma, for alla foretag och lika med c. Konsumenternas ef-
terfragan bestdms helt och hallet av det lgsta av priserna p;, som vi beteck-
nar Pmin, och ar lika med D(ppiy); funktionen D kallas efterfragefunktionen.
Konsumenterna handlar enbart av det eller de foretag som har det ldgsta
priset, och dessa foretag ar skyldiga att tillmotesga konsumenternas efter-
fragan dven i de fall da detta medfor att foretagen gor forlust pa affaren. Om
det ar fler foretag som har samma ldgsta pris, fordelas inkdpen lika mellan
dessa. Foretagen forutsétts drivas enligt vinstmaximeringsprincipen.

Om m foretag har samma lagsta pris, sa géller fér vinsten V; for foretag
1 att

‘/i(pl,pg,...,pn): {01 om p; > Pmin
o (pi —¢)D(p;) om p; = pmin-
Om foretagets pris p; ar storre d4n det minsta priset far det ndmligen inte
sdlja nagonting men har heller inte nagra kostnader, och om p; = pmi, delas
den totala forséljningen D(p;) lika mellan de foretag som har samma liéigsta
pris, och vinsten per enhet ar p; — ¢, vilket i fallet p; < ¢ forstas innebéar
forlust.

Vi kan tolka Bertrands modell som ett strategiskt spel med de n féretagen
som spelare, de mdjliga prissidttningarna som spelarnas handlingsméngder
och vinstfunktionerna som deras nyttofunktioner. Vi férutsitter att vilka
positiva reella tal som helst 4r mojliga som priser.

Vi kan ge en enkel analys av Bertrands modell under mycket generel-
la forutsidttningar pa efterfragefunktionen D; de enda forutsidttningar som
behovs dr att den dr positiv och att efterfragan inte plotsligt minskar dras-
tiskt nér priset sénks. Narmare bestadmt forutsitter vi att det for varje z > ¢
finns nagon konstant k > % och tal y < x godtyckligt ndra z som uppfyl-
ler olikheten D(y) > kD(x). Detta géller sékert om efterfragefunktionen
dr avtagande, vilket &dr ett rimligt ekonomiskt antagande, eller om den &r
kontinuerlig. (I bada fallen kan vi vilja k = %)

I Cournots modell beror Nashjamvikten pa ett ganska komplicerat sétt
av den inversa efterfragefunktionen och kostnadsfunktionerna. I Bertrands
modell dr ddremot bilden mycket enkel:

Prissdttningen p* = (p},p%, ..., ps) dr en Nashjamuikt i Bertrands oligo-
polmodell om och endast om p} . = c och p} = c for minst tva foretag. I ett
duopol dr dirfor prissittningen (c,c) den unika Nashjimuvikten.

Resultatet dr ju inte speciellt uppmuntrande for foretagen; inget av dem
gbr nagon vinst om de véljer den prissdttning som Nashlosningen fore-
sprakar.

Beviset for att Nashjamvikterna p* ser ut som de gor &r enkelt. For
det forsta kan inte ldgsta priset p} . vara strikt mindre &n c¢. Om p}, < c
och exempelvis p} = p},,, sa &r ndmligen foretag 1:s vinst Vi(p*) negativ,
varfor foretaget tjanar pa att hoja sitt pris till ¢, nagot som under alla
omstindigheter gor att forlusten forvandlas till ett nollresultat.
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Det ldgsta priset kan inte heller vara strikt storre &n c. Om pj, > ¢
och ¢ &r ett foretag med hogre pris p; &n p; .., sa tjdnar ndmligen detta
foretag pa att sdnka sitt pris till p; i intervallet |c, p¥ ;. [, ty dérigenom kapar
det at sig all forsdljning och far en positiv vinst istéllet for ett nollresultat.
Om det inte finns nagot sadant foretag, dvs. om alla féretag har samma pris
Pii, > ¢, sa tjanar foretag 1 (liksom varje foretag) pa att ensidigt sénka
sitt pris en smula, vilket gor att det far hela vinsten istéllet for att dela den
med alla 6vriga foretag. (Har behovs var forutsittning att efterfragan inte
sjunker drastiskt nér priset faller!)

Foljaktligen &r p}. = c. Vidare maste minst tva féretag ha samma
lagsta pris, ty om exempelvis ¢ = p] < p; for ¢ = 2,3,...,n, sa kan foretag
1 6ka sin vinst fran 0 till ett positivt tal genom att hoja priset men inte mer
an att det nya priset p; fortfarande ar lagst.

A andra sidan ir alla prissiittningar p* med P, = ¢ och dér minst tva
foretag har samma ldgsta pris en Nashjamvikt, ty i detta fall dr samtliga
foretags vinst lika med 0 och inget foretag kan erhalla positiv vinst genom
att ensidigt dndra sitt pris.

Ovning

3.4 Antag i Bertrands modell for duopol att efterfragefunktionen D &r konstant pa
intervallet [, pg| och att den sedan gor ett sprang i punkten pg sa att D(pg) =
2D(c). (Antagandet r inte helt orealistiskt — om priset ligger under en viss
punkt kanske konsumenterna tror att varan inte dr bra, men nér denna kritiska
punkt passeras stiger efterfragan kraftigt.) Ett exempel pa en sadan funktion
skulle kunna vara

D(x_{l om 0 < x < pg
2po/x  om x > po.

Visa att férutom (¢, ¢) dr nu ocksa (pg, po) en Nashjamvikt.






Kapitel 4

Trangselspel och
potentialspel

4.1 Trangselspel

Tréngselspel &ar en klass av spel med Nashjamvikt som inférdes och stude-
rades av Rosenthal 1973. Vi borjar med ett illustrativt exempel.

EXEMPEL 4.1.1 Tre personer, Arvid, Bodil och Carin, ska ta sig fran punkt
P till punkt @ med hjalp av vignétet i figur 4.1.

2/3/5

4/6/8

Figur 4.1. Ett vignét som trafikeras av tre personer.

Kostnaden (t.ex. i tid) for att utnyttja en delstricka &r trangselberoende,
dvs. beroende av hur manga som utnyttjar den. Exempelvis kostar det 2 en-
heter att anvinda vigstriackan PX om en person trafikerar den, 3 enheter
per person om tva personer anvinder den och 5 enheter per person om tre
personer anvinder den, vilket i figuren angivits som 2/3/5 intill stréckan.
Kostnaderna for de 6vriga delstrackorna PY, XY, X@ och Y@Q har angi-
vits pa motsvarande sétt i figuren. Den totala resekostnaden fér en person
fas genom att addera personens kostnader for de vigstrickor som personen

61
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trafikerar under resan fran P till Q.

Arvid och Bodil far anvénda vilken vig som helst (i pilarnas riktning)
fran P till (), men Carin har ett fordon som gor att hon inte kan utnyttja
vigstrickan PY. Alla &r intresserade av att erhalla lagsta mojliga kostnad.

Vi kan se det hela som ett strategiskt spel, dar Arvid har tre hand-
lingsmojligheter: alternativet x att utnyttja vigarna PX och X @, alterna-
tivet y att utnyttja vigarna PY och Y@ och alternativet z att utnyttja
vigarna PX, XY och Y Q. Bodil har samma handlingsmdjligheter z, y och
z som Arvid, medan Carin bara kan anvinda sig av alternativen z och z.

Om exempelvis Arvid och Bodil bada anvénder sig av alternativet z och
Carin utnyttjar alternativet x, kommer strickan PX att utnyttjas av tre
personer till en kostnad av 5 for var och en, strickorna XY och YQ att
anvindas av tva personer till en kostnad av 2 resp. 4 for vardera nyttjare,
och striickan X @ bara av en person (Carin) till en kostnad av 2 fér henne.
Arvids totala kostnad blir darfor 542+4= 11, Bodil har samma kostnad,
medan Carins kostnad ar 54+2=7. De tre personernas kostnadsvektor for
handlingsvektorn (z, z, ) &r saledes lika med (11,11,7).

Om Arvid nu byter till alternativet y medan Bodil haller kvar vid z och
Carin vid z, sa blir den nya kostnadsvektorn for de tre personerna (8,8, 5)
vilket &r béttre for Arvid (och dven for de tva ovriga deltagarna). Alter-
nativet (z,z,x) kan med andra ord inte vara en Nashjadmvikt. Det &r inte
heller (y, z,x), ty om Bodil byter till z, sa blir den nya kostnadsvektorn for
(y,x,x) lika med (5,6,6). Det dr ldtt att kontrollera att ingen spelare nu
ensidigt kan forbattra sin kostnad, sa (y,z,z) dr en Nashjamvikt. Natur-
ligtvis dr av symmetriskél ocksa handlingsvektorn (z,y,x) en Nashjamvikt
med motsvarande kostnadsvektor (6,5,6). O

En generell definition av tringselmodeller liknande den i exempel 4.1.1
ser ut sa har.

Definition 4.1.1 En trdngselmodell M = (N, R, (A;)ien, (kj)jecr) bestar

av
e en mingd N = {1,2,...,n} av spelare;
e en dndlig méngd R av resurser;
e for varje spelare ¢ en icke-tom méangd A; av delméngder till R;
e for varje resurs r € R en vektor k, = (k-(1),kr(2),...,Kkr(n)) besta-

ende av reella tal.

EXEMPEL 4.1.2 I tringselmodellen i exempel 4.1.1 &r
e N ={1,2,3} = {Arvid, Bodil, Carin};
e R={PX,XQ,XY, PY,YQ};
o A=Ay = {{anXQ}v{PKYQ}7{PX>XKYQ}} och
e kpx = (2,3,5), kxg = (2,3,6), kxy = (1,2,5), kpy = (4,6,8) och
rkyg = (1,4, 6). O
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I trédngselmodellen M = (N, R, (A;)ien, (kj)jer) ér alltsa varje element
i méngden A; &r en méngd av resurser, och vi kommer att tolka en spelares
val av alternativet a; € A; som hans val att anvinda sig av de resurser som
ingér i a;.

Talet k, (k) ska tolkas som kostnaden for en spelare att anvéinda resursen
r om exakt k spelare anvinder resursen, dvs. om r € A; for exakt k stycken
spelare i.

For varje utfall a = (a1, as,...,a,) € A= A} X Ay X --- X A, och varje
resurs r € R sitter vi vidare

ny(a) = antalet ¢« € N med egenskapen att r € a;,

dvs. n,(a) anger hur manga spelare som anvénder resursen r da utfallet &r
a.

Totalkostnaden ¢;(a) for spelare i, givet att spelarna viljer alternativen
a = (a1,a,...,a,), far vi genom att summera kostnaderna for de resurser
som spelare ¢ utnyttjar, och den ar

ci(a) = ) rr(np(a)).

rea;

Varje spelare i forutsétts vilja minimera sin totalkostnad ¢;(a), dvs. max-
imera —c;(a), vilket spelaren far forsoka gora som deltagare i det strategiska
spelet (N, (4;)ien, (—¢i)ien), som kallas det till tringselmodellen hérande
tringselspelet.

Trangselspelet i exempel 4.1.1 har en Nashjamvikt, och det &r ingen
tillféllighet, ty vi har foljande generella sats.
Sats 4.1.1 Varje tringselspel har en Nashjimuikt.

Bevis. Vi anvinder beteckningarna i och efter definition 4.1.1 och ska alltsa
visa att det finns ett utfall ¢* med egenskapen att

ci(a;,a;) > ¢i(a®)

for alla spelare ¢ och alla handlingar a; € A;. Vi ska gora detta genom att
konstruera en funktion ®: A — R med egenskapen att

(1) cila—i, ;) — ¢i(a) = ®(a_;, z;) — P(a)

for alla spelare 7, alla a € A och alla x; € A;.

Antag for ett 6gonblick att vi har en sadan funktion ®. Eftersom funk-
tionen &r definierad pa en dndlig méngd har den ett minimum som antas i
nagon punkt a* € A (som forstas inte behdver vara unik). Handlingsvektorn
a* &r en Nashjdmvikt, ty pa grund av ekvation (1) ar

ci(a*;,a;) — ci(a®) = ®(a*;,a;) — ®(a*) >0

—
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for alla spelare ¢ och alla handlingar a; € A;.
Det aterstar att definiera funktionen ® och det gor vi genom att for
a € A sitta

nr(a)
XS
reR k=1

For att berdkna ®(a) ska vi alltsa for varje resurs r forst bestdmma hur
manga spelare som anvinder sig av resursern r, vilket ger oss talet n,(a),
och sedan bestamma summan S, av kostnaderna for att anvinda resursen
1, 2,..., n,(a) ganger. Slutligen ska vi addera alla summorna S,.

Lat oss nu jamfora n,.(a) = n,(a—;,a;) med n.(a—_;,x;) nir x; ar en
godtycklig handling i 4;. Vi paminner om att x; och a; &r delméngder till
resursméngden R, och att n,(a—;, x;) ar lika med antalet spelare k € N\ {i}
som anvénder resursen r (dvs. for vilka r € ay), 6kat med 1 om ocksa spelare
1 anvéander resursen r. Déarfor &r uppenbarligen

a_;,a; omre€x;MNa;,

(a-i,a)

o gy = dPrlasia) omr EzUa;,
T( - Z) nr(a ual) 1 Omrexi\ai’
(a-ivai) -

1 omr€a;\z.

@
5
S
S

Det foljer att
cilaiws) —cila s a) = 3 wp(npas ) — 3 Ko(np(ai, @)

rex; rea;
= Z Kr(nr(a—i, 7)) + Z Kr(nr(a—i, 7;))
rex;\a; rex;Na;
- Z ’ir(nr(a—i’ai)) - Z ’ir(nr(a—i’ai))
rea;\z; rex;Na;
= Z kr(nr(a—s,a;) +1) — Z Kr(ny(a—i, a;))
rex;\a; réa;\z;
och att
nr(a—i,xi) nr(a—;,a;)
O(a_s, z;) — Pla—y, a;) Z( kr(k) — Z )
€ER k=1 k=1
nr(a—i,x;) nr(a—i,a;)

:< DI Z)( o (k) — lir(k))

reR\(z;Ua;) re€z;\a; re€a;\z; TETIN;

= Z kr(ne(a—i, a;) +1) — Z /‘Jr(nr(afhai))'

rex;\a; rea;\z;

_.
e
Il

—

Darmed har vi visat att

cila—i, ;) — ci(a—i,a;) = ®(a—s, ;) — ®la—;, a;),
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dvs. att ekvation (1) giller. O

EXEMPEL 4.1.3 Funktionen ® i beviset ovan &r ett exempel pa en s.k. po-
tentialfunktion, och sadana funktioner ska vi studera utforligt i ndsta avsnitt,
men lat oss avsluta den hir delen med att berdkna potentialfunktionen ®
for tringselspelet i exempel 4.1.1.

I utfallet a = (z,z,2), da samtliga spelare véljer strickorna PX och
XQ, utnyttjas resurserna r = PX och r = X(Q tre ganger var, medan
ovriga resurser inte utnyttjas alls, sa

3 3
O(x,z,2) =Y kpx(k)+ Y rxq(k)=(2+3+5)+ (2+3+6) = 2L
k=1 k=1

Ovriga 17 potentialfunktionsvirden beriknas pa motsvarande sétt, men vi
bor forstas utnyttja symmetrin som innebir att ®(a’) = ®(a”) om utfallen
a’ och @’ ir permutationer av varandra. Vi far foljande tabell éver funk-
tionsvéardena.

a | (r,z,x) (r,z,2) (z,y,2) (z,9,2) (x,2,2) (=,2,2)
®(a) 21 17 15 17 17 20
a | yzx) (Y2 Wyr) 4y2) @22) ¥ 22)
D(a) 15 17 19 24 17 23
a (z,xz,2) (z,2,2) (z,9,2) (2,9,2) (z,2,2) (2, %,2)
D(a) 17 20 17 23 20 29
Potentialfunktionen antar sitt minimivéirde 15 for utfallen (z,y,z) och
(y,x, ), som darfor &r Nashjamvikter. O
Ovning

4.1 Betrakta triangselspelet i exempel 4.1.1 och antag att den tredje spelaren Ca-
rin ocksa kan anvinda vigstrickan PY och dédrmed har tillgang till samma
handlingsalternativ x, y och z som de 6vriga tva spelarna. Bestdm under des-
sa forutsittningar minimipunkterna till potentialfunktionen och didrmed ocksa
spelets Nashjamvikter.

4.2 Potentialspel

Att varje tréngselspel har en Nashjimvikt &r, som framgar av beviset for
satsen, en direkt konsekvens av att det finns en funktion ® pa méngden av
mojliga utfall som uppfyller ekvation (1). Detta gor det mojligt att direkt
generalisera resultatet till spel dédr det finns en motsvarande funktion, vilket
motiverar foljande definitioner.
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Definition 4.2.1 En funktion ®: A — R pa mingden A = A1 x Ay x---x A4,
av alla mojliga utfall till ett strategiskt spel (N, (4;), (u;)) kallas en
e (exakt) potentialfunktion om

wia—i,x;) —uila—i, a;) = ®(a—i, x;) — Pla—;, a;)

for alla spelare ¢ € N, alla utfall a € A och alla handlingar x; € Aj;;
e ordinal potentialfunktion om

ui(a_i,xi) — ui(a_i,ai) >0 & @(a_i,x,;) — @(a_i,ai) >0

for alla spelare ¢ € N, alla utfall a € A och alla handlingar x; € A;.

Om ett strategiskt spel har en exakt potentialfunktion kallas spelet ett
potentialspel, och om ett strategiskt spel har en ordinal potentialfunktion
kallas spelet ett ordinalt potentialspel.

Potentialspel introducerades och studerades av Dov Monderer och Lloyd
Shapley 1996. Varje potentialspel dr naturligtvis ett ordinalt potentialspel,
och beviset for sats 4.1.1 visar att varje tringselspel ar ett potentialspel.
Omviént har Monderer och Shapley visat att varje potentialspel &r ekvivalent
med ett trangselspel.

Sats 4.2.1 Varje maximipunkt till potentialfunktionen i ett ordinalt po-
tentialspel dr en Nashjamuikt till spelet. Speciellt har varje dndligt ordinalt
potentialspel minst en Nashjamuikt.

Bevis. Lat (N, (A;), (u;)) vara ett strategiskt spel med ordinal potential-
funktion ® och antag att a* 4r en maximipunkt till ® som inte &r en
Nashjamvikt. Da finns det en spelare ¢ och en handling x; € A; sadan att
ui(a*;, x;) — ui(a*;,a;) > 0. Men da &r ocksa ®(a*;, z;) — ®(a*;,a]) > 0,
vilket strider mot att a* = (a*;,a’) &r en maximipunkt till funktionen ®.
Utfallet a* maste f6ljaktligen vara en Nashjamvikt.

Om spelet ar dndligt, sd har naturligtvis potentialfunktionen ® en max-
imipunkt eftersom definitionsméngden &r dndlig, och spelet har foljaktligen

minst en Nashjamvikt. O

EXEMPEL 4.2.1 Fangarnas dilemma, dvs. spelet med nyttofunktioner givna
av tabellen

Neka FErkinn
Neka (=1,-1) | (=5,0)
Erkinn | (0,-5) | (—=3,-3)

dr ett potentialspel. Det ar enkelt att verifiera att funktionen ®, som definie-
ras av att ®(Neka,Neka) = 0, ®(Neka, Erkinn) = ®(Erkdinn,Neka) = 1 och
& ( Erkdnn, Erkinn) = 3, &r en exakt potentialfunktion. Funktionen antar sitt
maximum for utfallet (Erkdnn, Erkdnn), som foljaktligen dr en Nashjamvikt.

O
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EXEMPEL 4.2.2 1 Cournots modell, som vi studerade i avsnitt 3.1, konkurre-
rar n vinstmaximerande foretag med en vara pa en gemensam marknad. Om
varje foretag i producerar ¢; enheter av varan, sa kan den séljas till styckpri-
set P(Q), dér P &r den inversa efterfragefunktionen och @ = q14+qa+- - -+ ¢n.
Antag att produktionskostnaden per enhet ar konstant lika med ¢ fér samt-
liga foretag, vilket innebér att vinsten for féretag ¢ &ar

Vi(q1, 92, - -, an) = G P(Q) — cq;.

Antag slutligen att samtliga foretag ¢ har A; =]0, +o00[ som handlingsméngd.
Under dessa forutséttningar ér

Q(q1,q2,- @) = q1q2- - @ (P(Q) — ¢)

en ordinal potentialfunktion, ty

O(q_i, i) — (g, q;) = Chqi;%%(%(q_ivwi) — Vilg-i, 4)),

varav foljer att
Vilg-i,zi) = Vi(q-i,q1) > 0 < (g, i) — P(g-i, ) > 0.

Cournotmodellen dr med andra ord ett ordinalt potentialspel.

Antag nu att den inversa efterfragefunktionen P &r kontinuerlig, att
P(Q) > cfor nagot utbud @ och att P(Q) < c for alla tillriackligt stora utbud
Q. Under dessa hogst realistiska antaganden har den ordinala potentialfunk-
tionen & sikert ett maximum, ty den kontinuerliga funktionen ® &#r negativ
utanfor en tillrickligt stor hyperkub [0, K]™ och positiv i nagon punkt i ku-
ben. I maximipunkten ¢ = (g1, q2,...,Gn) ar vidare g1 = G2 = -+ = Gn, ty
det foljer av olikheten mellan aritmetiskt och geometriskt medelvéirde att

(D(qA7(j77qA) Z ®(QI7€727--~7€7n)

om §= (@1 + G+ -+ @) /n, med string olikhet om inte alla g &r lika.
Under vara antaganden har darfér Cournots modell pa grund av sats 4.2.1
en symmetrisk Nashjamvikt ¢, och om den inversa efterfragefunktionen &r
deriverbar, sa far vi q; som l6sning till ekvationen

xP'(nx) + P(nz) = c. O

Definition 4.2.2 Lat (N, (A;), (u;)) vara ett godtyckligt strategiskt spel och
sitt som vanligt A = A1 X Ao X --- X A,,. Med en vig v frana € A tillb e A
menas en foljd (a(o), a®, ..., a(m)) av utfall med a(® = @ och (™ = b, som
ar sadan att koordinaterna agk_l) och agk) i tva konsekutiva utfall a*~1) och

a®) &r lika for samtliga platsindex ¢ utom ett, som vi betecknar i;. Detta
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betyder att spelare i dr den enda spelare som byter handling i steget fran
a1 till a(®),

Vigen v:s lingd &r lika med m, dvs. lika med antalet utfall i véigen
minskat med 1.

Vigen kallas en cykel om den boérjar och slutar i samma utfall, dvs. om
a=b.

En vag fran a till b kallas enkel om alla utfallen i véigen ar skilda, utom
eventuellt startpunkten a och slutpunkten b.

Vi tillater viagar av ldngd 0. En sadan vig bestar av bara ett utfall och
ar da ocksa en enkel cykel. Om a och b &r tva utfall som bara skiljer sig at
i en koordinat, sa #r ocksa (a,b,a) en enkel cykel.

Givet en vig 71 = (a(@,a™, ..., al™) fran a till b och en vig vy =
(6O, 6 bR fran b till ¢, dér alltsa speciellt a(™ = b = b0 betecknar
~v1+72 den vég fran ¢ till ¢ som fas genom att borja med végen v och sedan
fortsitta utefter vigen o, dvs. vigen (a(o), a®, e p b(k)) fran
a till c.

Med —~; menas forstas vigen ~y; genomlopt baklidnges fran b till a, dvs.
vigen (a(™, am=V . o™ a0),

Definition 4.2.3 Vigen v = (a(9,a™, ... a(™) kallas en forbittringsvig
om det for varje k med 1 < k < m giller att u;, (a®) > u;, (aF1).

Utefter en forbattringsvig okar med andra ord nyttan for den spelare i,
som vid évergangen fran utfallet a(*~1) till utfallet a(¥) byter handling.

En forbattringsvig fran a till b kan uppenbarligen forlingas som forbatt-
ringsvig fran slutpunkten b om och endast om b inte &r en Nashjamvikt.
Varje forbattringsviag som inte gar att forlanga som forbéttringsvig maste
dérfor sluta i en Nashjamvikt.

Definition 4.2.4 Ett spel sidges ha FIP-egenskapen (finite improvement
path-egenskapen) om det inte finns nagon forbéattringsvig som kan forlingas
till godtyckligt langa forbéattringsvagar.

Eftersom en maximalt forlangd forbéttringsvig maste sluta i en Nash-
jamvikt, har spel med FIP-egenskapen minst en Nashjamvikt.

Forbattringsvégar ger spelarna i spel med FIP-egenskapen som spelas ett
upprepat antal ganger en mojlighet att finna en Nashjamvikt, om varje gang
en av spelarna ges tillfille att forbéttra sin nytta genom att byta handling.
Spelet kommer da sa smaningom att sluta i en Nashjamvikt.

Sats 4.2.2 Varje dndligt ordinalt potentialspel har FIP-egenskapen.

Bevis. 1 ett spel (N, (A;), (u;)) med ordinal potentialfunktion ® #r foljden
(@(a(k)));nzo strikt viixande for varje forbittringsvig (a(®,aV, ... a™)
eftersom g, (a®)) > u;, (a*~1) medfor att ®(a®) > ®(aF-1).
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I ett dndligt ordinalt potentialspel dr darfor varje forbattringsvags langd
begriansad av antalet element i ®:s definitionsméngd A. O

EXEMPEL 4.2.3 Spelet Krona eller klave med nyttotabellen

Kr Kl
Kr[(@-1 (11
Kl | (-1,1) | (1,-1)

saknar FIP-egenskapen, ty forbattringscykeln
v = ((Kr, Kr), (Kr, KD), (KL KI), (KL, K1), (Kr, Kr))

kan forlingas med hur manga varv som helst till en férbéttringsvig v+ v +
-+ + v av godtycklig langd. Spelet saknar ju ocksa Nashjamvikt. O

Definition 4.2.5 Lat (N, (A4;), (u;)) vara ett godtyckligt strategiskt spel.
Till varje vig v = (a(®,a, ..., a™) i A associerar vi ett tal I(y), viigens
index, genom att sitta

1(7) = Z(ulk (a(k)) — Uy, (a(k_l)))7

k=1

dér som tidigare iy, fir den unika plats dér vektorerna a*~1) och a*) skiljer
sig at.

For en trivial vig, som bara bestar av ett utfall, &r ovanstaende summa
tom och index per definition darfor lika med 0.

Uppenbarligen &r I(—v) = —I(7), och fér summan 71 472, dir den forsta
viigen slutar dér den andra borjar, géller att I(y1 4+ v2) = I(71) + I(72).
Om spelet (N, (A;), (u;)) har en exakt potentialfunktion ®, sa &r

uiy (a®) =y, (a®V) = (a®)) — B(a®D),

och for varje vig v = (a(®,a® ... a™) fran a = o till b = o™ &r dérfor
(2) I(y) =Y (2(a®) = ®(a* 1)) = 2(b) — O(a).
k=1

Om ett spel har en potentialfunktion ® sa &r uppenbarligen ocksa ¢ + C
en potentialfunktion fér varje konstant C. Detta dr ocksa det enda séttet
att bilda nya exakta potentialfunktioner, ty vi har féljande resultat.

Sats 4.2.3 Om ® och V dr tva exakta potentialfunktioner till ett strategiskt
spel, sa finns det en konstant C sadan att V=& 4 C.
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Bevis. Fixera ett utfall a € A och véilja givet b € A en vig ~, fran a till b.
Da dr pa grund av ekvation (2)

U(b) — ¥(a) = I() = (b) — @(a),
dvs. ¥(b) = ®(b) + ¥(a) — P(a), sa satsen giller med C' = ¥(a) — ®(a). O

Korollarium 4.2.4 [ ett potentialspel finns det for varje utfall a en entydigt
bestimd potentialfunktion U, sadan att U,(a) = 0. For varje utfall b och
varje vig vy fran a till b dr Yo (b) = I(7p).

Bevis. Lat ® vara en godtycklig potentialfunktion i spelet. Da &r ocksa
¥, = & — &(a) en potentialfunktion och ¥,(a) = 0, och enligt ekvation (2)
ar I(vp) = ¥a(b) — Uo(a) = W, (b) for varje vég fran a till b. O

Den som har studerat lite fysik bor notera foljande analogi mellan vag-
index och det fysiska begreppet arbete. Lat méngden A av alla mgjliga ut-
fall svara mot det fysiska rummet, nyttovektorerna (ui(a), uz(a),...,uy(a))
svara mot krafter i rummet, och végarna ~ svara mot kurvor i rummet. Da
motsvaras vigindex I(vy) av det arbete som kraftfiltet utrattar utefter kur-
van, och matematiskt ges detta arbete av en kurvintegral. For konservativa
kraftfalt, dvs. kraftfilt som inte utridttar nagot arbete utefter slutna kurvor,
finns det en potentialfunktion med vars hjélp arbetet utefter en godtycklig
kurva ges som differensen av potentialfunktionens vérden i slut- och begyn-
nelsepunkterna. Nésta sats beskriver motsvarande spelteoretiska resultat,
och satsen bevis &r helt analogt med beviset for motsvarande fysikaliska
resultat.

Sats 4.2.5 Fdljande fyra villkor dr ekvivalenta for ett spel (N, (Ai), (ui)):
(i) Spelet dr ett potentialspel.

(ii) Varje cykels index dr lika med 0.

(iii) Varje enkel cykels index dr lika med 0.

(iv) Varje enkel cykel av lingd 4 har indez 0.

Bevis. (i) = (ii): Antag att spelet har en potentialfunktion ®. Da foljer det
omedelbart av ekvation (2) att I(y) = 0 for varje cykel ~.

(ii) = (iil) och (iii) = (iv): Trivialt.

(iv) = (i): Antag att varje enkel cykel av langd 4 har index 0. Fixera ett utfall
a = (a1,a2,...,a,) € A, och lat b = (by,be,...,b,) vara ett godtyckligt
utfall.

Korollarium 4.2.4 antyder att vi far en potentialfunktion ® genom att
definiera ®(b) som index for en godtycklig vig fran a till b. Problemet &r att
vi inte under radande forutsdttningar kan vara sékra pa att denna definition
ar entydig, dvs. att tva olika végar 7, och 7, fran a till b har samma index.
Om vi hade utgatt fran férutséttning (ii) sa hade saken varit klar, ty v, —, &r
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en cykel, och om alla cykler har index 0, sa &r I(v;) —I(v) = I(v;,—7) = 0.
Vi kan komma runt denna svarighet genom att for varje utfall b definiera en
unik vég fran a till b och definiera ®(b) som index fér denna vig. Detta gor
att vi sedan klarar oss med forutsidttningen att varje enkel cykel av lingd 4
har index 0 for att visa att den erhéllna funktionen ® &r en potentialfunktion.

Vi definierar dérfor utfallen ) rekursivt for k = 0,1,...,n genom att
satta
b(k) B a fOI' k= 0,
% ) for k> 1

Detta innebir att b)) = (b1, as,...,an), b = (b1, ba, a3, ..., a,), ..., b" =
(b1, ba,...,b,) = b. Det &r spelare k som, om by # ay, byter handlingsalter-
nativ i steget fran b= till 5*). Om by, = ag, dr b1 = pk),

Vi definierar sedan funktionen ®: A — R genom att séitta

®(b) = Z(Uk(b(k)) _ uk(b(kfl))).
k=1
Funktionsvérdet ®(b) &r lika med index I(I') for den entydigt definierade
viig T fran a till b som fas genom att i foljden 5@, (1) v2) . b stryka
eventuella dubbleringar. Sadana féorekommer om b, = ay, for nagot k.
Vi ska visa att @ &r en potentialfunktion. Lat for den skull x; vara en
godtycklig handling i A;, sétt ¢ = (b_;, z;) och notera att

) o® for k=0,1,...,i—1,
T 6™z fork=idi+1,...,n

—1

ol

Vi har att visa att
(3) ®(c) — @(b) = ui(c) — ui(b).

Om x; = b; sé att ¢ = b ar forstas saken klar. S& antag att z; # b;. For
alla index k > i+ 1 #ir da b*—1 £ k=1 pk) £ k) och b= £ k) ty
bgkil) = bgk) = b; och cgkfl) = cgk) = ;. Eftersom b,(ﬁkfl) = c,(ckfl) = a och
bgc) = Cék) = by, dr vidare b*—1 £ p(®) och B £ k) om by, £ ay,.

For k > i+ 1 och by, # ay, &r dérfor v, = (b*=1), =1 (k) pk) pk=1)y)
en enkel cykel av langd 4. Se figur 4.2. Cykelns index &r

() = (ui(e®D) —u; 0 D)) + (up(c®) — up(c*=1))
+ (us(b™) i) + (a4 ) = s (64)),

och eftersom enkla cykler av lingd 4 har index 0, dr I(y;) = 0 vilket efter
omstuvning ger oss sambandet

(4) uk(c(k)) _ uk(c(k—l)) _ (uk(b(k)) _ uk(b(k—l)))
+ (i (e®)) = (09))) = (ug( D) — s (03 1)),
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(i) clitD) c(k=1) (k) c
_________________________ .

Tk
- @ e S e e °
a b1 pi—1)  p() plit1) plk—=1) p(k) b

Figur 4.2. lllustration till beviset for sats 4.2.5. For den &vre véigen I'. fran a till
cir ®(c) = I(T,), och for den undre viigen I'y fran a till b dr ®(b) = I(T).

Detta samband ar trivialt uppfyllt for k£ > ¢ + 1 ocksa i fallet by = ag, ty da
ar b= = p(k) och k=1 = (k).

Genom att addera likheterna i ekvation (4) for k =i+1,i+2,...n samt
notera att ¢® = ¢ och b = b erhaller vi f6ljande resultat:

n n

> (™) = up( @) = 37 (up(d®) — up (0F D)) + (ui(e) — ui(b))

k=i+1 k=i+1
— (ui(c®) — ; (b)),

For k < i ar ¢®) = b(*)_ vilket medfor att

=t i—1
Z(uk(c(k)) _ uk(c(k_l))) - Z(Uk(b(k)) _ uk(b(k_l))).
k=1 k=1

Addera nu summan ovan fran 1 till ¢ — 1 till summan fran ¢ 4+ 1 till
n, och ldgg till den saknade termen (ui(c(i)) — ui(c(ifl))), samt notera att
=1 = p(i=1) Detta ger oss slutresultatet

n

®(c) = Z(uk(c(k)) _ Uk(c(k_l)))

k=1
= Z(uk(b(k)) — uk(b(k—l))) + (ul(c) _ ul(b)) _ (ui(c(i)) - ui(b(i)))
k=1

+ (ui(c(i)) — U@(C(i_l))) — (ui(b(i)) _ ui(b(i—l)))
= ®(b) + u;(c) — ui(b),

som innebir att ekvation (3) giller och visar att ® &r en potentialfunktion.
O

EXEMPEL 4.2.4 T avsnitt 2.1 diskuterade vi spelet Hjortjakten. Det ar ett
strategiskt spel med n spelare, dir varje spelare har tva handlingsalternativ,
Ha: att jaga hare, och Hj: att jaga hjort. Varje spelare foredrar att samtliga
spelare jagar hjort, men det dr béttre for varje spelare att jaga hare dn att
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jaga hjort om inte alla jagar hjort. Preferensen hos spelare i beskrivs av
foljande nyttofunktion wu;:

2 om a; = Hj for alla spelare j,
ui(al,ag,...,an): 1 om a; = Ha,

0 om a; = Hjoch a; = Ha for nagon spelare j.

I en enkel cykel av lingd 4 i Hjortjakten &r bara tva spelare aktivt
inblandade, och dessa byter omvixlande mellan alternativen Hj och Ha. Lat
oss utan inskrankning anta att det &r spelarna 1 och 2 som &r inblandade,
att cykeln startar med att bada har valt alternativet Hj samt att det &r
spelare 1 som borjar byta. Cykeln « har da foljande utseende:

((Hja Hja b)a (Haa H]a b)7 (Ha’v Ha’7 b)a (H], H(l, b)a (Hja H]v b))a

dér b dr en godtycklig handlingsvektor for 6vriga n — 2 spelare. Beroende pa
om vektorn b bara innehaller alternativet Hj eller innehaller minst ett Ha &r
cykelindex I(y) =—-1+1—1+1=0resp. I(y)=14+1-1—-1=0.

Samtliga enkla cykler av ldngd 4 har med andra ord index 0, sa Hjort-
jakten &r ett potentialspel, och vi far en potentialfunktion ® genom att
definiera ®(a) = I(v,) for en godtycklig vig v, fran o'V = (Hj, Hj, ..., Hj)
till @ = (a1, a2, ..., a,).

Om a; = Ha for exakt k spelare 7, dir 1 < k < n, sa kan a nas fran a
med hjélp av en vig v, av ldngd k, dér varje steg innebér att en ny spelare
byter handling fran Hj till Ha, vilket tkar nyttan med 1 i alla steg utom i
det forsta, da nyttan istéillet minskar med 1. Végindex I(v,) dr dérfor lika
med —1+(k—1), dvs. I(vy,) = k—2. Detta ger oss f6ljande potentialfunktion

Hj

D(ay,az,...,a,) =

0 om a; = Hj fér samtliga spelare 1,
k—2 om a; = Ha for k > 1 stycken spelare ¢. [

Ovningar

4.2 Ar foljande spel i avsnitt 2.1 potentialspel? Bestim i forekommande fall en
potentialfunktion.
a) Spelet Kampen mellan kénen i exempel 2.1.2.
b) Spelet Hok eller duva i exempel 2.1.4.

4.3 Visa att spelet med utbetalningstabellen

vV H
T|(1,0) | (2,0)
B[ (2,0) | (0,1)

har FIP-egenskapen men inte &r ett ordinalt potentialspel.






Kapitel 5

Blandade strategier

Betrakta den klassiska handleken Sten-saz-pase med utbetalningstabellen

sten sax pase
sten | (0,0) | (1,-1) | (—1,1)
sarx | (—1,1) | (0,0) | (1,-1)
pase | (1,—-1) | (=1,1) | (0,0)

Det ar sjalvklart att om man spelar detta spel manga ganger, bor man byta
alternativ da och da, eftersom motspelaren annars genast lar sig hur han ska
gora for att vinna varje gang. Bada spelarna bor saledes vélja sina alternativ
slumpmaéssigt.

Antag att radspelaren véljer alternativen sten, sax, pase slumpméssigt
med sannolikheterna g, ag, as och att kolonnspelaren véljer samma alter-
nativ slumpmiissigt och oberoende av radspelaren med sannolikheterna g1,
B2, B3. Sannolikheten att de ska vélja alternativet (sten, sten) blir da o1,
sannolikheten for (sten, sax) blir aq/32, osv. Den forvintade utbetalningen
(genomsnittliga utbetalningen om spelet upprepas manga ganger) till rad-
spelaren blir da lika med

a1 (o, B) = a1B2 — a1 B3 — a1 + i3 + a3 — azfo.

Spelet dr ett strikt konkurrensinriktat spel; for kolonnspelaren ar den forvan-
tade utbetalningen us(a, 8) = —t1 (v, 3).
For exempelvis a = (%,07 %) och g = (%,
’111(@75) = % + i -
och fiz(cv, B) = —1, vilket &r bra for radspelaren som i genomsnitt vinner +
varje gang och foljaktligen inte sa bra for kolonnspelaren. Naturligtvis finns
det béttre strategier fér kolonnspelaren.
Spelet Sten-sax-pase tjinar som motivering for att studera spel dér spe-

larna véljer sina alternativ slumpméssigt enligt nagon viss sannolikhets-
fordelning eller, med andra ord, dir spelarnas véljer lotterier.

0) blir
_ 1

1
27
1
1~ 1

75
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5.1 Blandade strategier

Vi paminner om att med ett lotteri 6éver en &ndlig midngd A menas en
sannolikhetsférdelning pa A, och att méngden L£(A) av alla lotterier 6ver
en mingd A med n stycken element kan identifieras med den kompakta och
konvexa delméngden M = {(z1,22,...,2,) € R} |21+ 22+ -+ + 2, = 1}
av R". Lotteriméngden L£(A) ar saledes kompakt och konvex.

De n stycken hérnpunkterna (1,0, ...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1) i
M svarar mot de ”sékra” lotterierna d, i £(A), som ger elementet a med
sannolikhet 1. Som vi ndmnde redan i avsnitt 1.3 kommer vi att identifiera
lotteriet d, med elementet a och anvéinda samma beteckning, utom i de fall
da& vi behover vara sérskilt tydliga. Detta gor att A kan uppfattas som en
delméngd av lotteriméangden L£(A).

Definition 5.1.1 Med en blandad strategi for spelare i i det dndliga strate-
giska spelet (N, (A;), (u;)) menas ett lotteri p; 6ver miangden A;. Méngden
av spelarens alla blandade strategier, dvs. alla lotterier over A;, kommer
som tidigare att betecknas L£L(A4;).

Med en ren strategi for spelare ¢ menas ett lotteri av typen d,,, dvs. ett
lotteri som ger resultatet a; € A; helt sikert.

Antag att spelarna i spelet (N, (4;), (u;)) véljer sina handlingar i méng-
derna A; oberoende av varandra med hjilp av lotterierna p; € L(A;). Detta
betyder att sannolikheten for att handlingsvektorn

a=(a,ag,...,an,)

ska bli vald &r
P(a) = p1(a1)p2(az) - - - pu(an).

Funktionen P &r ett sannolikhetsmatt, dvs. med var terminologi ett lot-
teri, pa produktmingden A = A; X As X -+ X A, och vi kallar detta lotteri
for produktlotteriet av de givna lotterierna p; och skriver

P =p; xpa X X pp.

Observera speciellt att for a = (aq, as,. .., a,) ir produktlotteriet av de
sikra lotterierna dq,, dq,, - - ., 0q4, lika med det sékra lotteriet J, pa A, som
resulterar i utfallet @ med sannolikhet 1.

Om u &ar en funktion som &r definierad pa produktméngden A, kan vi
forstas bilda vantevirdet av funktionen u med avseende pa produktlotteriet
p1 X p2 X -+ X py. Detta vintevirde betecknas a(p1, po, ..., pn), och enligt
definitionen av vantevérde ar

Wp1,pas-opn) = Y, oo Y ular,ag, .., an)pi(ar)pa(az) - pulan).

a1€A1 as€As an€An
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Funktionen (p1,p2,...,pn) — U(p1,p2,...,pn) ar definierad pa produkt-
méngden L£(A1) X -+ x L(Ay), som kan uppfattas som en konvex, kompakt
delméngd av nagot R™. Funktionen ar kontinuerlig och affin i varje variabel
for sig, dvs.

W(p—s, ap; + Bq;) = at(p—s, pi) + Bu(p—i, ¢)

om « och ( &r icke-negativa tal med summa 1.

Om samtliga spelare i véljer rena strategier d,,, sa blir forstas vénte-
vérdet @(da,,0ay,---,0a,) av funktionen w lika med wu(ai,as,...,a,), dvs.
med konventionen att identifiera sékra lotterier med motsvarande handlingar
ar

w(ay,ag, ... an) =u(a,ag,...,an,).

En strategikombination, som vi ibland kommer att betrakta, &r den att
spelare ¢ véljer en blandad strategi p; medan alla 6vriga spelare k viljer
rena strategier ag. Vantevirdet 4(a—_;, p;) av funktionen u blir nu

u(a—i, pi) = Z u(a—i, a;)pi(a;).

(liGAi

I termer av dessa kan vi nu uttrycka véantevirdet @(q—_;, p;) for en godtycklig
vektor g_; av blandade strategier som

g-ip) = Y. alacip)q(ar) - gilar) - gulan),
a_;€A_;

dér cirkumflexen 6ver g;(a;) betyder att den termen i produkten ska ute-
lamnas. Viantevirdet @(q—;, p;) &r med andra ord ett viktat medelvirde av
alla véntevirden u(a_;, p;) som fas genom att lata a_; genomlépa A_;, och
hérav foljer att

(1) W(g—i,pi) > min  a(a—;, p;)
a_;€A_;

for alla blandade strategivektorer g_;.

5.2 Den blandade utvidgningen

Definition 5.2.1 Lat G = (N, (4;), (u;)) vara ett dndligt strategiskt spel
med kardinala nyttofunktioner u;. Spelet G = (N, (£(4;)), (i)

e med samma méngd N av spelare;

e for varje spelare i € N lotterimédngden £(A;) som handlingsméngd;

e for varje spelare ¢ € N den forvintade nyttan u; som nyttofunktion;

kallas den blandade utvidgningen av spelet G.
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Vi forutsétter alltsa hir och i fortsdttningen att nyttofunktionerna w; i
ursprungsspelet G ar kardinala, ty annars dr det inte sérskilt meningsfullt
att bilda den forvintade nyttan .

Med hjalp av den blandade utvidgningen kan vi nu omedelbart generali-
sera ett antal begrepp och resultat for handlingar i strategiska spel G till att
gilla for blandade strategier, som ju inte &r nadgonting annat &n handlingar
i utvidgningen G.

Definition 5.2.2 Med en blandad Nashjimuvikt p* = (p},p5,...,p}) 1 ett
andligt strategiskt spel G = (N, (4;), (u;)) menas en Nashjamvikt i spelets
blandade utvidgning G = (N, (L(4;)), (i;))

En blandad Nashjamvikt som bara bestar av rena strategier kallas en
ren Nashjimuvikt.

Blandade Nashjamvikter kan forstas karakteriseras med hjilp av bésta-
svarsméangder i G. Givet en vektor p_; av blandade strategier for samtliga
spelare utom spelare ¢ definierar vi spelare i:s bdstasvarsmdangd El (p—i) av
blandade strategier som spelarens bastasvarsméngd i det utvidgade spelet,
dvs.

Bi(p_i) = {gi € L(A) | @i(p_i, @) > Gi(p_i, ) for alla r; € L(A;)}.

Det foljer nu omedelbart av sats 2.2.1 att en vektor p* av blandade
strategier i spelet G = (N, (A4;), (u;)) &r en blandad Nashjdmvikt om och
endast om p; € B; (p*,) for alla spelare i.

Satsen med stort S i teorin for dndliga strategispel &r féljande existens-
sats av John Nash.

Sats 5.2.1 Varje dndligt strategiskt spel har (minst) en blandad Nashjim-
vikt.

Bevis. Satsen &r ett korollarium till Nashs sats (sats 2.3.3) eftersom den
blandade utvidgningen till spelet (N, (A;), (u;)) uppfyller forutséttningarna
i Nashs sats; méngderna £(A;) ar konvexa och kompakta, och de férvén-
tade nyttofunktionerna u; ar kontinuerliga och affina i den i:te variabeln
och foljaktligen kvasikonkava. O

Vi ska nu illustrera Nashs sats genom att bestdmma samtliga blandade
Nashjamvikter i nagra enkla strategispel med tva spelare. Vi kommer att
utnyttja karakteriseringen av Nashjamvikten i termer av béstasvarsméngder.
I de fall da bada spelarna har tva handlingsalternativ far man en enkel
grafisk 16sning.

EXEMPEL 5.2.1 Betrakta foljande spel
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|4 H
T |(3,3) ] (0,2)
B | (2,1) | (5,5)

Spelet har tva Nashjamvikter, ndmligen (7, V') och (B, H). For att bestam-
ma alla blandade Nashjamvikter later vi p; = (a, 1 — @) och pa = (8,1 — )
vara tva godtyckliga blandade strategier for rad- respektive kolonnspelaren.
Motsvarande férvintade nyttofunktioner ar

u1(p1,p2) =3aB+2(1 —a)B+5(1 —a)(1—p) =5-38+ (68 —5)c
och
tiz(p1,p2) = 3B +2a(1 = B) + (1 —a)B+5(1 — a)(1 - B)
=5—3a+ (ba —4)p.

Béstasvarsméngden §1(p2) bestar av de lotterier p; som maximerar
funktionen 4 (p1,p2), och @1 (p1,p2) = 5 — 38 + (65 — 5)a maximeras up-
penbarligen av oo = 1 om § > %, avallatal 0 <a<1lompfg = %, och av
a=0om < %. Detta innebér att

{(0,1)} om § < g,
El(ﬂal_ﬁ): {(CV,l—Oé)’OS@Sl} ()rnﬁ:%7
{(1,0)} om 3> 2.

Helt analogt fas
B {(0,1)} om o < 3,
By(a,1—a) = {{(B,1-p)[0< <1} oma=3]
{(LO)} om « > %.

I ett koordinatsystem ritar vi nu de bada kurvorna

{(,8) | (,1—a) € B(8,1— )} och {(a,8) | (8,1—B) € Ba(e,1—a)}.

[ figur 5.1 &r den forstndmnda kurvan heldragen och den andra kurvan strec-
kad.

De bada kurvornas skérningspunkter (o, 3) svarar mot blandade strate-
gier p1 = (o, 1—a) och py = (8,1 ) for vilka p1 € Bi(p2) och p2 € Ba(p1),
dvs. mot de blandade Nashjamvikterna.

I det aktuella exemplet skir kurvorna varandra i tre punkter, ndmligen
(o, B) = (0,0), (%, 3) och (1,1), och det innebir att spelet har de tre
blandade Nashjamvikterna ((0,1), (0,1)), ((1,0),(1,0)) och ((%,%),(%,%)).
De bada forstndmnda Nashjamvikterna bestar av rena strategier, namligen
(0, dp) och (07,dy), och innebér att spelarna ska vélja handlingsvektorn

(B, H) resp. handlingsvektorn (7, V') helt sikert.
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Figur 5.1. Bistasvarsméngderna i exempel 5.2.1.

I de rena Nashjamvikterna dr den forvintade nyttan for de bada spelarna

ﬁl(B,H):ul(B,H):5 och {LQ(B,H):UQ(B7H):57
respektive
ﬂl (T, V) = U (T, V) =3 och ’l]g(T, V) = UQ(T, V) = 3.

I den tredje blandade Nashjimvikten (p},p3) = ((2,2),(2,2)) &r den for-
vintade nyttan

a1(p},p3) = 3§ och  da(pi,p3) = .
Béada spelarnas forviantade nytta ar saledes mindre i den blandade Nashjam-
vikten dn i de rena Nashjdmvikterna. O

I exemplet ovan overlevde det ursprungliga spelets tva Nashjamvikter
som rena Nashjamvikter i den blandade utvidgningen av spelet. Detta &r
ingen tillfillighet; vi har ndmligen f6ljande allménna resultat.

Sats 5.2.2 [ ett dndligt strategispel dr utfallet a* = (aj,a’,...,a}) en Nash-
jamuikt om och endast om motsvarande utfall ((5,1»{,(5@, ooy 0qx) dr en ren
Nashjamuikt i spelets blandade utvidgning.

Bevis. 1 fortsdttningen anvéander vi samma beteckning (aj,as,...,a,) for
ett utfall i det ursprungliga spelet G' och for utfallet (day,da,,---;0q,) 1
spelets blandade utvidgning G, och skriver saledes ocksa u;(ay,asg,...,ay),
eller kortare ;(a), istdllet for 4;(da,, dag, - - -, 0ay, )-

Antag nu forst att a* dr en ren Nashjamvikt i den blandade utvidgningen.
Da ar per definition

ui(a®) = ui(a’;, a;) > ui(a’;, p;)

for alla spelare ¢ och alla lotterier p; € L(A;), och speciellt géller detta for
alla sékra lotterier av typen p = d,,, vilket betyder att

(2) ui(a*) > ui(a’;, a;) = ui(a”;, a;)
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for alla a; € A;. Detta visar att utfallet a* &r en Nashjamvikt i det ursprung-
liga spelet.

Antag omvént att utfallet ¢* dr en Nashjamvikt i G, dvs. att olikheten
(2) géller for alla spelare ¢ och alla a; € A;. Lat nu p; vara en godtycklig
blandad strategi for spelare ¢, dvs. ett godtyckligt lotteri 6ver A;. Genom att
multiplicera olikheten (2) med p;(a;) samt addera de erhallna olikheterna da
a; genomloper mingden A; far man den nya olikheten

3) D wla)pila) = Y @l a)pilai) = Y ek, 6a,)pilai).

a; €EA; a;EA; a;EA;

Nu ar

Z ai(a®)pi(a;) = wi(a™) Z pi(a;) = u;(a”)

a; EAi a; EAi
och

> iar, 0a)pilas) = @iar;, Y piai)da,) = dia’, pi),

a; EAZ‘ CLZ'GAZ'

varfor olikheten (3) betyder att @;(a*) > @;(a*,,p;) for alla lotterier p; i
L(A;). Detta visar att utfallet a* &r en ren Nashjamvikt i den blandade
utvidgningen av spelet. O

Ovningar
5.1 Bestdm samtliga blandade Nashjamvikter i spelet Fangarnas dilemma.

5.2 Berdkna samtliga blandade Nashjamvikter i spelet Kampen mellan kénen.

5.3 Bestdm samtliga blandade Nashjamvikter i foljande spel

|4 H
T |(2,2) | (0,2)
B (2,1) | (6,6)

5.3 Likgiltighetsprincipen
I exempel 5.2.1 bestdmde vi Nashjamvikterna till spelet

|4 H
T |(3,3) ] (0,2)
B | (2,1) ] (5,5)

och fann att det forutom de tva rena Nashjamvikterna (7, V) och (B, H)

c
ocksa har en blandad Nashjamvikt p* med p} = (%, %) och p = %, %)
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Om spelare 2 véljer sin Nashstrategi p3, sa erhaller spelare 1 samma
forvintade nytta oavsett om han véljer handlingen T eller handlingen B, ty

5 1 5 1 _ 5
3-340-1=2.545.1-2

Pa motsvarande sétt far spelare 2 samma forvintade utdelning nér spe-
lare 1 véljer sin Nashstrategi, oavsett om spelare 2 véljer V eller H, eftersom

4 1 _ 4 1 _ 13
3. 53t+tl-5=2-5+5-5=7%.

Att sa &r fallet ar inte nagon tillfallighet pa grund av foljande allméngiltiga
"likgiltighetsprincip” for Nashjamvikter.

Sats 5.3.1 (Likgiltighetsprincipen) Ldat p* = (p},ps,...,p}) vara en vektor
av blandade strategier for spelarna i ett andligt spel (N, (4;), (u;)).
(i) Om p* dr en blandad Nashjamuikt, sa gdiller det for varje spelare i och
varje handling a; € A; att

pi(ai) >0 = 4;(pZ;,a;) = Ui(p").

Alla handlingar som forekommer med positiv sannolikhet i spelarens
jamuiktsstrategi ger honom saledes samma forvintade nytta.
(ii) Omudnt, om det for varje spelare i finns en konstant ¢; sa att

(4) {pf(ai) >0 = w(ply @) =c¢

piai) =0 = wi(pZ;, ai) <ci

sa dar p* en blandad Nashjimuvikt.

Bevis. (i) Satt B; = {a; € A; | pf(a;) > 0}; da ar

Yopila)=1 och  pi= " pi(ai)de = Y pi(ai)da,

a;€B; a; €A; a;€B;
Pa grund av linearitet ar dérfor
(5) @(p*) = @ e, p}) = Y WPy 0a,)P} (@) = Y @(p™;, ai)pf(as).
a;€B; a;€B;

Eftersom p* &r en blandad Nashjamvikt &r speciellt @;(p*,;, a;) < @;(p*) for
alla a; € B;, och om det rader strikt olikhet fér nagot sadant a;, sa foljer
det genom inséttning i ekvation (5) att

@) < Y wi(p )pfa) = @) Y pila) = @p"),

a; €B; a; €B;

vilket forstas dr en motségelse. Alltsa ar ;(p*;, a;) = @;(p*) for alla a; € B;.
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(ii) Antag omvint att villkoret i (ii) dr uppfyllt. For varje blandad strategi
q; for spelare i och varje handling a; € A; far vi da, genom att multiplicera
olikheterna och likheterna i (4) med det icke-negativa talet ¢;(a;), olikheterna

*

w;(pZ;, ai)qi(a;) < cigiai),
och for den speciella strategin p; géller likhet for alla a;:

*

i (p~;, ai)p; (ai) = cip; (a;).

Genom att nu summera dessa olikheter och likheter da a; genomloper A;
erhaller vi som resultat olikheten

U;(pZ;, qi) = Z Ui (p~y, ai)gi(a;) < Z ciqi(ai) = ¢

aiEAi aieAi
= > ewila) = Y wpt;, a)pi(a;) = wi(p"),
aiEAi aiEAi
som visar att p* &r en blandad Nashjamvikt. O

EXEMPEL 5.3.1 Vi anvénder likgiltighetsprincipen for att bestdmma Nash-
jamvikterna i spelet

T | (3,1) ] (1,2)
B (2,4) | (4,3)

Vi konstaterar forst att det inte finns nagra rena Nashjamvikter. Det
finns heller pa grund av likgiltighetsprincipen inte nagon Nashjamvikt med
exakt en ren strategi. Exempelvis &r (7, p2) inte en Nashjamvikt for nagot
val av blandad strategi py for spelare 2 beroende pa att ug(T,V) =1#2 =
ua(T, H), och de andra tre alternativen med en ren strategi ér uteslutna av
motsvarande skél.

I en Nashjamvikt (p},p3), dér p; = (o, 1 — &) och p5 = (8,1 — ), ar
dérfor 0 < o« < 1 och 0 < 8 < 1, och det foljer nu av likgiltighetsprin-
cipen att a1(T,ps) = u1(B,p3) och ua(py,V) = ua(pi, H), vilket ger oss
ekvationssystemet

38+ (1—8)=28+4(1-7)
a+4(l—a)=2a+3(1 —«)

med losningen o = % och g = %. Spelet har saledes en unik blandad

Nashjamvikt, ndmligen den blandade strategivektorn ((1,1),(3,1)). O
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Ovningar

5.4 Betrakta spelet

r | (2,%) | (1,%) | (5,%)
ro | (L,%) | (3,%) | (4,%)
T3 (47 *) (Ov *) (27 *)

dér kolonnspelarens nyttoviarden gatt forlorade. Daremot vet man att radspe-
larens blandade strategi p] = (%, %, %) ingar i en Nashjamvikt. Bestdm med
ledning hirav den blandade strategi p5 = (81, B2, 83) for kolonnspelaren som
gor (p3,ps) till en Nashjamvikt.

5.5 Samma fraga som i féregaende 6vning om man istéllet vet att pj = (%, 0, %) ar

radspelarens blandade strategi i en Nashjamvikt.

5.4 Dominans

Ibland kan en spelare utesluta ett handlingsalternativ déarfér att det finns
andra alternativ som ger honom stérre nytta oavsett hur motspelarna spelar.

EXEMPEL 5.4.1 Betrakta spelet

r1 | (2,%) | (1,%) | (2,%)
ro | (3,%) | (4,%) | (1,%)
T3 (37 *) (27 *) (37 *)

dér kolonnspelarens nyttoviarden uteldmnats eftersom de inte spelar nagon
roll for resonemanget. I detta spel ar wy(rs, k;) > ui(ry, k;) for varje val av
k;, sa oavsett vilket handlingsalternativ kolonnspelaren véljer &r alternativet
r3 béattre for radspelaren én alternativet r1. Man uttrycker detta genom att
sidga att handlingen r1 ar strikt dominerad av handlingen rs.

En rationell spelare skulle aldrig vélja en strikt dominerad handling, och
en sadan handling kan, som vi ska visa lingre fram, inte heller ingd som
komponent i nagon Nashjamvikt. O

EXEMPEL 5.4.2 1 spelet med utbetalningstabellen

k1 ko ks
1| (2,%) | (1,%) | (3,%)

ro | (1,%) | (3,%) | (4,%)
rg | (4,%) | (0,%) | (3,%)
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domineras ingen av radspelarens handlingar strikt av nadgon annan handling.
Déremot &r

(6) ur(r1, ki) < dui(re, ki) + dua(rs, ky)

for vart och ett av kolonnspelarens tre handlingsalternativ k1, ko, k3, efter-
som 2 < £(1+4),1< 3(340) och3<1(4+3).

Lat nu p; vara radspelarens blandade strategi pi(r1) = 0, pi(ra) =
pi(rs) = %, och betrakta radspelarens forvintade nyttofunktion ;. Ef-

tersom @1 (p1, ki) = su1(ra, k;) + 2uq(rs, k;), betyder olikheten (6) att
ui(r1, ki) < a1(pr, kq)

for alla kolonnspelarens rena strategier k;. Varje blandad strategi po for
kolonnspelaren &ér emellertid en konvex kombination av hans rena strategier,
sa darfor foljer det nu ocksa pa grund av linearitet av olikheten ovan att

1 (11, p2) < t1(p1, p2)

for alla blandade strategier ps. I den blandade utvidgningen av det aktuella
spelet &r saledes radspelarens rena strategi ry strikt dominerad av hans
blandade strategi p;. En rationell radspelare bor dérfor inte vélja den rena
strategin r eftersom den ger honom mindre forvéntad vinst &n den blandade
strategin p;, oavsett hur kolonnspelaren agerar. ]

Exemplen ovan far tjina som motivering for foljande allménna definition.

Definition 5.4.1 Lat (N, (4;), (u;)) vara ett &ndligt strategiskt spel. Hand-
lingen a; € A; siges vara strikt dominerad om spelare ¢ har nagon blandad
strategi p; som ger honom strikt stérre forvantad nytta &n den rena strategin
a;, oavsett vilka handlingsalternativ de andra spelarna véljer, dvs. om

wi(T—i, a;) < Wi(T—i, pi)
for alla x_; € A_;.
Anmdrkning. Om handlingen a; domineras strikt av den blandade strategin
p; sa domineras den ocksa strikt av den blandade strategi p; som definieras

av att pi(a;) = 0 och p;(z;) = pi(x:)/(1 — pi(a;)) for alla x; € A; \ {a;}. Det
ar darfor ingen inskridnkning att i definitionen ovan anta att p;(a;) = 0.

Sats 5.4.1 Antag att p* = (p},p5,...,p}) dr en blandad Nashjimvikt i det
andliga strategiska spelet (N, (A;), (u;)) och att spelare i:s handling a; dr
strikt dominerad. Da dr p}(a;) = 0.

En strikt dominerad handling kan med andra ord inte forekomma med
positiv sannolikhet i en spelares Nashjamviktsstrategi.
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Bewvis. Eftersom handlingen a; &r strikt dominerad har spelare ¢ en blandad
strategi p; med egenskapen att

wi(r—i, a;) < Ui(x—i, Ds)

for alla z_; € A_;. Om p = (p1,p2,...,pn) ar en godtycklig strategivektor,
sa fas de forviintade nyttorna a;(p—;, a;) och @;(p—;, p;) som véntevirden av
funktionerna x_; — u;(z_;,a;) och x_; — u;(z_;, p;) med avseende pa det
mot strategivektorn p_; svarande produktmattet pa A_;. Det foljer darfor
av olikheten ovan att

@i(p—i, a;) < U;(p—i, Pi)-

Vi anvénder denna olikhet da p &r den blandade Nashjimvikten p* och far
da speciellt att

Det f6ljer nu av likgiltighetsprincipen att p}(a;) = 0, ty om p}(a;) > 0 sa &r
w;(p*;, a;) = 4;(p*) vilket ger en motségelse i olikheten ovan. O

Definition 5.4.2 Spelet G’ = (N, (A}), (u})) &r ett delspel till det strategiska
spelet G = (N, (4;), (u;)) om det for varje spelare i € N géller att A, C A;
och nyttofunktionen v} dr lika med restriktionen av nyttofunktionen w; till
méngden A’ = A} x Ay x -+ x Al dvs. u(a) = u;(a) for alla utfall a € A’

Eftersom nyttofunktionerna i ett delspel &r restriktioner av nyttofunk-
tionerna i det ursprungliga spelet, kan det inte ge upphov till nagra missfor-
stand att anvéinda samma beteckning f6r delspelets nyttofunktioner som for
ursprungsspelets nyttofunktioner, vilket vi kommer att gora fortséttningsvis.
Delspelen till ett spel (N, (A;), (u;)) kommer saledes att skrivas pa formen
(N, (A]), (u;)) med méngderna A, som delméngder till méngderna A;.

Om ett utfall a* i A" &r en Nashjimvikt i spelet G, sa dr det uppen-
barligen ocksa en Nashjdmvikt i delspelet G’, ty likheterna w;(a*;,af) >
ui(a*;,a;) géller naturligtvis for alla a; € A, om de géller for alla a; i den
storre méngden A;.

En blandad strategi p; for spelare i i delspelet G’ kan ocksa uppfattas
som en blandad strategi i spelet G. Man utvidgar helt enkelt definitionen
av p; till hela méngden A; genom att sitta p;(a;) = 0 for alla a; € A; \ AL
Omviént kan forstas varje blandad strategi p; i spelet G med egenskapen att
pi(a;) = 0 for alla a; € A; \ A, uppfattas som en blandad strategi i spelet
G'. Detta gor att vi kan uppfatta en spelares strategiméngd £(A}) i spelet
G’ som en delméngd av samma spelares strategiméngd £(A4;) i spelet G

Detta innebér att den blandade utvidgningen av delspelet G’ ér ett del-
spel till den blandade utvidgningen av G. Den triviala observationen ovan
om Nashjamvikter i spel och delspel, tillimpad pa de blandade utvidgning-
arna, ger diarfér omedelbart féljande sats.
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Sats 5.4.2 Antag att G' dr ett delspel till spelet G, att p* = (p},p5,...,Dk)
ir en vektor av blandade strategier i delspelet G' och att p* dr en blandad
Nashjimuikt i spelet G. Da dir p* ocksa en Nashjimuvikt i delspelet G'.

Itererad elimination av strikt dominerade handlingar

EXEMPEL 5.4.3 Betrakta foljande strategiska spel G:
k1 ko ks ky

1 (2,3) (2,4) | (2,3) (4,2)
ro | (4,2) | (3,3) | (0,2) | (2,1)
3 (1a4) (1’2) (070) (37 1)
T4 (170) (27 1) (575) (372)

Radspelarens handling r3 domineras strikt av handlingen r; och kommer
foljaktligen inte att viljas om spelaren dr rationell. Lat oss déarfor stryka
handlingen 73, vilket ger oss foljande delspel G':

kl kz kg k4
n[23) ] 24 ] (23 ] (4.2)
r | (4,2) ] (3,3) ] (0,2) | (2,1)
ra | (1,0) | (2,1) | (5,5) | (3,2)

—~

Nu ser vi att kolonnspelarens handling k; &r strikt dominerad av ko, samt
att k4 ar strikt dominerad av k3. Vi eliminerar dirfor k1 och k4 fran spelet
eftersom dessa handlingar inte kommer att véiljas av nagon rationell kolonn-
spelare i spelet G'. Detta ger foljande delspel G2 till spelet G':

r1 | (2,4) | (2,3)
ro | (3,3) | (0,2)
rg | (2,1) | (5,5)

I spelet G? domineras handlingen r; strikt av radspelarens blandade strategi

(0, %, %), som ger honom en forvintad nytta av % oberoende av kolonnspe-

larens val. Vi eliminerar dirfor dven handlingen r; och far da delspelet G3:
ko ks

ro | (3,3) | (0,2)

ry | (2,1) | (5,5)

I G3 #r inget handlingsalternativ strikt dominerat.

Rationella spelare av spelet G bor, om de tror att motspelaren ocksa ar
rationell, genom att resonera som vi har gjort, komma fram till att de endast
bér vilja bland de handlingsalternativ som férekommer i delspelet G2, dvs.
radspelaren ska valja ro eller r4 och kolonnspelaren ska vilja ko eller k3. I
kapitel 7 ska vi ge ytterligare stod for denna slutsats. O
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Resonemanget i exemplet ovan kan forstas generaliseras, vilket leder till
foljande definition.

Definition 5.4.3 Lat G = (N, (A;), (u;)) vara ett strategiskt spel. Vi séiger
att delméngden B = By X By X --- X By av A = Ay X Ay X -+ - X Ay, dverlever
itererad elimination av strikt dominerade handlingar om det finns en dndlig
folid A* = Al x AL x .-+ x Al dér ¢t = 0,1,2,...,T, av produktméngder
med foljande egenskaper:

o A% = A och AT = B;

o AL C At fort=0,1,...,T — 1;

e For t =0,1,...,T — 1 #r handlingarna i méingderna A? \ A" strikt

dominerade i spelet G* = (N, (A}), (u;));
e Ingen handling i spelet GT = (N, (B;), (u;)) #r strikt dominerad.

Det foljer av anmérkningen efter definition 5.4.1 att vi i punkt tre av
definitionen ovan kan anta att varje handling i A%\ AEJFI ar strikt dominerad
av nagon blandad strategi som tillhor spelet G¢HL.

I kapitel 7 kommer vi att visa att méngden B = By X By X --- X By,
av overlevande utfall dr unik, nagot som inte &dr sjélvklart eftersom det kan
finnas flera olika maojligheter att utfora eliminationerna av strikt dominerade
handlingar. (Se korollarium 7.2.3.) Naturligtvis kan det hinda att B = A,
dvs. att det inte finns nagra strikt dominerade handlingar i G.

Om B endast bestar av ett utfall @ brukar man siga att det ursprungliga
spelet &r [Gsbart genom upprepad strikt dominans med a som 16sning.

EXEMPEL 5.4.4 I spelet i exempel 5.4.3 #r utfallen i delspelet G2 de 6ver-
levande utfallen under itererad elimination av strikt dominerade handlingar.
O

Sats 5.4.3 LatG = (N, (A;), (u;)) vara ett dndligt strategiskt spel och antag
att mdangden B = By X By X - - - X By, dverlever itererad elimination av strikt
dominerade handlingar. Lat vidare p* = (p3,p5,...,p)) vara en vektor av
blandade strategier i spelet G. Da dr féljande tva pastaenden ekvivalenta:
(i) p* en blandad Nashjimuvikt i spelet G.
(i1) For alla spelare © och for alla a; € A; \ B; dr p}(a;) =0, och p* dr en
blandad Nashjamuvikt i delspelet H = (N, (B;), (u;)).

Handlingar som férsvinner under itererad elimination av strikt domine-
rade handlingar kan saledes inte forekomma med positiv sannolikhet i ndgon
Nashjamviktsstrategi.

Bevis. Lat GV = G, G, G?, ..., GT~!, GT = H vara den kedja av delspel
som forekommer i definition 5.4.3. Pa grund av induktion ricker det att visa
att foljande tva pastaenden &r ekvivalenta for en godtycklig strategivektor
p* i spelet G*:
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(a) p* dr en blandad Nashjamvikt i spelet G®.
(b) Férallai € N och alla a; € AL\ AL dr p#(a;) = 0, och p* &r en blandad
Nashjamvikt i delspelet GtH1.
Antag forst att (a) giller och att a; &r en handling i A?\ A*!. Da
dr handlingen a; strikt dominerad i spelet G', sa det foljer av sats 5.4.1
att pf(a;) = 0. Strategin p! kan dérfor uppfattas som en blandad strategi
i delspelet G+ for spelare i, och enligt sats 5.4.2 dr strategivektorn p* en
Nashjamvikt i delspelet G*1. Dirmed har vi visat att (a) medfér (b).

Antag omvént att (b) géller. Pa grund av likgiltighetsprincipen géller da
for varje spelare ¢ och alla handlingar a; € Af“ att

. =u;(p*.,p¥) om pi(a;) >0,
(7) @i (p*y, aqi) f( L 1) 1( 0
< Ui(p_iapi) om p; (ai) =0.

For varje handling a; € Af\ A’;‘H har spelare ¢ en blandad strategi p; i
delspelet G**! som dominerar a; strikt, vilket medfor att

(8) i (p*;, ai) < Ui(p™y, Pi) < Ui(py,p7)-

Eftersom vidare p(a;) = 0 for alla a; € AL\ AT innebir olikheterna (7)
och (8) att strategivektorn p* uppfyller likgiltighetsprincipen i spelet G,
och foljaktligen #r p* en Nashjamvikt i G*. O

EXEMPEL 5.4.5 Ispelet G iexempel 5.4.3 &r ro, r4 och ko, k3 de 6verlevande
handlingarna. En blandad Nashjamvikt (p}, p3) i spelet karakteriseras dérfor
av att pi(r1) = pi(r3) = 0, pi(k1) = p5(ka) = p5(ks) = 0 och att restrik-
tionen av pi och pi till delspelet G® dr en Nashjamvikt i delspelet. Man
ser omedelbart att delspelet har tva rena Nashjamvikter, ndmligen (72, k2)
och (r4, k3). Spelet har ocksa en blandad Nashjamvikt som kan bestdmmas
med hjilp av likgiltighetsprincipen och bestar av att radspelaren véljer ro
och 74 med sannolikheterna 2 resp. %, och kolonnspelaren viéljer ko och k3
med sannolikheterna % resp. g. Detta ger oss slutsatsen att det ursprungliga
spelet G har tre Nashjamvikter, ndmligen de tva rena jimvikterna (72, k2)
och (r4,ks) samt den blandade Nashjdmvikten bestaende av strategierna
(0, %,0, %) och (0, %7 %,0,0). O
EXEMPEL 5.4.6 I spelet med utbetalningstabellen

k1 ko ks

r | (2,5) | (1,3) | (2,2)
ro | (4,1) | (3,2) | (0,1)
rs | (1,4) | (0,3) | (1,4)

domineras rad 3 strikt av rad 1. Elimination av rad 3 leder till ett spel
dar kolonn 3 domineras strikt av kolonn 2. Elimination av kolonn 3 leder
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till ett spel dér rad 2 dominerar rad 1 strikt. Efter att ha eliminerat den
forsta raden aterstar ett delspel dir kolonn 2 dominerar kolonn 1 strikt.
Efter itererad elimination av strikt dominerade handlingar aterstar saledes
endast det triviala delspelet
ko
T2 (37 2)
Harav kan vi dra slutsatsen att det ursprungliga spelet har en unik Nashjam-
vikt, ndmligen den rena Nashjamvikten (r2, k2). O

Svag dominans

Definition 5.4.4 Lat (N, (4;), (u;)) vara ett &ndligt strategiskt spel. Hand-
lingen a; € A; séges vara svagt dominerad om spelare ¢ har nagon blandad
strategi p; som ger honom minst lika stor férvintad nytta som den rena
strategin a;, oavsett vilka handlingsalternativ de andra spelarna viljer, och
storre forvintad nytta i atminstone nagot fall, dvs. om

ui(T—i,a;) < Ui(T—i, pi)

for alla z_; € A_; med strikt olikhet fér atminstone nagot z_;.

EXEMPEL 5.4.7 1 spelet

|4 H
T |(1,2) | (0,3)
M | (2,1) | (0,1)
B | (2,4) | (1,2)

domineras handlingen T' svagt av M och handlingen M svagt av B, medan
T domineras strikt av B. O

Elimination av svagt dominerade handlingar ger inte lika tillfredsstél-
lande resultat som elimination av strikt dominerade handlingar. Exempelvis
kan det hdnda att Nashjamvikter forsvinner. Déremot ar varje Nashjamvikt
i ett delspel som aterstar efter elimination av svagt dominerade handlingar
en Nashjamvikt ocksa i det ursprungliga spelet.

EXEMPEL 5.4.8 I spelet

|4 H
T | (1,1) | (0,0)
B | (0,0) | (0,0)

ar (B, H) en Nashjamvikt trots att radspelarens handling B dr svagt domi-
nerad av handlingen T och kolonnspelarens handling H &r svagt dominerad
av handlingen V. O
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Vilka handlingar som 6verlever upprepad elimination av svagt dominera-
de handlingar kan ocksa vara beroende av i vilken ordning eliminationerna
genomfors. Betrakta foljande exempel.

EXEMPEL 5.4.9 I spelet med utbetalningstabellen

|4 H
T | (1,1) | (0,0)
M| (1,1) | (2,1)
B | (0,0) | (2,1)

kan vi genom elimination av svagt dominerade handlingar forst eliminera T'
och sedan V, vilket lamnar oss kvar med alternativen (M, H) och (B, H)
med en siker utdelning pa (2,1). Om vi eliminerar B forst och sedan H, sa
aterstar (7, V) och (M, V) med en séker utdelning pa (1,1). O

Ovningar

5.6 Los spelet Fangarnas dilemma genom itererad elimination av strikt dominerade
handlingar.

5.7 Bestdm delméngden som 6verlever itererad elimination av strikt dominerade

handlingar for spelet
k1 ko ks k4

ol (3.1 | (L4 ] 3,2 | (2,2
re | (4,00 | (2,3) | 3,1 | (3,2
r3 | (3,2) | (1,0) | (2,2) | (2,2)
re | (41 | (1LY ]| 2,2 ] 2,2

Bestdm ocksa samtliga blandade Nashjamvikter.

5.8 Betrakta spelet Gissa 2/3 av medelviirdet i 6vning 2.5.
a) Finns det nagon strikt dominerad handling i spelet?
b) Vilka utfall 6verlever upprepad elimination av svagt dominerade handlingar?

5.5 Maxminstrategier

Definition 5.5.1 Med en spelares blandade sikerhetsniva i ett andligt stra-
tegiskt spel G menas spelarens séikerhetsniva i spelets blandade utvidgning
G. En blandad strategi i spelet G kallas en blandad maxminstrategi om den
dr en maxminhandling i utvidgningen G.

En blandad maxminstrategi p; for spelare ¢ &r med andra ord en blandad
strategi (dvs. ett lotteri 6ver A;) som maximerar funktionen

fi(pi) = rg;in Ui (q—i> Pi)5

dir minimum ska tas 6ver alla strategivektorer ¢_; for de 6vriga spelarna.
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Problemet att berikna en spelares blandade sidkerhetsniva och blandade
maxminstrategier dr ett rent optimeringsproblem, och vi kan férenkla det
genom att notera att

filpi) = L uin Ui(a—i, pi) = L uin > uilas, ai)pi(as).

Enligt olikheten (1) i avsnitt 5.1 &r ndmligen

U;(q—i, pi) > a_%ig_i i (a—i, pi)
for alla strategivektorer g_;, vilket visar att minimum av 4;(q—;,p;) antas
da q_; ar en vektor av rena strategier.

Vi ldmnar som 6vning att verifiera att funktionerna f; ar konkava, dvs.
att fi(ap; + Bai) > afi(pi) + Bfi(q;) for alla positiva tal «, f med summa 1
och alla blandade strategier p;, g;. Problemet att bestdmma maxminstrate-
gierna, dvs. att maximera funktionen f; 6ver den konvexa méangden L£(4;),
dr darfor ett s. k. konvext optimeringsproblem. Det &r till och med béttre
dn sa eftersom problemet enkelt kan omformuleras till ett linjdrt program-
meringsproblem.

Det minsta talet av ett antal tal ¢, %o, ..., %, &r ndmligen lika med det
storsta tal v som uppfyller olikheterna v < t1, v < tg, ..., v < t,,. Funk-
tionsvérdet f;(p;) dr darfor lika med det storsta av alla tal v som uppfyller
samtliga olikheter

v < Z ui(a—i, a;)pi(a;)
a;€A;
som fas genom att lata a_; genomlopa méngden A_;. Den blandade séker-
hetsnivan ¢;, dvs. maximivéardet av f;(p;), och maxminstrategierna fas darfor
genom att l6sa optimeringsproblemet

(9) Maximera v da
v < Z ui(a—;,a;)pi(a;) forallaa_; € A_;
aiGAi

pi € L(A;)

Om A; bestar av m alternativ ey, eq, ..., e, och vi infor variablerna x1,
T, ..., Ty genom att sétta xp = p;(ex), sa dr problemet ovan ett problem i
de m + 1 variablerna x1,x2, ..., z,; och v med linjédra olikheter och likheter
som bivillkor, eftersom det sista villkoret p; € L(A;) &r ekvivalent med att
xp > 0for k =1,2, ..., moch z1 + 22+ -+ + z, = 1. Problemet (9)
ar darfor ett typiskt linjarprogrammeringsproblem, och for sadana problem
finns det effektiva 16sningsalgoritmer, t. ex. simplexalgoritmen.

EXEMPEL 5.5.1 Vi ska berdkna spelarnas blandade maxminstrategier for
spelet i exempel 5.2.1:
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|4 H
T |(3,3) ] (0,2)
B | (2,1) | (5,5)

Lat p; vara en blandad strategi for radspelaren, och séitt 1 = p1(T) och
x9 = p1(B). Lotterimédngden L£(A;) kan da identifieras med strickan

X = {(.Tl,.ﬁUQ) € R2 ’ ZL’l—i—.ZUQ - 17 T1,T2 2 O}

mellan punkterna (0, 1) och (1,0), och spelarens maxminproblem gar ut pa
att maximera funktionen

fi(x1,22) = min ui(ai,az) p1(ay)

= min(uy (T, V)p1(T) 4 u1 (B, V)p1(B), ur (T, H)p1(T) + w1 (B, H)p1(B))
= min(3z1 + 2x9, 021 + 5x2)

da (z1,x2) € X. Det ekvivalenta linjirprogrammeringsproblemet har formen

Maximera v da
3r1 4+ 210> v
0$1 + 5$2 > v

T1+ax9=1
x1,22 20

men i det hér fallet &r det forstas enklast att eliminera variabeln z; (=
1 — x2) ur funktionen f; och sedan 16sa problemet grafiskt. Av figur 5.2
framgar att f1(1 — x2,x2) = min(3 — z9, 5z2) antar sitt storsta virde % for
Ty = % Den blandade strategin (%, %) ar med andra ord spelare 1:s blandade
maxminstrategi, och hans blandade sidkerhetsniva &r lika med g

w = dxa

(I

w=3— T2

1 T2

[ T S

Figur 5.2. Grafisk 16sning till maximeringsproblemet i exempel 5.5.1.
Pa motsvarande sétt ska kolonnspelaren maximera funktionen

f2(y1,y2) = min(3y1 + 2y2, y1 + 5y2) = min(3 — y2, 1 + 4y2)
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da y1 +y2 = 1 och y1,y2 > 0. Maximum fas for yo = %, sa spelarens
blandade maxminstrategi bestar av att vélja V' med sannolikhet % och H
13

med sannolikhet % Hans blandade sdkerhetsniva ar Z. O

I exemplet ovan sammanfaller spelarnas blandade sidkerhetsnivaer % och
% med deras forvintade nyttor i den blandade Nashjamvikten. En spela-
res forvintade nytta i en Nashjamvikt kan aldrig vara ldgre &n spelarens
siakerhetsniva. Vi har ndmligen foéljande allminna resultat som &r en direkt
konsekvens av sats 2.4.1 tillimpad pa ett spels blandade utvidgning.

Sats 5.5.1 [ en blandad Nashjimuvikt dr varje spelares forvintade nytta
storre dn eller lika med spelarens blandade sdkerhetsniva.
Ovning

5.9 Bestdm spelarnas blandade sikerhetsnivaer och maxminstrategier for spelet i
ovning 5.3.



Kapitel 6

Tvapersoners nollsummespel

I avsnitt 2.5 studerade vi strikt konkurrensinriktade tvapersonersspel. En
speciell klass av sadana spel ar tvapersoners nollsummespel, som karakte-
riseras av att spelarnas preferenser ges av kardinala nyttofunktioner vars
summa &r identiskt lika med noll. T det héar kapitlet ska vi studera den blan-
dade utvidgningen av #ndliga nollsummespel och framforallt karakterisera
deras blandade Nashjamvikter.

6.1 Optimala strategier och spelets virde

Ett dndligt tvapersoners nollsummespel dr fullstéindigt definierat av spelets
utbetalningsmatris A = [a;;], som i resten av det hér kapitlet antas vara
en matris med m rader och n kolonner, om inte annat sigs explicit. Spela-
re 1, radspelaren, véljer en rad ¢ i matrisen, och spelare 2, kolonnspelaren,
véljer samtidigt, och ovetandes om radspelarens val, en kolonn j i matrisen.
Dérefter sker utbetalningen a;; fran kolonnspelaren till radspelaren, vilket i
fallet a;; < 0 forstas betyder att kolonnspelaren far —a;; av radspelaren.

Spelets eventuella rena Nashjamvikter karakteriseras av sadelpunktso-
likheten (2) i avsnitt 2.5. Paret (7, ) &r en Nashjamvikt om och endast om
matriselementet a;; &r storst i sin kolonn och minst i sin rad. Att en matris
har en sadelpunkt hor emellertid till undantagen, och detta dr en anledning
att studera blandade utvidgningar av nollsummespel.

I det har kapitlet later vi X beteckna radspelarens lotteriméngd och Y
kolonnspelarens. Ett element x i X &r en sannolikhetsférdelning pa méangden
av rader i utbetalningsmatrisen, dvs. z = (z1, z9, ..., %y, ), dir alla kompo-
nenterna x; #r icke-negativa reella tal och > ", x; = 1. Talet a; star for
radspelarens sannolikhet att vélja rad i. Elementet y € Y har pa motsva-
rande séitt formen y = (1,92, ..., yn) med y; > 0 for alla j och 370, y; = 1.

Méngderna X och Y &r de bada spelarnas handlingsméngder i den blan-
dade utvidningen av det dndliga nollsummespelet. Radspelarens forvintade
utbetalning &r hans nyttofunktion i utvidgningen; den férvintade utbetal-

95
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ningen U &r definierad pa produktméngden X x Y och ges av formeln

U(z,y) = Z Z i Tiyj.

i=1 j=1

Kolonnspelarens férvintade utbetalning ar forstas lika med —U, sa den blan-
dade utvidgningen &r ocksa ett nollsummespel.

Vi kan nu tillimpa Nashs existenssats (sats 5.2.1) och karakteriseringen
av Nashjamvikter i strikt konkurrensinriktade spel (sats 2.5.2 och sats 2.5.3)
och far da omedelbart foljande resultat.

Sats 6.1.1 (Maxminsatsen)

(i) Varje dndligt nollsummespel G har en blandad Nashjimuvikt.

(i) En blandad strategivektor (z*,y*) i nollsummespelet G dr en blandad
Nashjimuvikt om och endast om x* dr en blandad maxminstrategi for
radspelaren och y* dr en blandad maxminstrategi for kolonnspelaren.

(iii) Radspelarens forvintade nytta i en blandad Nashjimoikt dr lika med
hans blandade sdkerhetsniva. Kolonnspelarens blandade sikerhetsniva
dr lika med radspelarens blandade sikerhetsniva med ombytt tecken.

Definition 6.1.1 Med ett &ndligt nollsummespels vdrde menas radspelarens
blandade sékerhetsniva. Spelet kallas rdttvist om dess vérde ér lika med noll.

Enligt sats 6.1.1 &r spelets virde lika med radspelarens férvintade nytta
i en godtycklig blandad Nashjamvikt.

Maxminsatsen visar att Nashjamvikten &r ett stabilt och tillfredsstél-
lande 16sningsbegrepp for nollsummespel. Radspelaren kan bestdmma sin
komponent z* i en Nashjimvikt utan att snegla pa kolonnspelaren, ty x*
Ar en maxminstrategi, och genom att vélja denna har han en garanterad
forvantad utbetalning som &r minst lika stor som spelets viirde. Motsva-
rande géller for kolonnspelaren, som kan forsdkra sig om att i genomsnitt
inte forlora mer &n spelets virde till radspelaren. Av den anledningen kal-
lar vi ocksa strategierna som ingar i en blandad Nashjamvikt for spelarnas
optimala strategier.

Observera dock att maxminsatsen handlar om véntevarden; i enskilda
spel kan utbetalningarna till radspelaren naturligtvis vara mindre &dn spelets
vérde.

Likgiltighetsprincipen géller naturligtvis speciellt ocksé for nollsumme-
spel och far da foljande form.

Sats 6.1.2 (Likgiltighetsprincipen) I ett dndligt nollsummespel med utbetal-
ningsmatris A = [a;;] dr de blandade strategierna x* och y* optimala (dvs.
(z*,y*) dr en blandad Nashjimuvikt) och dr v* spelets virde, om och endast
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om féljande fyra implikationer gdller:

x>0 = Zaijy}‘:v*
J

;=0 = Zaijy;gv*
J

y; >0 = Zaij:c;k:v*

1

y; =0 = Zaijxf > v*.
i

EXEMPEL 6.1.1 Spelet Krona eller klave med utbetalningstabellen
Kr Kl

Kr| (1,-1) | (-1,1)

Kl | (-1,1) | (1,-1)

ar ett tvapersoners nollsummespel med utbetalningsmatris

RINI

Matrisen saknar sadelpunkt, sa det finns inga rena Nashjamvikter. En blan-
dad Nashjamvikt (z*,y*) med x7,25 > 0 maste pa grund av likgiltighets-
principen satisfiera ekvationen yj —y5 = —yj +y5 = v*, och tillsammans med
villkoret yi + y5 = 1 ger detta att yj = y5 = % och v* = 0. Av samma skél
dr 2} = 23 = 1 om (2*,y*) &r en blandad Nashjamvikt med yj,y3 > 0. Slut-
satsen blir att spelet har en unik blandad Nashjamvikt ((%, %), (%, %)), som
innebér att bada spelarna ska vélja krona och klave med samma sannolikhet
%, samt att spelet ar réattvist. ]

Som tillampning pa likgiltighetsprincipen ska vi ge en allmén formel for
Nashjamvikten i ett tvapersoners nollsummespel nér utbetalningsmatrisen

ar en 2 X 2-matris.

Sats 6.1.3 Betrakta ett tvapersoners nollsummespel, dir bada spelarna har
tvd handlingsalternativ, och antag att utbetalningsmatrisen

A [an a12]

az1 a2

saknar sadelpunkter. Da har spelet en unik blandad Nashjimuikt (z*,y*),
som ges av att

= a2 — a1 ot = a11 — a2
1 S(A) ) 2 S(A) ’
* az2 — ai2 * a11 — azx

?/1:Wa yzzwa
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dar
s(A) = a1 — a12 — ag1 + ag.

Spelets virde dr

o — det A a11a922 — 12021

s(4) s(4)

Bevis. Vi visar forst att s(A) # 0 och betraktar for den skull tre fall.

Fall 1: a11 = a12. Vi ska visa att detta strider mot antagandet att ma-
trisen saknar sadelpunkt. Antag darfor att asy > age. Om ai; > ag sa ar
(1,1) och (1,2) sadelpunkter, om ag; > a11 > age sa ér (1,2) en sadelpunkt,
och om slutligen ag; > agy > aj; sa ér (2,2) en sadelpunkt. Detta dr en
motségelse till antagandet att matrisen saknar sadelpunkt.

Helt analogt inses att antagandet ao; < ago leder till en motségelse.
Fall 1 &r dérfor omojligt.

Fall 2: a1 > aiz. I detta fall foljer i tur och ordning att ase > aio
(eftersom (1,2) inte &r sadelpunkt), ass > a2 (eftersom (2,2) inte dr sadel-
punkt), och a1 > ag; (eftersom (2, 1) inte &r en sadelpunkt).

Fall 3: a;1 < aje. Nu foljer istéllet i tur och ordning att as; > aii,
ag1 > agy och ajg > asg.

I fall 2 &r kvantiteten s(A) (= (a11 — a12) + (a22 — ag1)) positiv, och i
fall 3 &r den negativ. I bada fallen &r vidare talen x7, 23, yi och y3 positiva,
och summorna xj + x5 och y] + y5 ar bada lika med 1.

Att (z*,y*) #r en blandad Nashjamvikt foljer omedelbart av likgiltig-
hetsprincipen, ty genom inséttning verifierar man latt att

* * * * * * * * *
a11Y] + a12Ys = a21Y1 + A22Ys = G11X1 + A21T9 = Q12T + Q22T = V.
Exempelvis ar

a11(a22 - a12) + a12(a11 - a21) 411022 — (12021
a * a * — *
11Y1 + a12ys = S( !) S(]) =

Det aterstar nu endast att visa att Nashjamvikten dr unik. Antag darfor
att (Z,9) &r en annan blandad Nashjamvikt. Da #r ocksa paret (z*,7) en
Nashjamvikt med samma vérde v*, och det foljer darfor av likgiltighetsprin-
cipen att a1191 +a1292 = v*. Naturligtvis dr ocksa g1 +92 = 1, sa § = (91, U2)
ar en 16sning till det linjédra ekvationssystemet

*

{a11y1 +aiy2 = v
n+  y=1

Detta ekvationssystem har emellertid entydig 16sning, ty dess determinant
a11 — a1 ar skild fran noll beroende pa att fall 1 ovan inte kan intriffa. Ef-
tersom Nashlosningen y* ocksa loser systemet, foljer det att § = y*. Analogt
visar man forstas att & = z*. O
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EXEMPEL 6.1.2 Betrakta nollsummespelet med utbetalningsmatrisen

2 -3
A= :
Eftersom matrisen inte har nagra sadelpunkter far vi spelarnas optimala

strategier £* och y* med hjilp av formlerna i sats 6.1.3. I det har exemplet
ar s(A) =2—(=3) —(—=1)+0=06 och

* 0_(_1) 1 * 2_(_3) )
B T A N
L, 0—(=3) 1 , 2—(-1) 1
Spelets virde &r
e 20-(=3) () _ 1
6 2 O

Ovningar

6.1 I foljande variant av spelet Udda eller Jimnt véljer bada spelarna oberoende
av varandra ett av talen 1 eller 2. Om summan av de bada valda talen &r udda,
vinner radspelaren produkten av de bada talen av motspelaren. Om summan
ar jimn, forlorar han istéllet produkten av de bada talen till motspelaren. Satt
upp spelets utbetalningsmatris och 16s spelet, dvs. bestdm spelarnas optimala
strategier samt spelets vérde.

6.2 Los med hjilp av likgiltighetsprincipen spelen med foljande utbetalningsmatri-

ser.
1 -1 -1
a) E ﬂ by |0 2 1
o o0 3

6.3 Avgér om T = (é, 0, %8, %) och 7 = (0,0, %, %) ar optimala strategier i spelet

med utbetalningsmatrisen

0o 3 -3 2
-2 =3 2 -1
-5 0 -3 2
3 0 1 0
Vad &r spelets varde?

6.4 Los spelen med utbetalningsmatriserna

45 2
44 b) [Z _f] o (3 4 4.
2 3 1 6 3

[Ledning: Eliminera forst strikt dominerade handlingar i c).]
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6.2 Tvapersoners nollsummespel och linjir pro-
grammering

For att bestdmma sina blandade maxminstrategier i tvapersonersspelet med
utbetalningsmatrisen A = [a;;] ska radspelarne l6sa optimeringsproblemet

in U
max min (z,9),

dar
m n
Ulz,y) = Z Z QAijTiY;-
i=1 j=1
Detta kan formuleras om som ett linjarprogrammeringsproblem om vi note-
rar att den forvintade utbetalningen

Uz,y) => y;(D_ aijai)
j=1 i=1

for fixt @ € X #r ett vigt medelvirde av de n stycken talen > ", a;;x;,
(7 =1,2,...,n) med vikterna y;. Ett vigt medelvirde ligger alltid mellan
det minsta och det storsta av de tal man bildar medelvirdet av, och me-
delvirdet &r lika med det minsta av talen om det minsta talet ges vikt 1 och
alla andra tal far vikt 0. Foljaktligen &r

m
min U(z,y) = min a;ix; | j=1,2,...,n}.
iy U(o,) = min {30y | )
Men det minsta av ett antal tal dr lika med det storsta talet s som dr mindre
an eller lika med de givna talen. Darfor ar for fixt x talet mingey U(x,y)
lika med det storsta reella talet s som uppfyller olikheterna

m
E aijxi Z S
=1

for alla kolonnindex j.

Radspelarens maxminproblem &r dérfor ekvivalent med optimeringspro-
blemet att finna det storsta reella talet s som for nagot x € X uppfyller
ovanstaende olikheter. Detta innebér att radspelaren maxminstrategier fas
som losningar x till det linjéira maximeringsproblemet

(P) Maximera s da
a1121 + a91x2 + ... + am1Tm
a12T1 + G222 + ... + @m2Tm

AVAIAYS

A1nx1 + 2pn®2 + ... + AmnTm
T+ To+...+ Tm
xl’ x27 AR 7xm

AV | B AVARERR
—



6.2 Tvapersoners nollsummespel och linjir programmering 101

Kolonnspelarens maxminproblem &r analogt, men att maximera den mi-
nimala forvéntade utdelningen —U (x, y) dr ekvivalent med problemet att mi-
nimera maximum av U(zx,y). Kolonnspelarens maxminstrategier fas darfor
som losningar till optimeringsproblemet

i U(z,y).
min max U(z, y)

Med ett resonemang som é&r helt analogt med resonemanget ovan finner man
att detta problem &r ekvivalent med det linjdra minimeringsproblemet

(P) Minimera ¢t da
aniyr + apy2+... + aipyn <t
a21y1 + azey2+ ... + aspyn < t
Am1Y1 + amaY2 + ... +ampyn < €
i+ y2t+...+ yn = 1
Yis Y25+ Yn =

Sammanfattningsvis har vi alltsa visat foéljande sats.

Sats 6.2.1 En blandad strategivektor (x*,y*) i ett dndligt tvapersoners noll-
summespel med utbetalningsmatris A = [a;;] dr en Nashjaimvikt om och en-
dast om x* och y* dr optimala l6sningar till linjdrprogrammeringsproblemen
(P) respektive (P'). Spelets virde dr lika med mazimivirdet till (P) och mi-
nimivéirdet till (P’).

De béada problemen (P) och (P’) &r exempel pa sa kallade duala linjira
programmeringsproblem. Enligt en viktig sats i linjar programmering, duali-
tetssatsen, har duala problem (med tillatna punkter) alltid samma optimala
vdrden. Detta betyder i foreliggande fall att maxvérdet i problemet (P) &r li-
ka med minvéirdet i problemet (P’). Eftersom det optimala maxvérdet ér lika
med radspelarens sikerhetsniva och det optimala minvirdet dr kolonnspe-
larens sékerhetsniva med ombytt tecken, ger dualitetssatsen ett alternativt
bevis for pastaende (iii) i maxminsatsen (sats 6.1.1), och dérmed ocksa, pa
grund av sats 2.5.1, for existensen av en blandad Nashjamvikt i tvapersoners
nollsummespel.

Likgiltighetsprincipen foljer for 6vrigt ocksa av ett korollarium till dua-
litetssatsen (den s. k. komplementaritetssatsen).

I de fall da spelets vérde &r positivt kan vi skriva om maximeringsproble-
met (P) pa en enklare form. Eftersom vi da bara behover betrakta positiva
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s-varden kan vi efter division med s skriva bivillkoren péa formen

anzr1/s+ anxa/s+ ... + amirm/s > 1
a12x1/8 + axx2/s+ ... + amatm/s > 1

a1nT1/8 + aonra/s+ ... + appxm/s > 1
xi/s+ wxe/s+...+  xm/s=1/s
§>0, 1, T2,...,2m = 0.

Att maximera s &r emellertid ekvivalent med att minimera 1/s. Om vi infor
variablerna z; = x;/s och utnyttjar oss av likheten for 1/s i bivillkoren, kan
vi dérfor erséitta maximeringsproblemet (P) med minimeringsproblemet

Minimera 21 + 29 + -+ + 2, da

a1121 + a2122 + ... + am1zm > 1
a1221 + a2222 + ... + amazm > 1
a1p21 + a2p22 + ... + Amp2Zm > 1

21y 2240y 2Zm > 0.

Om detta problems minimivéirde &r ¢ och antas i punkten z*, sa ar spelets
véirde v* lika med 1/¢, och v*z* &r en optimal strategi for radspelaren.

Antagandet att spelets virde ska vara positivt for att ovanstaende om-
skrivningar ska vara mdgjliga dr ingen allvarlig inskrdnkning. Vi kan alltid
astadkomma detta genom att addera en tillrackligt stor positiv konstant K
till alla matriselementen i spelmatrisen A sa att samtliga dessa blir icke-
negativa. Detta okar spelets virde med samma konstant K men paverkar
inte spelarnas optimala strategier.

EXEMPEL 6.2.1 Betrakta spelet i exempel 6.1.2 med utbetalningsmatrisen
2 -3
I

For att fa ett spel med positivt virde adderar vi 3 till samtliga matriselement
och far da ett nytt spel med matrisen

23]

Vi bestdammer radspelarens maxminstrategier genom att forst 16sa optime-
ringsproblemet
Minimera zj + 29 da

521+ 229 > 1
32’2 Z 1
21, 22 2
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Figur 6.1. Grafisk 16sning av exempel 6.2.1.

grafiskt. Av figur 6.1 framgar att minimum antas i skidrningspunkten z* =

(1—15, %) till linjerna 5z1 4+ 2z = 1 och 329 = 1 och &r lika med % Detta

innebér att det modifierade spelets virde dr lika med % och att radspelarens

optimala strategi i savél det modifierade spelet som det ursprungliga &r
* __ D % (1 5 1

z* = 32% = (5, 6)' Det ursprungliga spelets vérde &r % —-3=-—3.

Kolonnspelarens optimala strategi (y;,vs3) finner man nu enklast med
hjalp av likgiltighetsprincipen; enligt den &r

2y7 —3ys =~

NI N[

vilket ger oss y] = y5 = % O

Ovning

6.5 Kalle och Rulle har tre spelkort vardera. Bada har ruter ess och spader ess.
Kalle har dessutom ruter 2 och Rulle har spader 2. Spelarna spelar samtidigt
var sitt kort. Kalle vinner om bada dessa kort har samma firg och forlorar i
motsatt fall. Vinnaren erhaller i betalning vérdet av sitt vinnande kort fran
forloraren, varvid ess riknas som 1. Skriv upp utbetalningsmatrisen for detta
tvapersonersspel, och formulera kolonnspelare Kalles problem att optimera den
forvantade vinsten som ett LP-problem.






Kapitel 7

Rationaliserbarhet

7.1 Overtygelser

Betrakta ett strategiskt spel (N, (4;), (u;)) och antag att spelare i vet vilken
handlingsvektor a_; som de évriga spelarna kommer att vélja. Spelarens
problem #r da ett rent beslutsproblem, och om han &r rationell ska han
forstas vélja en handling som maximerar funktionen z; — w;(a—;, x;).

Antag att spelaren istéllet tror sig veta att de dvriga spelarna véljer sina
handlingar i méngden A_; slumpmassigt enligt nagon sannolikhetsférdelning
p. Sannolikheten att de 6vriga spelarna véljer handlingsvektorn a_; dr med
andra ord p(a—;), och spelare i:s forvintade nytta om han sjilv viljer alter-
nativet x; € A; ar

Ui(zsp) = Y wiai,zi)p(ay).

a_;€A_;

Givet att spelare ¢ vill maximera sin férvdntade nytta #r hans problem
fortfarande ett renodlat beslutsproblem; nu ska han maximera funktionen
x; = Us(xi; ).

Eftersom en spelare inte kan vara forvissad om att de Ovriga spelar-
na spelar enligt en viss sannolikhetsférdelning, anvéinder vi oss av foljande
terminologi.

Definition 7.1.1 Med en dvertygelse hos spelare ¢ menas en sannolikhets-
fordelning pa méngden A_;. En handling a; € A; siges vara understédd av
dvertygelsen p om den maximerar funktionen x; — U;(x;; ).

Observera att vi inte utesluter 6vertygelser som innebér att motspelarna
samverkar och samordnar sina aktioner. En spelares overtygelse behover
med andra ord inte vara en produkt av oberoende sannolikhetsfordelningar
pa motspelarnas handlingsméngder.

EXEMPEL 7.1.1 Lat oss bestdmma nagra dvertygelser som understéder oli-
ka handlingar i tvapersonersspelet med utbetalningsmatrisen

105
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14 M H
P (4,12) | (6,4) | (2,
Q| (83) | (2,6) | (4,
R | (6,5) | (5,9) | (3,8)

Radspelarens 6vertygelse das, dvs. overtygelsen att kolonnspelaren véljer
sina handlingsalternativ med sannolikheterna 0, 1 resp. 0, understéder upp-
enbarligen handlingen P, medan 6vertygelsen ¢y istéllet understéder hand-
lingen Q. Overtygelsen p = 0.16y + 0.483; + 0.5 understoder handlingen
R, vilket foljer av berékningen

Ur(P;p)=01-4404-6+0.5-2 =38,
Ur(Q:p) =0.1-8+0.4-2+0.5-4 = 3.6,
Up(Ryp) =0.1-6+04-540.5-3=4.1,
som visar att Up(R; p) &r storst.
Spelare 2 har inte nagon overtygelse v = a1dp + adg + azdr som un-

derstoder handlingen H, ty eftersom a1 + ag + a3 = 1 far vi genom att
eliminera aq:

UQ(V; 1/) = 1201 + 39 4+ Hag = 12 — 9as — Tag,
Us(M;v) = 4ag + 6 + 9as = 4 4 2ao + Has,
Us(H;v) = bag + bag + 8as = 5 + 3as.

Man finner nu litt att for s + ag > § &r Uy(M;v) > Us(H;v) och att

for ag + ag < % ar Us(V;v) > Us(H;v). Det finns med andra ord ingen

overtygelse som gor Us(H;v) storst. O

Nésta sats visar att handlingar som inte stods av nagon overtygelse inte
kan inga i en spelares Nashjamviktsstrategi med positiv sannolikhet.

Sats 7.1.1 Lat p* vara en blandad Nashjimuvikt i spelet (N, (A;), (u;)). Var-
je spelare i har en dvertygelse som stoder alla handlingar a; € A; med
pi(a;) > 0.

Bevis. Lat u vara det produktlotteri pa A_; som bildas genom att multipli-
cera lotterierna py,...,p;_1,Pj;1,---,py 1 strategivektorn p* ;. For z; € A;
ar da
Ui(wsp) = Y wiai,z)pla) = w(p*y, z).
a_;EA_;
Om nu a; € A; ar en handling med p}(a;) > 0, sa &r a;(p* ;, a;) = 4;(p*) pa
grund av likgiltighetsprincipen och foljaktligen

*

Ui(ai; p) = i (p* 4, a;) = @i (p*) = i (p™ 4, 24) = Us(s5 )

for alla x; € A;. Handlingen a; stods darfor av 6vertygelsen p. O
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Vad blir utfallet i ett spel med ”férnuftiga” deltagare? Om en spelares
handling inte understdds av nagon Gvertygelse, bor spelaren rimligtvis inte
vilja handlingen ifraga. Ett naturligt fornuftskrav ar att varje spelare gor
sina val bland de handlingsalternativ som har stod i nagon Gvertygele.

Darfor dr det naturligt att borja med att karakterisera méangden av hand-
lingar som saknar stod i 6vertygelser.

Sats 7.1.2 En spelares handling i ett strategiskt spel G = (N, (A;), (u;))
saknar dvertygelse som stéder den, om och endast om handlingen dr strikt
dominerad.

Bewvis. Genom omnumrering kan vi utan inskrankning anta att spelaren som
vi ska visa satsens pastaendet for &dr spelare 1.

Sa lat a; vara en handling for spelare 1; vi ska visa att spelaren saknar
overtygelse som stdoder a; om och endast om handlingen &r strikt dominerad.
Definiera for den skull ett tvapersoners nollsummespel

= ({1,2},(By), (v;))

med B; = A; \ {a1} som handlingsméngd for spelare 1, By = A_; som
handlingsméngd for spelare 2, och foljande funktion v som spelare 1:s nyt-
tofunktion

v(b1,b2) = u1(b1,b2) —uq(as, ba).

(Funktionen v &r véldefinierad eftersom (by, b3) och (a1, be) dr handlingsvek-
torer i spelet G.) Spelare 2:s nyttofunktion &r forstas lika med —uv.

En blandad strategi for spelare 2 i spelet G’ &r per definition en sannolik-
hetsfordelning pa méngden A_q, dvs. en 6vertygelse p for spelare 1 1 spelet
G, och en blandad strategi fér spelare 1 i spelet G’ dr detsamma som en
blandad strategi p; for spelare 1 i spelet G med egenskapen att pj(a;) = 0.
Lat P beteckna méingden av alla blandade strategier for spelare 1, och lat
M beteckna méngden av alla blandade strategier for motspelaren 2 i spelet
G

Spelare 1:s forvintade nytta av sin blandade strategi p; da spelare 2
véljer den blandade strategin p ar

o(p1, Z Z (b1, b2)p1(b1)p(b2).

bi1€B1 boeBs

For en ren strategi p; = 0,4, for spelare 1 (dér alltsa a; dr en handling i
méngden Bj) och en godtycklig blandad strategi u € M for spelare 2 dr
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saledes speciellt

(1) D0 ) = Y v(ar, ba)p(be)

ba€ B2
= Y wilan,bo)pulba) = D wi(an, ba)u(be)
bo€EA_1 bocA_4

= Ui(ar; ) — Ur(an; p).

Att det inte finns nagon dvertygelse som stoder handlingsalternativet aq i
spelet G ar ekvivalent med att det for varje sannolikhetsfordelning 1 pa Ay
finns ett handlingsalternativ a; for spelare 1 sa att Uy(ai;p) > Ui(ar; p),
vilket i ljuset av ekvation (1) dr ekvivalent med att det foér varje blandad
strategi p € M 1ispelet G’ finns en ren strategi d,, € P sa att 9(dq,, 1) > 0.

Vintevirdet o(pi,p) &r for varje blandad strategi p; € P en konvex
kombination av véntevirdena 0(dq,, i), dir ap tillhor méngden B;. Déarfor
finns det, givet p € M, ett a; € By sa att 9(dq,, ) > 0 om och endast om
det finns ett p; € P sa att 0(py, u) > 0.

Vi har darfor visat att det inte finns nagon dvertygelse 1 som stoder aq
om och endast om

max ¥(pi,pu) >0 for alla p € M,
p1EP

vilket i sin tur ar ekvivalent med villkoret

min max v(py > 0.
min max (p1, 1)

Enligt maxminsatsen for nollsummespel (sats 6.1.1) ar emellertid

max min v(p1, ) = min max v(pi, i).
p1EP peM ( ’ ) neEM p1eP ( ’ )

Att det inte finns nagon 6vertygelse som stoder a ar darfor ekvivalent med
villkoret

max ggﬁv(m,u) >0,
dvs. med att det finns en blandad strategi p} for spelare 1 i spelet G’ sa att
0(py, u) > 0 for alla 6vertygelser p hos spelare 1 i spelet G.

Eftersom funktionen o(pj, ) ar linjér med avseende pa den andra varia-
beln och varje 6vertygelse i dr en konvex kombination av de sdkra lotterierna
dq_, pa méngden A_j, &r 9(p], u) > 0 for alla Gvertygelser 1 om och endast
om

Z U(aha—l)p#{(al) = 6(1)?76@_1) >0

a1€B1
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for alla handlingsvektorer a_1 i A_1, dvs. om och endast om

an(pf,a1) —wi(@r,a1) = Y (wi(ar,a-1) = wi(@r, a-1))pi(ar)
a1€B

= Y vlar,a_1)pi(ar) >0

a1€8;

for alla a_; € A_1, vilket betyder att handlingen a; &r strikt dominerad av
den blandade strategin pj.

Déarmed har vi visat att det saknas Gvertygelser som stoder handlingen
a1 om och endast om handlingen &r strikt dominerad. O

EXEMPEL 7.1.2 1 spelet i exempel 7.1.1 saknar kolonnspelaren 6vertygelser
som stoder handlingen H. Denna &r saledes strikt dominerad. Mycket riktigt,
kolonnspelarens blandade strategi ps = 0.20y + 0.8J)7, som innebédr att
han viljer alternativ V' med 20% sannolikhet och alternativ M med 80%
sannolikhet, dominerar H strikt eftersom

fa(P,ps) = 02124+ 0.8-4=05.6>5 = uy(P, H)
2(Q,p2) =02-3+0.8-6=54>5=uy(Q, H)
di(R,p2) =0.2-5+0.8 -9 =8.2> 8 = uy(R, H).

Daremot dr ingen av radspelarens handlingar strikt dominerad eftersom
samtliga har stod i 6vertygelser. O

Ovning

7.1 a) Visa for spelet i exempel 7.1.1 att ((%, 0, %), (%,
vikt.
b) Verifiera att radspelarens 6vertygelse %(SV + 26, stoder handlingarna P och

R, och att kolonnspelarens 6vertygelse %6 p + 50 stoder handlingarna V' och
M.

Wt

,0)) &r en blandad Nashj&m-

7.2 Rationaliserbarhet

Vi har argumenterat for att varje spelare bara bor vélja handlingar som har
stod 1 nagon 6vertygelse. Men alla 6vertygelser dr inte fornuftiga. Exempelvis
forefaller det inte fornuftigt for en spelare att tro att nagon annan spelare
ska vilja ett for honom strikt dominerat alternativ med positiv sannolikhet.
Den forstndmnda spelaren bor basera sina Overtygelser pa att alla ovriga
spelarna endast véljer alternativ som de i sin tur kan understédja med nagon
overtygelse. Varje annan spelare bor i sin tur agera pa liknande sétt och den
forstndmnda spelaren bor utga ifran att sa &r fallet.

EXEMPEL 7.2.1 Betrakta spelet G med utbetalningstabellen
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Vv M H
T |(2,2) | (1,1
B (1,2) | (4,1) | (3,5)

—~
N
—~

=~

Kolonnspelarens alternativ M domineras strikt av alternativet V', sa genom
elimination erhaller vi delspelet G! med utbetalningstabellen:

|4 H
T |(2,2) | (4,0)
B | (1,2) | (3,5)

I detta spel dr radspelarens alternativ B strikt dominerat; fornyad elimina-
tion leder till spelet G?:

Vv H
7|22 | 4,0 |

Nu &ar kolonnspelarens alternativ H strikt dominerat, sa en sista elimination
ger det triviala spelet G3:
v

T[22

med en enda handlingsvektor (7, V), som vi kénner igen som det ursprung-
liga spelets unika Nashjamvikt.

Lat oss nu se vilken argumentation som behdvs for att spelarna ska ledas
fram till detta alternativ

1. En rationell kolonnspelare viljer inte alternativet M eftersom det &r
strikt dominerat av alternativet V'; det finns enligt sats 7.1.2 ingen
overtygelse under vilken M &r béasta val.

2. Om radspelaren vet att kolonnspelaren &r rationell, s& inser han att
kolonnspelaren inte viljer handlingen M. Han kan dérfor eliminera
den ur diskussionen och befinner sig dirmed i spelet G'. Om han nu
ocksa sjdlv dr rationell, sa véljer han inte B eftersom den handlingen
ar strikt dominerad av T och déarfor inte har stod i nagon Overtygelse.

3. Om kolonnspelaren &r rationell, vet att radspelaren ar rationell och att
radspelaren vet att kolonnspelaren dr rationell, sa vet kolonnspelaren
att radspelaren viljer alternativ 7. Darfor aterstar endast spelet G?
och i det ar alternativet H strikt dominerat av V. Kolonnspelaren ska
saledes vilja handlingen V', och ddrmed blir slutresultatet att spelarna
valjer handlingsvektorn (7', V). O

Det kan vara virt att notera vilken form av kunskap som de bada spe-
larna maste besitta for att ovanstaende resonemang ska vara giltigt. Rad-
spelaren maste veta att kolonnspelaren dr rationell. Kolonnspelaren maste
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veta att radspelaren vet att kolonnspelaren &ar rationell, vilket &r en ”hogre
niva” av kunskap. Det récker inte for en spelare att veta att motspelaren &r
rationell, utan han maste ocksa vara siker pa att motspelaren vet att den
forstnimnde spelaren dr rationell. Det finns forstas &nnu hogre nivaer av
kunskap. Jag kanske vet att min motspelare &r rationell och att han vet att
jag ar det. Men han kanske inte vet att jag vet att han vet.

Vi ska nu precisera ovanstaende resonemang genom att infora begreppet
rationaliserbara handlingar. Lat oss i spelet G = (N, (A;), (u;)) provisoriskt
kalla spelare i:s 6vertygelse p fornuftig om p(a—;) = 0 f6r alla handlings-
vektorer a_; hos motstandarna som innehaller nagon handling a; som inte
stods av nagon fornuftig dvertygelse hos spelare k. Lat oss vidare kalla spe-
lare i:s handling a; rationaliserbar om handlingen stéds av nagon fornuftig
overtygelse hos spelaren.

Den rekursiva definitionen av begreppet fornuftig 6vertygelse kan forefal-
la problematisk och behover forstas specificeras. Det kan vi géra genom att
forst betrakta spelare 1 och lata B vara den delméngd av spelarens hand-
lingsmiingd A; vars handlingar har stod av nagon 6vertygelse. I delspelet G
med A_1 X By som utfallsméngd later vi By vara den delméngd av As vars
handlingar stéds av nagon Gvertygelse hos spelare 2, och G2 &r delspelet med
By X By x Ag x - -+ x A, som utfallsméngd. Efter n steg har vi ett delspel G™
med By X By X - -+ x B, som utfallsméngd, dar B, dr de handlingar som har
stod av nagon overtygelse hos spelare n i delspelet G"~1. Nu borjar vi om
med spelare 1 och later C vara den delméngd av By som bestar av spelare 1:s
handlingar som har stod av 6vertygelser i delspelet G™. Efter ett antal varv
kommer vi att stanna i ett delspel G’ med utfallsméingd Z; X Zy X - -+ X Zp,
dér det for varje spelare k giller att samtliga handlingar a;, € Zj har stod
av nagon overtygelse. Dessa 6vertygelser ar de fornuftiga dvertygelserna och
handlingarna i Zj, &r spelare k:s rationaliserbara handlingar.

Istallet for att ga omvégen over fornuftiga ovetygelser dr det emellertid
enklare att definiera begreppet rationaliserbar handling direkt pa foljande
satt.

Definition 7.2.1 Spelare i:s handling a; i spelet (N, (4;), (u;)) &r rationa-
liserbar om det for varje k € N finns en delméngd Z; av Aj; med foljande
tva egenskaper:

(i) a; € Z;.

(ii) For varje k € N och varje handling aj, € Zj, har spelare k en 6vertygelse

w som stoder ay och som dr noll utanfér méangden Z_, dvs. p(a_;) =0
for alla a_y, ¢ Z_.

Observera att om méngderna 21, Zs, ..., Z, uppfyller villkoren i defini-
tionen, sa #r alla handlingar i Zj, rationaliserbara for varje spelare k.

Finns det da alltid rationaliserbara handlingar? Det jakande svaret ges
av nasta sats.
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Sats 7.2.1 [ varje dndligt spel (N, (A;), (u;)) finns det en unik stérsta icke-
tom produktdelmdingd Z = Z1 X Zg X «++ X Zp av A = A1 X Ay X -+ X Ay,
med foljande egenskap:

For varje spelare i och varje handling a; € Z; finns det en dvertygelse p
som stoder a; och dr noll utanfor Z_;.

Beuvis. Vi visar forst att det finns en icke-tom produktméingd Z med den
angivna egenskapen och sedan att det finns en storsta sadan méngd.

Lat darfor p* vara en blandad Nashjamvikt i spelet, och definiera pro-
duktméngden Z genom att for varje spelare ¢ sétta

Z; = {ai S Az ]p:‘(az) > 0}

Det foljer omedelbart av beviset for sats 7.1.1 att varje handling i Z; stods
av det produktmatt p pa A_; som bildas av de blandade strategierna i p* ;,
och u &ar noll utanfor Z_;.

For att visa att det finns en unik storsta produktméngd Z med den an-
givna egenskapen betraktar vi alla produktméngder som uppfyller villkoret
i satsen; det finns forstas bara dndligt manga s& vi kan numrera dem som
ZY, 72, ..., Z™. Lat nu Z vara den produktmiingd som fis genom att sitta
Zi=2}uZ2U---UZ" for alla spelare i. Denna produktmiingd maste da
ocksa uppfylla villkoret i satsen, ty om a; ar en godtycklig handling i Z;, sa
ligger a; i méngden Zf for nagot k, och dérfor finns det en Gvertygelse u
som stéder a; och som ir noll utanfér Z* ;, och dérfor ocksa noll utanfor den
storre méngden Z_;. Méngden Z &r naturligtvis den unika stérsta mangden
med egenskapen i satsen eftersom den innehaller alla méngderna Z*F som
delméangder. O

EXEMPEL 7.2.2 1 spelet
V M H
P (4,12) | (6,4) | (2,

2
Q| (83) | (2,6) | (4
R | (7,5) | (1,9) | (3,8)

ar produktméngden av spelarnas rationaliserbara handlingar lika med méng-
den Z = {P,Q} x{V, M }. Radspelarens handling P har stod av évertygelsen
dpr och handlingen Q har stéd av overtygelsen dy, och bada dessa Over-
tygelser &r noll utanfor {V, M}. Pa motsvarande séitt har kolonnspelarens
handling V stod i 6vertygelsen é p och handlingen M har stod av 6vertygelsen
0. Det dr ocksa ldtt att dvertyga sig om att det inte finns nagon storre
produktméngd av rationaliserbara handlingar &n Z. O

Av beviset for sats 7.2.1 framgar att alla handlingar som ingar med posi-
tiv sannolikhet i en blandad Nashjamvikt &r rationaliserbara. Av sats 7.1.2



7.2 Rationaliserbarhet 113

foljer vidare att ingen strikt dominerad handling kan vara rationaliserbar.
Det precisa sambandet mellan rationaliserbarhet och strikt dominans ges av
foljande sats.

Sats 7.2.2 En handling i ett dndligt strategiskt spel dverlever itererad eli-
mination av strikt dominerade handlingar om och endast om handlingen dr
rationaliserbar.

Bewvis. Lat Z vara produktméngden av rationaliserbara handlingar i spelet
G = (N, (A;), (u;)), och antag att B &r en produktméngd av handlingar som
overlever itererad elimination av strikt dominerade handlingar. Lat vidare
G' = (N, (A}, (w;)), t = 0,1,...,T, beteckna kedjan av delspel som genom
itererad elimination av strikt dominerade handlingar leder fran GO = G till
delspelet GT = (N, (B;), (u;)) (jmf med definition 5.4.3). Vi ska visa att
Z; = B; for alla spelare i.

Vi boérjar med att induktivt visa att Z &r ett delméngd av produkt-
méngden A' = A% x .- x Al for t = 0,1,...,T. Startsteget ¢t = 0 &r klart
eftersom AY = A, sa antag darfor att inklusion en Z C A! giller for nagot
t<T.

Alla handlingar i Z; har per definition stod av nagon dvertygelse p som
ar noll utanfor méngden Z_;; pa grund av induktionsantagandet &r darfor
p noll utanfér den stérre méngden A’ . Detta innebér att alla handlingar
i Z; har stod av nagon overtygelse i spelet G, och det foljer darfor av sats
7.1.2 att ingen handling i Z; &r strikt dominerad betraktad som handling i
delspelet G*. Alla handlingar i Z; 6verlever alltsa den elimination av strikt
dominerade handlingar som leder fran G? till delspelet G+, vilket betyder
att Z; C AU och att foljaktligen Z dr en delmingd till A*+!,

Darmed &r induktionssteget klart, och for &ndpunkten ¢ = T far vi den
sokta inklusionen Z C AT = B.

Det aterstar att visa omvindningen B C Z, och for den skull riacker det
att visa att produktmingden B = AT uppfyller villkoret i sats 7.2.1, dvs.
att varje handling a; € AZT dr understédd av nagon Gvertygelse som &r noll
utanfor A:fz-, ty Z &r den storsta delproduktméngden med denna egenskap.

L&t a; vara en godtycklig handling i A7. Eftersom a; inte #r strikt do-
minerad av nagon strategi i spelet G7 har handlingen (enligt sats 7.1.2
tillimpad pa delspelet GT) stod i nagon Gvertygelse p for spelare ¢ som &r
noll utanfér méngden Afi, vilket i det hér fallet innebér att a; maximerar
spelarens forviintade nytta U;(z;; u) d& x; varierar 6ver méngden A7 . Proble-
met ar att vi behover visa att handlingen a; ocksa har stéd av 6vertygelsen
p nir vi betraktar a; som en handling i det ursprungliga spelet G = G©,
dvs. att a; maximerar den férvintade nyttan U;(x;; p) for alla z; € A;.

Antag att sa inte ar fallet; da finns det ett ¢ < T sa att a; maximerar den
forvantade nyttan U;(x;; ) for alla x; € Ag“ men inte for alla z; € AL Lat
b; vara en handling i A’ som ger maximum; handlingen b; &r med andra ord
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en handling i spelet G* som har stod av évertygelsen p. Eftersom U; (b;; p) >
Ui(ai; i), kan b; inte tillhora mingden AEH, utan b; € Al\ AEH. Detta
betyder att handlingen b; blir eliminerad vid 6vergangen fran spelet G? till
spelet G**1, och den dr dirfor strikt dominerad av nagon blandad strategi i
spelet Gt. Detta motsiiger sats 7.1.2 eftersom b; har stod i 6vertygelsen p i

samma spel.
Motsédgelsen visar att a; har stod av overtygelsen p dven betraktad som
handling i spelet G, och detta bevisar att B uppfyller villkoret i sats 7.2.1.
O

Korollarium 7.2.3 Produktmdngden av handlingar som overlever itererad
elimination av strikt dominerade handlingar dr entydigt bestdmd.

Bevis. Korollariet f6ljer omedelbart av foregaende sats eftersom spelarnas
rationaliserbara handlingar &r entydigt bestdmda av sats 7.2.1. O

EXEMPEL 7.2.3 Ispelet i exempel 7.2.2 domineras radspelarens handling R
strikt av handlingen @), och nir handlingen R eliminerats &r kolonnspelarens
handling H strikt dominerad av den blandade strategin 0.25dy + 0.75d;;.
Itererad elimination av strikt dominerade handlingar leder dérfor till del-
spelet

vV M
P | (4,12) | (6,4)
Q| (83) |(206)

vilket stimmer med att P och @) ar radspelarens rationaliserbara handlingar,
och V och M #r kolonnspelarens rationaliserbara handlingar. O



Kapitel 8

Extensiva spel med perfekt
information

I strategisk form beskrivs spelsituationer pa ett mycket kompakt sétt, men
det dr &nda mojligt att analysera manga intressanta fragestillningar. Forut-
séttningen att alla spelarna véljer sina aktionsplaner samtidigt och en gang
for alla gor emellertid att en del viktiga aspekter gar forlorade. I manga kon-
fliktsituationer och spel kan deltagarna 6verviga och modifiera sina hand-
lingsalternativ allteftersom laget utvecklas och inte bara i borjan av spelet.
Den extensiva formen &r ett sidtt att modellera sadana spel.

8.1 Speltrad

I schack flyttar de bada spelarna Vit och Svart omvéxlande sina pjéser
enligt bestdmda regler; detta kallas att gora drag. Vit borjar och har da 20
drag att vilja pa, sedan &dr det Svarts tur och Svart har ocksa 20 mdojliga
forstadrag. Dérefter dr det ater Vits tur och antalet mojliga drag beror nu
pa spelstillningen. Nér spelarna omvixlande gjort ett antal drag kan det
uppsta en stdllning dér spelaren i tur att dra inte har nagra tillatna drag
— antingen pa grund av att spelarens kung blivit schackad och det inte
finns nagot drag som spelaren kan gora for att undga schacken; i sa fall
ar kungen schackmattad och motspelaren har vunnit — eller pa grund av
att spelaren utan att vara schackad inte har nagot tillatet drag; i det fallet
ar spelarens kung pattsatt och spelet forklaras oavgjort eller remi. Spelet
ar ocksa remi om de kvarvarande pjéserna inte ricker for att goéra nagon
schackmatt, om samma stillning uppkommit tre ganger, eller om ingen pjés
slagits och ingen bonde flyttats under 50 drag for vardera spelare. Ett parti
kan ocksa avslutas i fortid genom att en av spelarna ger upp i en hopplos
stillning eller genom att spelarna enas om remi. Alla schackpartier slutar
dérfor efter dndligt manga drag.

Vi kan illustrera schack med hjélp av ett speltriad sasom i figur 8.1.

115
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Figur 8.1. Ett speltriad

Tradets rot symboliserar startpositionen i spelet, och grenarna fran roten
ar Vits mojliga forsta drag (tjugo stycken men i figuren har vi bara ritat ut
tre). Efter vart och ett av dessa uppkommer en stéllning, som i speltridet
representeras av en férgreningspunkt eller nod, dér det 4r Svarts tur att dra,
och Svart har nu ett antal mojliga drag som vart och ett symboliseras av en
gren (i figuren har vi ritat ett varierande antal trots att svart i verkligheten
har tjugo mojliga forstadrag), osv. Tridet i figuren visar férstas bara en liten
del av schacks ofantligt stora speltriad, som &dr sa stort och komplext att det
inte gar att rita i praktiken.

I schack svarar varje nod i speltrddet mot en schackstéllning, men obser-
vera att det inte rader nagon ett-ett-motsvarighet mellan noder och konfi-
gurationer av pjiser pa briadet, ty samma pjiskonfiguration kan uppkomma
efter olika dragserier, och vilka drag som en spelare far gora bestims ytterst
av de tidigare dragen. (Exempelvis far en spelare inte gora specialdraget
rockad om kungen eller tornet flyttats tidigare.) Schackreglerna definierar
saledes entydigt vilka grenar som utgar fran varje nod i speltriadet.

Slutstéllningarna i schack, dvs. stéllningar dédr en av spelarna vunnit
eller dar spelet dr remi, svarar mot noder fran vilka det inte gar nagra
grenar. Varje ”"vig” i tradet fran roten upp till en slutstdllning svarar mot
ett konkret schackparti.

Med ovanstaende beskrivning av schack som modell gor vi nu féljande
allménna definition.

Definition 8.1.1 Ett speltrdd (P, pp,e) dr en struktur som bestar av f6ljan-
de komponenter:
e en icke-tom méngd P av positioner;
e ctt speciellt element pg € P, startpositionen;
e cn funktion e: P — P(P) fran positionsméngden P till méngden P(P)
av alla delméngder av P med foljande egenskap:
For varje position p # po finns det en unik f6ljd (px)j_; av positioner
sadan att p, = p och pgi1 € e(pg) for k=0,1,...,n— 1.

Positionerna i e(p) kallas efterfiljare till positionen p, och den méngd-
virda funktionen e kallas efterféljarfunktionen. Positioner med minst en ef-
terfoljare kallas inre positioner, och positioner som saknar efterfoljare kallas
slutpositioner. Méangden av alla inre positioner betecknas P°.
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Ett par (p,q) som bestar av en inre position p i speltridet och en ef-
terfoljare ¢ till p kallas ett drag.

En dragféljd av lingd n — 1 fran positionen p; i speltriddet ar en foljd
(pr)r_, av positioner med egenskapen att pyy; ér en efterfoljare till py for
k=1,2,...,n—1, eller ekvivalent en foljd av n — 1 stycken drag (pg, px+1),
k=1,2,...,n— 1. En odndlig dragféljd fran positionen p; &ar en oindlig
foljd (pr)32, av positioner sadana att pyi1 ar en efterfoljare till py for alla
positiva heltal k.

En dragfoljd som startar i speltriadets startposition pg och slutar i en
slutposition eller fortgar i all odndlighet kallas ett parti. Méngden av alla
partier i ett speltrdd kommer att betecknas II.

Vi kommer ofta att tilldela dragen i speltrdd namn for att pa ett bekvamt
sétt kunna referera till dem. Vidare kommer vi vanligtvis att ange dragfoljder
genom att lista de successiva dragen istéllet for de successiva positionerna.

ExXEMPEL 8.1.1 Vi illustrerar speltrid genom att rita dem som ”trad” med
startpositionen ldngst ned som rot och med ”grenar” i form av linjer fran
varje position till varje efterféljande position. Figur 8.2 visar ett speltrad
med nio positioner. Positionen pg dr startposition, positionerna pg, p1, p2 och
ps dr inre positioner, och positionerna p4, ps, pg, p7 och pg ar slutpositioner.
Vi har givit dragen bokstavsnamn sa att exempelvis draget (po,p1) kallas
A. Dragfoljden pg, p1, p3, ps ir ett parti av langd 3, som ocksa kan beskrivas
som ACH. Det finns totalt fem partier, nadmligen ACG, ACH, AD, BE och
BF. O

Figur 8.2. Speltridet i exempel 8.1.1.

Definition 8.1.2 Ett speltrdd kallas dndligt om positionsméngden &r &nd-
lig. Ett speltrad séiges ha dndlig hdjd om det finns ett tal ¢ sa att inga
partier dr lingre &n ¢, och tridets hdjd definieras i sa fall som langden av
det langsta partiet i speltradet.

Alla dndliga speltriad har forstas dndlig hojd, men omvéndningen géller
inte.
Ovningar

8.1 Ge exempel pa ett icke-dndligt speltrad med dndlig hojd.
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8.2 Ge exempel pa ett speltrdd som inte har dndlig hojd men dér alla partier har
dndlig langd.

8.2 Spel pa extensiv form

Vi har infort begreppet speltriad (P, pg, e) men for att gora det hela till ett
spel behover vi ocksa spelare och regler for vem som skall utfora ett drag i
en given inre position. Det #r enkelt; lat N = {1,2,...,n} vara méngden av
spelare. Vi forutséitter att det i varje inre position p endast &r en spelare som
far gora ett drag; om vi kallar den spelaren f6r S(p) sa har vi darigenom ocksa
definierat en funktion S fran mingden P° av inre positioner till mangden
N av spelare. Det dr forstas onddigt att bestimma vem som skall dra i en
slutposition, eftersom det inte finns nagra drag att gora dér.

For att ge spelarna incitament att utféra sina drag behover vi slutligen
ange deras preferenser for de olika utfallen. I schack foredrar varje spelare
att vinna framfor remi och remi framfor forlust, vilket vi naturligtvis ocksa
kan ange med en nyttofunktion som ger 1 poéng for vinst, % poéng for remi
och 0 poéng for forlust.

I ett godtyckligt spel antar vi pa motsvarande sétt att varje spelare ¢
har en preferensrelation »=; (eller en nyttofunktion w;) som &dr definierad pa
miéngden II av alla partier. Om det inte finns nagra oéndliga partier, dvs.
om varje parti slutar i en slutposition, sa rader det en ett-ett-motsvarighet
mellan partier och slutpositioner, sa i det viktiga fallet kan vi lika gérna anse
att preferensrelationerna dr definierade pa méngden av alla slutpositioner i
speltradet.

Vi &r nu redo fér den formella definitionen av ett extensivt spel.

Definition 8.2.1 Ett n-personers spel (N, P, pg, e, S, (>=;)) pa eztensiv form
med perfekt information bestar av
e en mingd N = {1,2,...,n} av spelare;
o ett speltrid T = (P, po,e);
e en funktion S: P° — N, spelarfunktionen;
e for varje spelare i € N en preferensrelation =; pa méangden II av alla
partier.

Spelet séges ha dndlig horisont om speltridet T har dndlig hojd, och
spelet kallas dndligt om speltridet ar dndligt.

Anmdrkning. Definitionen av spel kraver inte att alla spelarna i N medver-
kar genom att gora drag. Spelarfunktionen S behtéver med andra ord inte
vara surjektiv. Anledningen till att tillata passiva spelare &r att vi darigenom
forenklar nagra induktionsresonemang som vi kommer att gora langre fram.
Av samma skal kréver vi inte att det skall finnas nagra inre positioner. Ett
spel utan inre positioner &r forstas trivialt — det bestar bara av startposi-
tionen, och deltagarfunktionen &r tom.
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Tillaget ”perfekt information” motiveras av att spelarna varje gang de
star i tur att utfora ett drag vet vilka drag som gjorts tidigare och var
nagonstans i speltridet spelet befinner sig. Vi kommer i nésta kapitel att
studera spel dér denna information inte foreligger.

Néar vi illustrerar extensiva spel i figurer kommer vi att beskriva spe-
larfunktionen och nyttofunktionerna genom att vid varje inre position p
ange spelaren S(p) och vid varje slutposition p ange spelarnas nyttovérden
(u1(p), ..., un(p)). Vi uteldmnar dock nyttovérdena i de fall da dessa inte
spelar nagon roll for den aktuella diskussionen.

En konkret instans av ett spel gar till pa sa sitt att spelare S(pg) borjar
med att vilja ett av de mojliga dragen vid startpositionen pg, dvs. spela-
ren véljer en efterféljande position p;. Dérefter véljer spelaren vid p;, dvs.
spelare S(p1), en efterfoljande position py till p1. Sedan véljer spelare S(p2)
en efterfoljare ps till pa, osv. Sa snart nagon av de efterféljande positio-
nerna, pi ség, ar en slutposition, ér spelet slut och har resulterat i partiet
0, P1,---,Pr- Om spelarna hela tiden genererar inre positioner, sa erhalls
istéllet ett odndligt parti.

EXEMPEL 8.2.1 Figur 8.3 visar ett extensivt tvapersonersspel med tradet
i figur 8.2 som speltrad. Spelare 1 gor drag i utgangspositionen pg och i
positionen ps, medan det dr spelare 2:s tur att goéra drag i positionerna p;
och ps.

Figur 8.3. Spelet i exempel 8.2.1.

Dragfoljden ACH svarar mot partiet popipsps, som ger 2 nyttoenheter
till spelare 1 och 4 nyttoenheter till spelare 2. Bada spelarna foredrar dérfor
detta parti framfér exempelvis partiet BE. Dédremot dr partiet BF béttre
for spelare 1. ]

Strategier

Vi skall nu definiera begreppet strategi for spel pa extensiv form sa att det
motsvarar begreppet handling eller ren strategi i strategiska spel.

En strategi for en spelare dr en plan som beskriver vad spelaren skall
gbra i varje position av spelet déar det enligt reglerna ar spelaren som skall
utfora ett drag, och detta oavsett om spelaren kan komma till den positionen
eller ¢j om han foljer sin plan.



120 8 Extensiva spel med perfekt information

Detta skiljer sig fran den normala anvéndningen av begreppet strategi
i exempelvis schack. Ingen schackspelare kan ha en spelplan som beskriver
hur han skall gora i alla tdnkbara positioner, utan spelplanen utvecklas efter
hand. Goda schackspelare spelar normalt efter i forviag uppgjorda planer un-
der 6ppningsspelet, dvs. under de sig forsta tio dragen, planer som innebér
att de i forvig bestdmt sig for hur alla ”vettiga drag” av motspelaren skall
besvaras. De forsta dragen utfors darfor snabbt efter invanda spar och gor
att man kan tala om spansk 6ppning, siciliansk 6ppning, etc.

Rent teoretiskt kan vi emellertid ténka oss att de bada spelarna har
planer for allt (inbegripet sadana stéllningar som inte kan uppkomma om
en spelare foljer sin plan). I sa fall dr det forstas onodigt att de spelar igenom
partiet sjélva; de kan istéllet lamna sina respektive planer till en tredje part,
en domare, som sedan kan genomfora partiet efter deras intentioner och se
hur det slutar.

Motsvarande giller for alla extensiva spel om spelarna har fardiga planer
for alla positioner i spelet — utgangen ar da helt bestdmd av planerna.

Vi ér nu redo for den formella definitionen.

Definition 8.2.2 Lat P; beteckna méngden av alla positioner i det extensiva
spelet (N, P, pg, e, S, (=;)) déir det dr spelare i:s tur att gora ett drag, dvs.

P={peP°|S(p) =i}

Med en strategi o for spelare ¢ menas en funktion o: P; — P med egen-
skapen att o(p) dr en efterfoljare till p for alla p € P;.

Méngden av alla strategier for spelare ¢ kommer att betecknas 3;. Vidare
sétter vi X = X1 X Yo X -+ X Xy,

Anmdrkning. For en spelare i som inte utfér nagra drag i spelet 4r méngden
P, tom, och da bestar spelarens strategimidngd 3; bara av den tomma
funktionen. Detta dr forstas forenligt med tolkningen att spelaren inte gor
nagonting.

Om o #r en strategi for spelare ¢ och p dr en position i P;, sa &r (p, o(p))
per definition ett av spelarens mojliga drag vid p. Istéllet for att definie-
ra strategier som funktioner skulle vi darfoér lika gérna kunna definiera en
strategi for spelare i som en mdngd av drag som innehéaller exakt ett drag
(p,p’) for varje position p dér det #r spelarens tur att dra. Vi kommer att
vixla fritt mellan dessa bada ekvivalenta tolkningar och anvénda oss av den
variant som ar enklast i den aktuella situationen. I vara exempel och figurer
kommer vi for det mesta att namnge drag men inte positioner, och da &r det
naturligast att beskriva strategier genom att lista dragen som ingar i dem.

EXEMPEL 8.2.2 Betrakta spelet i exempel 8.2.1. Spelare 1 har fyra stra-
tegier, vilka som dragméingder betraktade ar {A4,G}, {A, H}, {B,G} och
{B, H}. I fortsdttningen kommer vi att utelimna méingdklamrarna och be-
skriva strategierna genom att rikna upp de ingdende dragen i godtycklig
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f6ljd. Spelare 1:s strategier kan saledes helt kort beskrivas som AG, AH,
BG och BH. Spelare 2 har ocksa fyra strategier, och med motsvarande
notation kan dessa skrivas som C'E, CF, DE och DF.

Strategin AG betyder att spelare 1 skall vélja draget A i startpositionen
po och draget G om spelet kommer till positionen p3.

Strategin BG betyder att spelare 1 skall vélja draget B i startpositionen
po och draget GG i positionen ps. Men om spelaren borjar med draget B kan
spelet inte komma till positionen p3. Strategin foreskriver med andra ord
ocksa ett handlingsalternativ for ett lige som inte kan uppkomma om spela-
ren foljer sin strategi. Detta dr en konsekvens av var definition av begreppet
strategi; definitionen kriver att spelaren skall ha ett handlingsalternativ i
varje position déir det &r han som skall utfora ett drag.

Skulle man inte kunna latta pa detta krav? Nashjamviktsbegreppet, som
vi strax skall studera, kan formuleras med ett mer vardagsnéra strategibe-
grepp dér strategierna bara &r definierade i positioner som kan uppkomma
om strategierna foljs. Begreppet Nashjamvikt dr emellertid inte speciellt
tillfredsstéllande for extensiva spel, utan vi kommer att inféra ett intuitivt
béttre jamviktsbegrepp, och da behovs strategibegreppet i den tappning
som vi givit ovan.

Ett séitt att uppfatta strategin BG, som inte gor den sa orimlig, 4r att se
den som en plan for vad spelaren skulle gora i positionen ps fér den héindelse
han i startpositionen av misstag skulle ha rakat vélja draget A istéallet for
B. O

Varje strategivektor o = (01,02,...,0,) € ¥ bestdmmer ett entydigt
parti (o) i spelet, dvs. en dragfoljd som startar i startpositionen och an-
tingen slutar i en slutposition eller &r oéndlig. Avbildningen o — 7(0) &r
med andra ord en funktion

I |

fran produktméngden ¥ = ¥ x Y5 X - -+ X X, av spelarnas strategiméngder
till méngden II av alla partier i spelet.

Den formella definitionen av partiet m(o), som vi kallar for wutfallet av
strategivalet o, ar rattfram och ser ut sa hér:

Definition 8.2.3 Lat 0 = (01,09,...,0,) vara en strategivektor i det ex-
tensiva spelet (N, P, pg, e, S, (=;)).

Antag induktivt att positionsfoljden (pj)fzo redan definierats. Stoppa
om py, ar en slutposition. Lat annars i, = S(pg) vara den spelare som utfor
drag i positionen pjy och sétt pyy1 = 0, (pr). Positionen py1; &r med andra
ord den position som foljer efter positionen py om spelare S(py) foljer sin
strategi.

Proceduren stoppar antingen med ett &ndligt parti pg, p1,...,pr eller
ocksa ger den upphov till ett odndligt parti. Utfallet (o) av strategivektorn
o definieras som det erhallna partiet.
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EXEMPEL 8.2.3 Vi fortséitter vart studium av spelet i exempel 8.2.1 som
pa nytt visas i figur 8.4. Lat oy vara strategin AH for spelare 1 och o9
vara strategin C'F for spelare 2. Detta betyder att spelare 1 skall borja med
draget A som leder till positionen p;, dir spelare 2 gor draget C som leder
till positionen ps3, dér spelare 1 goér draget H som leder till slutpositionen
ps. Utfallet 7(o1, 02) &r saledes lika med partiet popipsps, for vilket vi ocksa
anviander beteckningen ACH.

(3,3) (2,4)

Figur 8.4

Analogt resulterar spelare 1:s strategi o1 och spelare 2:s strategi o} =
DE i utfallet 7(01,0%) = AD. En tabell 6ver utfallen for alla strategikom-
binationer ser ut sa hér:

CE CF DE DF
AG | ACG | ACG | AD | AD
AH | ACH | ACH | AD | AD
BG | BE BF | BE | BF
BH | BE BF | BE | BF

Reduktion fran extensiv till strategisk form

Spelarnas preferensrelationer =;, eller nyttofunktioner u;, &r apriori givna
pa méangden 1I av alla partier. De ger emellertid upphov till preferensrelatio-
ner ~, resp. nyttofunktioner u}, pa strategiproduktméngden ¥ via f6ljande
definition:

oriT & w(o) = m(r)

respektive

Man verifierar omedelbart att > &r preferensrelationer, resp. att u, r
nyttofunktioner, pa strategiproduktmingden Y. Detta gor det mojligt att
overfora ett extensivt spel (N, P, pg, e, S, (>=;)) till strategisk form, ndmligen
till det strategiska spelet (NV, (¥;), (=})). Det sistndmnda spelet kallas den
reducerade strategiska formen av det extensiva spelet.
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EXEMPEL 8.2.4 I féregaende exempel bestdmde vi utfallen for alla strate-
gikombinationer i spelet i exempel 8.2.1. Utbetalningarna till spelarna &r i
figur 8.4 angivna vid partiernas slutpositioner, och genom att fora in dessa i
ovanstaende tabell 6ver utfall far vi féljande strategiska form pa spelet, déar
som vanligt spelare 1 ar radspelaren.

CE C(CF DE DF

AG 13,3 ] 3,3 ] 0,1) ] (0,1)
AH [ (2,4) [ (24 ] (0,1) ] (0,1)
BG |12 @] a2 @
BH| 1,241 ] 12| @ -

Nashjamvikt

Vi forutsdtter att varje spelare i ett extensivt spel forsoker vilja sin strategi
sa att utfallet, dvs. partiet, blir sa bra som mdojligt féor honom, men precis
som i strategiska spel finns det i allménhet inte nagot utfall som &r bést
for samtliga spelare. Vi far déarfor ndja oss med att definiera och studera
olika slags jamviktslosningar. Foljande jamviktsdefinition ar naturlig, givet
motsvarande definition for strategiska spel.

Definition 8.2.4 En strategivektor o* € ¥ = X1 X Yo X -+ X X, 1 ett
extensivt spel kallas for en Nashjimuvikt om det for alla spelare ¢ och alla
strategier 7; € X; géller att
m(0%,07) Zi m(oy, 7).
Foljande sats dr nu en omedelbar konsekvens av definitionen av den
reducerade strategiska formen av ett extensivt spel.

Sats 8.2.1 En strategivektor o* = (07,05, ...,0,) dr en Nashjamuvikt i ett
extensivt spel om och endast om den dr en Nashjimuvikt ¢ den reducerade

strategiska formen av spelet.

EXEMPEL 8.2.5 Spelet i exempel 8.2.1 har tre Nashjamvikter, ndmligen
(AG,CE), (BG,DE) och (BH,DE). Detta foljer omedelbart ur utbetal-
ningstabellen i exempel 8.2.4.

En Nashjamvikt skall ju vara en i ndgon mening stabil 16sning, men det
finns ett problem med Nashjamvikten (BG, DE) (och pa motsvarande sétt
med (BH,DE)) som gor den svar att motivera. Problemet syns inte i den
strategiska formuleringen av spelet, men det uppstar sa fort man tar hiansyn
till att spelarna i ett extensivt spel véljer sina drag i foljd.

Anledningen till att strategivektorn (BG, DE) &r en Nashjamvikt ar att
spelare 2 har ett potentiellt hot som skulle kunna hindra spelare 1 fran att
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viilja strategin AG, ndmligen draget D, som i sa fall skulle resultera i partiet
AD med utfallet 0 fér spelare 1. Men detta hot &r inte speciellt trovérdigt,
ty om spelare 1 startar med draget A, sa garanterar draget C spelare 2 minst
3 nyttoenheter vilket ju &r béttre &n 1 nyttoenhet for draget D. En rationell
spelare skulle under sadana omsténdigheter inte vélja D.

For att komma runt detta problem skall vi inféra ett striktare jamvikts-
begrepp i nésta avsnitt. ]

Ovningar

8.3 Betrakta det extensiva spelet i figur 8.5.

a) Lista spelarnas strategier.
b) Bestim alla Nashjamvikter.
c¢) Skriv spelet pa strategisk form.

(2,1) (3,0) (0,2) (1,3)

Figur 8.5

8.4 Twva personer skall vilja ett av tre alternativ A, B och C' genom att successivt
utesluta ett av dem. Forst utesluter person 1 ett av alternativen, och sedan
utesluter person 2 ett av de tva kvarvarande alternativen. Det alternativ som
aterstar efter dessa tva ronder blir personernas val. Formulera proceduren som
ett extensivt spel och bestdm Nashjamvikterna i de fall da de bada personernas
preferenser for alternativen ges av att

a)A}lB>—1COChC>-QB>-2A b)A>—13>—1COChC>—2A>-QB.

8.5 Kalle och Lisa anvénder foljande metod for att dela pa 100 kr. Kalle erbjuder
Lisa x kronor, dir x ar ett godtyckligt heltal i intervallet 0 < x < 100. Om
Lisa accepterar erbjudandet far Kalle behalla resterande 100 — x kronor. Om
Lisa forkaster erbjudandet far ddremot ingen av dem nagra pengar. Bade Kalle
och Lisa bryr sig bara om det belopp som de sjéilva far och foredrar att fa sa
mycket som mojligt. Formulera proceduren som ett extensivt spel och bestdm
Nashjamvikterna. (Spelet brukar kallas ultimatumspelet.)

8.6 Betrakta samma situation som i foregaende 6vning, men antag att det erbjudna
beloppet far vara ett godtyckligt reellt tal z i intervallet [0,100]. Formulera
denna situation som ett extensivt spel, och bestdm Nashjamvikterna. Det nya
spelet dr forstas inte langre ett dndligt spel.

8.3 Delspelsperfekta jamvikter

Genom att "kapa grenen” som leder till en position p i ett speltrad far man
ett nytt speltrdd med p som startposition. Vi kallar detta ett delspeltréad.
Den formella definitionen lyder sa hér:
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Definition 8.3.1 Lat p vara en position i speltradet T = (P, pg, e), och lat
P’ vara den méngd som bestar av p och alla positioner ¢ € P som kan nas
fran p av nagon dragfoljd i speltridet. Lat vidare e’ beteckna restriktionen
av efterfoljarfunktionen e till méngden P’, dvs. €/(q) = e(q) for alla ¢ € P'.
Da ér T, = (P, p,€') ett speltrdd med p som startposition, och det kallas
ett delspeltrdd till T.

Varje parti 7’ i ett delspeltrdd 7, med p som startposition kan pa ett
entydigt satt forlangas till ett parti 7 1 det ursprungliga speltriadet T' genom
att man startar med den unika dragfoljd som leder fran T':s startposition pg
till p och sedan fortsitter med partiet 7/. Tillordningen 7’ — 7 4r uppenbar-
ligen en injektiv avbildning fran méngden II, av alla partier i delspeltrédet
T, till méngden II av alla partier i 7T'.

Det &r val nu nédrmast sjalvklart vad som bor menas med begreppet
delspel till ett extensivt spel; ett delspel uppstar genom att man startar i en
godtycklig position och ”glommer bort” vad som hént tidigare. Den precisa
definitionen ser ut sa hér:

Definition 8.3.2 Lat G = (N, P, pg, e, S, (>;)) vara ett extensivt spel, och
lat p vara en godtycklig position i spelet. Spelet G, = (N, T, 5, (>=})), dér
o T}, &r delspeltrddet till 7' = (P, pp, ) med p som startposition;
e spelarfunktionen S’ dr restriktionen av spelarfunktionen S till méng-
den av alla inre positioner i T;
e preferensrelationerna =, i G, &r definierade pa méngden II, av alla
partier 7’ i T}, genom att 7} =/ 7 om och endast om m; >=; mo, dér m;
och 79 &r de entydiga forlingningarna i T av partierna 7} och b;
kallas ett delspel till G.

Varje strategi o; for spelare i i spelet G ger pa ett naturligt sdtt upphov
till en strategi o} i delspelet Gp; funktionen o) &r helt enkelt restriktionen
av strategin o; till de positioner i delspelet G, dér det ar spelarens tur att
utfora ett drag.

EXEMPEL 8.3.1 1 figur 8.6 visas speltradet 1" for det spel G som vi redan
mott i exempel 8.2.1 och tre delspeltrad T),,, T}, och T),. Alla partierna i
deltradet T, kan pa ett entydigt sétt forlingas till partier i speltradet T';
exempelvis blir forldngningen av partiet CH partiet ACH.

I spelet G &r AH en strategi for spelare 1. Denna strategis restriktion
till de tre delspelen G, , Gy, och G, &r strategin H, den tomma strategin,
resp. strategin H. Spelare 2 har CE som en av sina strategier i spelet G;
restriktionen av denna strategi till de tre delspelen &r i tur och ordning C,
FE och den tomma strategin.

Vi skall nu resonera oss fram till en naturlig ”16sning” for spelarna i
spelet GG. Antag att vi av nagon anledning hamnat i positionen ps3; detta
innebér att vi befinner oss i startpositionen av delspelet G, vars speltrid



126 8 Extensiva spel med perfekt information

Figur 8.6. Overst ett spel G (och motsvarande speltrad T'), underst de tre delspelen
Gp,, Gp, och G, (och motsvarande delspeltrid)

har hoéjd 1. For spelaren som star i tur att dra, dvs. spelare 1 finns det
bara ett rationellt drag, draget G, ty det ger honom stérre nytta &n det
andra draget H. Spelare 1:s optimala strategi i delspelet 4r med andra ord
strategin G. I figuren har vi markerat detta genom tjockmarkering av kanten
G. Spelare 2 kan naturligtvis inte paverka utgangen av delspelet Gp,.

Pa motsvarande sétt ér spelare 2:s optimala strategi i spelet G, strategin
FE, som ger honom stérre nytta én den andra strategin F'.

Antag nu att spelet fortskridit till positionen p;, som &r startposition
i spelet G,,,. Spelare 2 skall dra och han kan nu rdkna ut att spelare 1:s
optimala strategi i position ps bestar i att vélja draget G som ger 3 nytto-
enheter at spelare 2, vilket &r mer &dn vad spelare 2 erhaller genom draget D.
Spelare 2:s optimala strategi i spelet G, &r saledes strategin C' som vi har
tjockmarkerat. Notera att strategivektorn (G, C) &r en Nashjamvikt i spelet
Gp,, ty spelare 1 forlorar pa att ensidigt byta fran G till H, och spelare 2
forlorar pa att ensidigt byta fran C till D.

Betrakta nu startpositionen pg i det ursprungliga spelet G. Om spelare 1
viljer draget A sa leder den optimala fortséttningen fér de bada spelarna
till partiet AC'G med 3 nyttoenheter for spelare 1. Viljer han istéllet draget
B, sa leder den optimala fortséttningen i delspelet Gy, till partiet BE med
bara 1 nyttoenhet for spelare 1. Spelare 1:s optimala drag i utgangsliget &r
saledes A, och hans optimala strategi i hela spelet ar strategin AG, medan
spelare 2:s optimala strategi &r CE.

Strategivektorn (AG, C'E) dr en Nashjamvikt i spelet G med den speci-
ella egenskapen att for varje delspel ar restriktionen av vektorn till delspelet
en Nashjamvikt i delspelet. Detta sérskiljer den fran de tva andra mindre
troviardiga Nashjamvikterna, som vi fann nér vi studerade spelet G i exem-
pel 8.2.5. O

Egenskapen hos Nashjamvikten i foregaende exempel &r intuitivt mycket
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tilltalande och motiverar féljande generella definition.

Definition 8.3.3 En strategivektor o = (01, 02,...,0,) i ett extensivt spel
G kallas en delspelsperfekt jimuvikt om det for varje delspel av G giller att
restriktionen av strategivektorn o till delspelet dr en Nashjamvikt i delspelet.

EXEMPEL 8.3.2 I spelet i foregaende exempel ér (AG, C'E) en delspelsper-
fekt jamvikt. O

Séttet att resonera i exempel 8.3.1 kan generaliseras och leder till vad
som brukar kallas baklingesinduktion. Foljande resultat utgor kdrnan i hela
resonemanget.

Sats 8.3.1 Lat G = (N, P,po,e, S, (>=;)) vara ett extensivt spel med py som
startposition, och betrakta delspelen G\, for varje efterféljande position p till
po, dvs. for varje p € e(pp).

Antag att varje sadant delspel G, har en delspelsperfekt jimuvikt

* * * *
0p = (001, 0p2s -+ Oppy)

och lat m, beteckna motsvarande parti i G,. Lat II* beteckna méngden av
alla partier som fas genom att forlinga dessa partier till partier i G, dvs.
alla partier av typen po,m, som som biorjar med draget (po,p) och sedan
fortsdtter med partiet my.

Lat ig = S(po) vara den spelare som skall gora ett drag i startpositionen
po, och antag att det finns ett forsta drag (po,p) sa att partiet py, T dr ell
mazimalt element i mingden IT* med avseende pa spelarens preferensrelation
=io- (Om mingden e(po) av efterfoljare till startpositionen dr dndlig, finns
det naturligtvis alltid ett sadant maximalt element.)

Utvidga nu varje spelare j:s strategier o,; till en strategi o i spelet G
genom att lata a;f vara den entydigt bestimda strategi vars restriktioner till

*

spelen Gy, dr lika med oy;, @ fallet j =i dessutom kompletterad med defini-

tionen o} (po) = P
Dq dr

0" =(01,03,...,0,)

en delspelsperfekt jamuvikt i spelet G. Alla delspelsperfekta jimuvikter i G bil-
das pa detta sitt.

Bevis. Restriktionerna av strategierna o till delspelen G, ér per definition
delspelsperfekta jamviktsstrategier i dessa delspel, och de &r dérfér Nash-
jamviktsstrategier i alla #kta delspel till G. Det ricker saledes att visa att
o* &r en Nashjamvikt i spelet G.

Betrakta forst en godtycklig strategi 7;, for spelare ip, och lat (po,p)
vara det forsta draget i strategin. Resten av partiet kommer da att utspelas
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i delspelet G,. Eftersom restriktionerna till spelet G, av spelarnas strate-
gier a}‘ ar delspelsperfekta jamviktsstrategier i detta spel, kommer vektorn
(0%, Tip) att ge ett utfall som inte féredras av spelare ig framfor utfallet av
Nashjédmvikten o, i spelet G, och detta utfall féredras i sin tur inte framfor
utfallet av o* pa grund av definitionen av draget (pp,p). Detta visar att
spelare g inte tjinar pa att ensidigt byta fran strategin o7 till nagon annan
strategi 7;,.

Lat nu 7; vara en godtycklig strategi for en annan spelare j &n spelare
19, och antag att alla spelare utom j haller fast vid strategierna i o*. Speci-
ellt gor alltsa spelare iy detta, vilket innebér att det mot (o* o 7;) svarande
partiet efter ett drag kommer att utspelas i delspelet G och da vara iden-
tiskt med det parti som fas da samtliga spelare utom j haller fast vid sina
strategier i Nashjamvikten o3 och spelare j anvénder restriktionen av 7; till
delspelet G. For spelare j kan detta parti inte vara béttre &n det parti som
ges av Nashjamvikten o3 i Gp, som bortsett fran forsta draget dr det parti
i G som ges av strategivektorn o*.

Déarmed ar pastaendet bevisat. O

Sats 8.3.1 ger oss foljande algoritm:

Algoritm for bestimning av delspelsperfekta jamvikter i extensiva
spel G med #ndlig horisont

1. Sétt k = 0. For alla slutpositioner p i spelet G' bestar delspelet G, av
enbart positionen p, och samtliga spelare har dérfér den tomma stra-
tegin som enda strategi i spelet GG,. Denna strategi dr ocksa samtliga
spelares delspelsperfekta jamviktsstrategi i Gy,.

2. Stoppa om G':s speltriads hojd ar lika med k. Anvénd annars sats 8.3.1
for att bestamma alla delspelsperfekta jamvikter i alla delspel med
speltrad av hojd k + 1.

3. Satt k= k + 1 och ga tillbaka till steg 2.

For att steg 2 skall fungera maste det finnas optimala drag, vilket up-
penbarligen &r fallet om spelet ér dndligt.
Som korollarium till sats 8.3.1 och algoritmen far vi f6ljande sats.

Sats 8.3.2 Varje dndligt extensivt spel med perfekt information har minst
en delspelsperfekt jaimuikt.

Korollarium 8.3.3 Varje dndligt extensivt spel med perfekt information har
en Nashjimuikt.

EXEMPEL 8.3.3 Schack é&r ett dndligt extensivt spel och har dérfor enligt
korollariet en Nashjamvikt. Spelet &r vidare strikt konkurrensinriktat, sa
pa grund av sats 2.5.3 har Vit samma nyttovérde i varje Nashjamvikt (om
det finns flera). Om Vits nyttovérde dr lika med 1 i Nashjimvikten sa har
han en strategi som garanterar honom vinst oavsett hur Svart spelar, &r
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nyttovéirdet lika med % sa har bada spelarna strategier som garanterar dem
minst remi, och om slutligen véirdet &r 0 sa har Svart en strategi som ga-
ranterar honom vinst oavsett hur vit spelar. I viss mening ar saledes schack
ett ointressant spel, men tjusningen beror pa att ingen vet vilket nyttovéirde
som Nashjdmvikten har och d&n mindre vilka strategier som ingar i den (eller
dem), och ingen ldr heller nagonsin fa veta detta. O

EXEMPEL 8.3.4 Ett extensivt spel kan ha mer &n en delspelsperfekt jam-
vikt. Betrakta spelet i figur 8.7.

(1,2) (5,2) (3,4) (4,1) (1,2) (5,2) (3,4) (4,1)

Figur 8.7. Ett delspel med tva delspelsperfekta jimvikter.

Bakléngesinduktion visar att spelet har tva delspelsperfekta jamvikter ndm-
ligen (B,CE) och (A, DE). Om spelarna viljer den forsta blir resultatet
partiet BE med nyttoutfallet (3,4). Viljer de den andra jamviktsvektorn
blir resultatet partiet AD med nyttoutfallet (5,2), som &r béttre for spelare
1 men samre for spelare 2. I detta spel finns det inget sétt for spelare 1
att rationalisera valet av strategi B framfor A eller vice versa, eftersom han
inte i startpositionen kan forutsdga om spelare 2 véljer C eller D fér den
h#indelse han véiljer draget A. O

Problemet i exempel 8.3.4 kan aldrig uppsta i spel dér det optimala valet
av strategi ar unikt i varje delspel.

Ovningar

8.7 Bestam alla delspelsperfekta jamvikter for spelet i 6vning 8.3.
8.8 Bestam alla delspelsperfekta jamvikter for spelet i 6vning 8.4.
8.9 Bestdm alla delspelsperfekta jimvikter for spelet i 6vning 8.5.
8.10 Bestdm alla delspelsperfekta jamvikter for spelet i Gvning 8.6.

8.11 Tva personer anvander foljande metod for att dela en tarta. Person 1 de-
lar tartan i tva delar, varpa person 2 véljer en av delarna och person 1 far
den aterstaende delen. Personerna bryr sig endast om storleken pa den egna
tartbiten. Formulera metoden som ett extensivt spel. Hur delas tartan av en
delspelsperfekt jamvikt?

8.12 Bestdm alla delspelsperfekta jamvikter for spelet i figur 8.8.

8.13 Spelet i figur 8.9 brukar av naturliga skil kallas tusenfotingspelet. Spelet har
100 inre positioner som &ar beldgna i heltalspunkterna 1, 2, ..., 100 pa tallinjen.
Fran varje inre position kan man antingen ga ett steg at hoger eller ett steg
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(3,0) (1,0) (1,1) (2,1) (2,2) (1,3)

Figur 8.8

nedat. Spelet startar i positionen 1 med ett drag av spelare 1, som sedan &r
vid draget vid alla udda positioner 2k — 1, medan det ar spelare 2:s tur att dra
vid de jiémna positionerna 2k. I en slutposition under ett udda tal 2k — 1 ges
utbetalningen till de bada spelarna av vektorn (k, k), och under ett jaimnt tal
2k #r motsvarande utbetalning (k — 1,k + 2).

L2 3 4 s 9 10 10

1 2 1 2 T T T 1 2 (51,51)

(1,1 (0,3) (22 (L4 3,3 (50,50) (49,52)
Figur 8.9

Bestdm den delspelsperfekta jamvikten.

Later det troligt att spelarna skulle vélja denna 16sning?

Finns det nagra andra Nashjamvikter?

Finns det nagon Nashjamvikt som ger spelarna ett annat utfall &n den
delspelsperfekta jamvikten?

2)
b)
)
Q)

8.4 Stackelbergs modell fér duopol

I det hér avsnittet skall vi studera en marknadsmodell for tva foretag som
producerar och séljer en identisk vara. Foretaget i:s kostnader for att pro-
ducera ¢; enheter av varan ér C;j(g;), och precis som i Cournots modell beror
varans pris av det totala utbudet — om detta ar ) = ¢1 +¢2 sa séljs varan till
styckpriset P(Q). Det &r utbuden som é#r foretagens strategiska variabler,
men i motsats till vad som &r fallet i Cournots modell fattar inte foretagen
sina strategiska beslut oberoende av varandra, utan det marknadsledande
foretaget 1 bestdmmer forst sitt utbud, och det andra foretaget kdnner till
detta beslut niar det bestdmmer sig for sitt utbud. Vi antar att de bada
foretagen kan vélja vilka icke-negativa tal som helst som sina utbud.

Beslutssituationen kan formuleras som ett extensivt tvapersonersspel,
och spelet har fatt sitt namn efter ekonomen von Stackelberg som studerade
en liknande asymetrisk situation.

Spelarna i Stackelbergspelet dr forstas de bada foretagen. Foretag 1
borjar genom att vilja ett godtyckligt icke-negativt tal ¢1, varpa foretag 2
fortsatter genom att ocksa vilja ett godtyckligt icke-negativt tal go. Dérefter
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Figur 8.10. Stackelbergs duopolspel. Intervallen symboliserar R, .

ar spelet slut. Detta ger upphov ett oéndligt speltriad vilket antyds i figur
8.10.

Ett parti i spelet &r med andra ord detsamma som ett ordnat par (g1, ¢2)
av icke-negativa tal, och méngden av alla partier ar lika med produktméng-
den R4 x R4. De bada spelarna varderar partierna med hjilp av sina re-
spektive vinstfunktioner V;(q1,¢2) = ¢;P(q1 + q2) — Ci(q;).

Eftersom spelet har dndlig horisont kan vi bestdmma de delspelsperfekta
jamvikterna med hjalp av baklangesinduktion:

1. Givet att foretag 1 valt utbudet ¢; skall féretag 2 maximera funktionen
g2 — Va(q1, q2). Lat oss anta att maximum existerar och antas i en unik
punkt som beror av ¢; och som vi dérfér doper till m(q).

2. Problemet for foretag 1 bestar nu i att maximera sin vinst givet att
foretag 2 agerar enligt punkten ovan. Eftersom utbudet ¢; resulterar i
vinsten

Vi(qr,m(q1)) = a1 P(q1 + m(q1)) — Ci(q1),

bestar problemet i att maximera just denna funktion. Lat oss anta att
maximum existerar och antas i en unik punkt g;.

3. Under dessa forutséttningar har spelet en unik delspelsperfekt jamvikt,
niamligen (q;,q,), dir §o = m(q,). Denna jamvikt kallas Stackelbergs
jamuiktslosning.

Anmdrkning. Om det finns flera maximerande punkter i steg 1 far man
forstas genomfora undersokningen i steg 2 for varje sadan punkt, och man
kommer att fa flera jimviktslosningar. Pa motsvarande sétt behover natur-
ligtvis inte maximipunkten i steg 2 vara unik.

EXEMPEL 8.4.1 Lat oss bestdmma Stackelbergs jamviktslosning i fallet med
en linjéar invers efterfragefunktion

p(@):{“‘Q om0<Q<a,

0 om @ >a

och samma konstanta styckkostnader ¢ for bada foretagen, dér 0 < ¢ < a.
For 0 < ¢1 < a— c ges foretaget 2:s vinst i intervallet 0 < gos <a—c—q

av andragradspolynomet ga(a — ¢ — g1 — ¢2), och utanfor detta intervall &r

vinsten negativ. Maximum antas for g = %(a —c—q). For 1 > a—cér

foretagets vinst = —cgs, s& maximum antas i detta fall fér ¢go = 0. Detta gor
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att
sa—c—q) om0<q <a-—c,
m(Ch):{Z o

0 om q; > a—c.

Foljaktligen ar

1
sla—c+q) om0<qg <a-—c,
g +m(q) = {2( )

a1 omgq >a-—c,
och vinsten for foretaget 1 ar dérfor

sqila—c—q) om0<q <a—c,
Vig,m(q1)) =S qla—c—q) oma—c<q <a,

—cq1 om g1 > a.

Maximum antas i punkten %(a— ¢). Stackelbergs jamviktslosning (q;, Go) ges
dérfor av att

_ 1 _ _ 1
q, = 5(0 —c) och G =m(q)= Z(G_C)'

I jamviktspunkten &r det totala utbudet 3(a — ¢), priset 1(a + 3¢c) och
foretaget 1:s vinst %(a — ¢)?, medan foretaget 2:s vinst dr hilften si stor
eller 1=(a — c)%.

Jamfor med Cournots modell (se exempel 3.1.1), som i jamviktspunkten
ger ett totalt utbud pa Z(a — c) till priset $(a + 2c) och med en vinst for
vardera foretagen som &r %(a—c)z. Stackelbergs modell ger saledes ett storre

utbud, ett ldgre pris och en lagre sammanlagd vinst &n Cournots modell. [

Ovningar

8.14 Bestdm Stackelbergs jamviktslosning om P(Q) = 64(Q + 2)~! och bada
foretagen har samma linjdra kostnadsfunktion C(q) = 9q.

8.15 Betrakta ett duopol dar den enda forutsittningen om de bada foretagens
vinstfunktioner V1 (¢, g2) och Va(q1, g2) dr att det finns en Cournotjamvikt och
en Stackelbergjamvikt. Visa att det marknadsledande foretagets vinst ar storre
i Stackelbergjdamvikten dn i Cournotjamvikten.

8.5 Slumpdrag

De extensiva spel som vi hittills har studerat har varit deterministiska, dvs.
nér spelarna vil valt sina strategier och spelar efter dem #r utgangen helt
given. Men det finns ocksad manga sekventiella spel i vilka det uppstar lagen
dér den fortsatta utvecklingen beror av slumpen. Detta giller inte minst i
manga populira sillskapsspel, ddr man i visa positioner skall dra ett spelkort
eller utfora ett tdrningskast, och dér fortsédttningen av spelet sedan beror pa
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det dragna kortets firg och valor eller antalet 6gon pa térningen. I manga
mer serifsa spel maste ocksa spelarna, nir de bestiammer sig for sina hand-
lingsplaner, ta hénsyn till framtida situationer som de inte kan kontrollera
sjilva utan déar en nyckful natur spelar in, och diar man i bésta fall kan
identifiera ett antal mdojliga alternativ och sétta sannolikheter pa dem.

EXEMPEL 8.5.1 Istéllet for att starta med en allmén definition boérjar vi
med ett exempel. Figur 8.11 illustrerar ett extensivt tvapersonersspel med
tva inre positioner som markerats med ett c. Bokstaven c star fér ” chansen”,
och dér &r det ingen av spelarna som skall dra utan fortsédttningen beror av
slumpen. Sannolikheterna for de olika slump- eller chansdragen som leder
fran en sadan position har markerats utefter respektive drag. De bada chans-
dragen x och y &r lika sannolika eftersom sannolikheten for vart och ett av
dem &r % I den andra chanspositionen #r sannolikheten for draget z lika
med % och sannolikheten for draget w lika med %.

(4,24) (0,0)

Figur 8.11

Antag att spelare 1 bestdmt sig for att gora dragen B och E, och att
spelare 2 bestdmt sig for dragen D och H — de tjockmarkerade dragen i
figuren. Utgangen av spelet dr da inte given utan beror av vilka slumpdrag
som faktiskt kommer att goras i de positioner dar detta &r aktuellt. Om
slumpen resulterar i dragen x och z, vilket intraffar med sannolikheten %
(= % . %) sa leder spelarnas strategier till partiet BxE med nyttoutfallet
(4,2). Om slumpen istéllet resulterar i dragen y, w, vilket intraffar med
sannolikheten 2, s far vi istéllet partiet ByHw med utfallet (0,0).

Vi kan sammanfatta alla mojligheter i foljande tabell:

Slumpdrag | Sannolikhet Parti Utfall
T, 2 : BzE (4,2)
Y,z : ByHz  (4,24)
x,w % BzE (4,2)
Y, w 3 ByHw  (0,0)

Med hjélp tabellen kan vi nu berékna spelarnas forvintade nytta av strate-
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gikombinationen BE och DH. De bada spelarnas forvindade nyttor ar

Ui(BE,DH) = - -4+

Uy(BE,DH) = = -2+

0| — 0| —
CO| — OO =

Pa motsvarande sétt skulle vi kunna berikna spelarnas forvantade nyttor
for alla strategikombinationer, och det torde nu vara uppenbart vad som bor
menas med en Nashjamvikt — det &r en strategivektor med egenskapen att
ingen spelare kan 6ka sin forvintade nytta genom att ensidigt byta strategi.

I det hér exemplet &r det lidtt att se att (BE, DH) inte &r en Nashjam-
vikt; spelare 1 tjanar pa att ensidigt byta till strategin AFE, vilket resulterar
i partiet AD med den forvintade utdelningen (i det hér fallet sikra utdel-
ningen) 3 till spelare 1. O

Begreppet delspelsperfekt jamvikt kan pa ett naturligt sdtt generaliseras
till spel med slumpdrag och metoden med baklingesinduktion fungerar for
spel med dndlig horisont som i spelet ovan. For varje position kan vi ”baki-
fran” successivt berdkna spelarnas forvantade utdelning for det delspel som
startar fran positionen ifraga givet att spelarna viljer bista mojliga strate-
gier i delspelet.

EXEMPEL 8.5.2 1 figur 8.12 har vi genomftrt de successiva berdkningar som
kravs for att beriéikna den delspelsperfekta jamvikten i spelet i exempel 8.5.1.
Vi betraktar i tur och ordning de delspel som startar i positionerna som
markerats ps, pa, p3, p2, p1 och pg.

I positionen ps utfors ett slumpdrag och de bada spelarnas forvintade
nytta efter detta drag dr (1,6) (= 1(4,24) 4+ 2(0,0)). Vi noterar detta i
speltridet genom att skriva talparet (1,6) under positionen ps.

(4,24) (0,0)

(0,4)

po
(3,6)

Figur 8.12. Beriikning av den delspelsperfekta jimvikten med baklangesinduktion
for spelet 1 exempel 8.5.1 och figur 8.11.
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Betrakta nu det delspel som startar i ps. Det drag som ger spelare 2 storst
forvintad utdelning dr draget H, som ger honom den férvintade nyttan 6
(och spelare 1 nyttan 1). Vi noterar detta genom att tjockmarkera draget
H i figuren och skriva talparet (1,6) under noden py.

I delspelet med start i ps ar draget F bést for spelaren vid draget; detta
drag resulterar i ett parti med (forvéntat) nyttoutfall (4,2). Vi tjockmarke-
rar draget och skriver det férvintade utfallet under noden ps.

For delspelet med start i pp blir det forvintade nyttoutfallet (2.5,4)
(= £(4,2) + £(1,6)) om spelarna foljer hittills beréiknade delspelsstrategier.

I delspelet med start i py dr strategin D bést for spelare 2; den ger utfallet
(3,6).

I startpositionen py ar det déarfor bést for spelare 1 att vilja draget
A, eftersom det ger spelaren den férviantade nyttan 3. Vi har ddrmed fun-
nit att spelet har en unik delspelsperfekt jamvikt, nadmligen strategiparet

(AE,DH), som naturligtvis da ocksa &r en Nashjamvikt. O

Det dr nu lidtt att med utgangspunkt fran exemplet ovan ge formella
definitioner av spel med slumpdrag och av begreppen strategi, Nashjamvikt
och delspelsperfekt jamvikt i sidana spel.

Definition 8.5.1 Ett n-personers spel pa extensiv form med perfekt infor-
mation och slumpdrag bestar av
e en mingd N = {1,2,...,n} av spelare;
e ett speltrad T' = (P, py, e);
e en funktion S: P° — NU{c}, spelarfunktionen, definierad pa méngden
P° av alla inre positioner i spelet;
e for varje position p med S(p) = c ett sannolikhetsmatt j, pa méngden
e(p) av alla efterfljare till p (eller, ekvivalent, pa méingden av alla
drag vid p);
e for varje spelare i € N en kardinal nyttofunktion u; pa méangden II av
alla partier.

Vi sétter
Pi={pe P°|S(p) =i}

for i € NU{c}. Mangden P, bestar av de positioner dir dragen bestims av
slumpen. Sannolikheten for ett viss drag vid en slumpposition p ges av san-
nolikhetsmattet 1,. Vi antar att sannolikhetsférdelningarna vid olika slump-
positioner &dr oberoende av varandra. Begreppet strategi kan nu definieras for
spel med slumpdrag pa exakt samma sétt som for spel utan slumpdrag.

Definition 8.5.2 Med en strategi o for spelare i i ett spel pa extensiv form
med perfekt information och slumpdrag menas en funktion o: P; — P med
egenskapen att o(p) &r en efterfoljare till p for alla p € P;.
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Miéngden av alla strategier for spelare ¢ kommer som tidigare att beteck-
nas 2J;, och vi sitter X = 31 X Yo X - -+ X X,

Skillnaden mot tidigare &r att utgangen av spelet nu inte ldngre bara
beror av spelarnas val av strategivektor o = (01, 09,...,0,) € ¥ utan ocksa
av vilka drag som ”slumpen” utfor vid slumppositionerna i P.. Lat dérfor
> beteckna méngden av alla funktioner o.: P. — P som har egenskapen
att o.(p) ar en efterfoljare till p for alla p € P.. Precis som tidigare kommer
vi inte att gbra nagon atskillnad pa efterféljande positioner och drag nér vi
beskriver funktionerna o.. Att beskriva en konkret funktion o, blir dirfor
ekvivalent med att ange ett drag vid varje slumpposition.

De oberoende sannolikhetsmatten p, inducerar ett sannolikhetsmatt s
pa méingden Y., som helt enkelt &r produktmattet.

EXEMPEL 8.5.3 1 exempel 8.5.1 bestar saledes méngden Y. av fyra funk-
tioner o%, i = 1,2,3,4, som (i termer av drag) definieras av att

oi(p2) =, oi(ps) = 2 o2(p2) =z, 02(ps)

= Ww
o2(p2) =y, o2(ps) = z; ot (p2) =y, oi(ps) = w.

Den inducerade sannolikhetsférdelningen p pa 3. definieras av att

wog)=5-3=3
pod)=13-9=3
pod)=3-1=3%
plog)=45-3=1% =

Varje kombination (0,0.) € ¥ x X, ger upphov till ett entydigt par-
ti m(o,0.) 1 spelet och ddrmed ocksa till ett entydigt bestdmt nyttoutfall
u;(m(o,0.)) for spelare i. Nér spelarna valt en strategivektor o € X, ar ut-
fallet slumpartat satillvida att det beror pa vilka slumpdrag o, som utforts.
Mera precist &ar utfallet en stokastisk variabel pa sannolikhetsrummet 3.
med sannolikhetsmattet p. Vi later U;(o) beteckna spelare i:s forvantade
nytta av strategivektorn o € X; den kan (i de fall da sannolikhetsrummet
Y. ar dndligt) berdknas som

Ui(o) = Y wuiln(o,oc))p(oe).

€Y,

I spel med slumpdrag utgar man fran att spelarna anvinder sig av den
forviantade nyttan for att virdera strategikombinationerna (01,09, ...,0,),
och det ar nu enkelt att generalisera begreppen Nashjamvikt och delspel-
sperfekt jamvikt.

Definition 8.5.3 En strategivektor o* = (07,05, ...,0}) i ett extensivt spel
med slumpdrag kallas
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e en Nashjimuikt om det for varje spelare ¢ och alla strategier 7; € 3;
giller att
Ui(c*,;,07) > Ui(o*;,7);
e en delspelsperfekt jimuvikt om restriktionen av strategivektorn till varje
delspel &dr en Nashjamvikt i delspelet.

Bakldngesinduktion fungerar lika bra i extensiva spel med slumpdrag
som i spel utan sadana drag, sa beviset for foljande sats kridver endast sméa
modifikationer av beviset for sats 8.3.1 och ldmnas dérfér som Gvning at
lasaren.

Sats 8.5.1 Varje dndligt spel pa extensiv form med perfekt information och
slumpdrag har en delspelsperfekt jimuvikt och foljaktligen en Nashjimuikt.

Ovningar

8.16 Bestam for spelet i figur 8.13 den delspelsperfekta jimvikten och spelarnas
forvantade nytta i jamvikten.

(2,1) (2,4) (1,4) (4,1) (1,3) (3,1) (2,3) (1,0)

Figur 8.13






Kapitel 9

Extensiva spel med
ofullstindig information

I de extensiva spel som vi studerat hittills har varje spelare som star i tur att
utfora ett drag fullstindig information om vilka drag som utforts tidigare
inklusive utfallet av eventuella slumpdrag. Men i manga spel har spelarna
inte den informationen. I kortspel vet exempelvis oftast en spelare inte vilka
kort som motspelarna har.

I det hér kapitlet skall vi déarfor studera extensiva spel dér spelarnas
information om lidget dr begrédnsad — nér en spelare skall utfora ett drag
kan han befinna sig i en av flera mojliga positioner. Vi modellerar detta
genom att dela in spelarens positionsméngd i parvis disjunkta delméngder
som vi kallar spelarens informationsméngder. Spelaren vet i vilken informa-
tionsméngd han befinner sig nér han skall gora sitt drag, men han kénner
inte till den exakta positionen i informationsméngden. Déaremot forutsatter
vi fortfarande att alla spelarna vet hur det fullstindiga speltradet ser ut,
vilka drag som ar mojliga for alla spelare i samtliga informationsméngder
och, sist men inte minst, att de kidnner varandras preferenser.

9.1 Basic Endgame

Poker &r ett klassiskt exempel pa ett spel dér spelarna inte har fullstindig
information, och dér vinnande spelsétt innehaller moment av bluffande. Spe-
let har darfor intresserat manga framstaende spelteoretiker som analyserat
forenklade pokermodeller. Vi ska studera en modell som introducerades av
W.H. Cutler och brukar kallas Basic Endgame. En utforlig analys av model-
len och olika utvidgningar av densamma har gjorts av Tom och Chris Fergu-
son, far och son, den forstndmnde professor i matematik, den sistndmnde
professionell pokerspelare.

Basic Endgame beskriver pa ett adekvat sétt de 6verviganden som en
spelare stélls infor i slutfasen av poker, nir endast tva spelare aterstar. De

139
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tva spelarna borjar med att ldgga en krona var i potten. Spelare 1 far dar-
efter ett kort ur en kortlek; kortet &r ett vinnande kort med sannolikhet 1/3
och ett forlorande kort med sannolikhet 2/3. Spelaren ser kortet men haller
det dolt for motspelaren som inte far nagot kort.

Spelare 1 kan nu vilja mellan att passa eller att satsa. Om han passar
med ett vinnande kort far han potten och vinner dédrigenom en krona; passar
han med ett forlorande kort forlorar han potten och har pa sa sétt ocksa
forlorat en krona. Om spelare 1 satsar maste han ldgga ytterligare tva kronor
i potten. Spelare 2, som inte vet vilket kort spelare 1 har, kan nu vélja mellan
att syna eller att lagga sig. Om han lidgger sig far spelare 1 hela potten
oberoende av vilket kort han har och har pa sa sitt vunnit en krona. Om
spelare 2 synar, lagger han tva kronor till potten, varefter spelare 1 visar
sitt kort. Har da spelare 1 ett vinnande kort far han hela potten och har
vunnit tre kronor; i motsatt fall far spelare 2 hela potten och spelare 1 har
dérigenom forlorat tre kronor.

Speltriadet for Basic Endgame visas i figur 9.1. Spelet borjar med ett
slumpdrag. Spelare 1 vet sedan var nagonstans i tridet han befinner sig och
har dérfor fyra alternativ, ndmligen

1. att passa med savil vinnande som forlorande kort: pass,-passy,

2. att passa med vinnande och satsa med forlorande kort: pass,-satsar,

3. att satsa med vinnande och passa med forlorande kort: satsa,-passy,

4. att satsa med savil vinnande som forlorande kort: satsa-satsar.

Det andra alternativet kan forefalla bisarrt men &r likvil en mojlighet,
alternativ 3 &r spelarens érliga strategi, och alternativ 4 ar hans bluffstrategi.

Problemet for spelare 2 dr att han, om motspelaren valt att satsa, inte
vet om spelare 1 har ett vinnande eller férlorande kort, dvs. om spelare
2 befinner sig i den vénstra eller hogra delen av speltradet. Spelare 2 har
dérfor bara tva alternativ, ndmligen att syna eller att ldgga sig oberoende
av vad spelare 1 har. Vi indikerar spelare 2:s brist pa information genom att
forbinda de tva positionerna i speltridet dir det &r hans tur att dra med
en prickad linje, samt genom att markera ett drag fran vardera positionen
med ”syna” och ett drag fran vardera positionen med ”ligg”. Vilket av de
tva dragen ”"syna” om spelare 2 véljer att syna, eller ”14gg” om han véiljer
att lagga sig, som faktiskt utfors beror forstas sedan av spelare 1:s tidigare
drag.

forlorande

Figur 9.1. Spelet Basic Endgame
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De tva positionerna som férbundits med en prickad linje utgor en infor-
mationsmdngd; spelare 2 vet efter motspelarens drag att han befinner sig i
en position i informationsméngden men inte exakt i vilken position.

Vi kan analysera spelet genom att reducera det till strategisk form. Den
forvintade utbetalningsmatrisen med spelare 1 som radspelare beridknas pa
foljande sétt:

Om spelare 1 viljer alternativet pass,-pass;, sa blir hans forvintade
utdelning % 14 % (-1) = —%, oavsett om spelare 2 hade valt att syna eller
att ligga sig.

Om spelare 1 véljer alternativet pass,-satsag, sa blir hans forvintade
utdelning % 1+ % (=3) = —% ifall spelare 2 synar, och % 1+ % -1 =1 ifall
spelare 2 ldgger sig, osv.

Den fullsténdiga forvintade utbetalningsmatrisen ser ut sa hér:

syna lagg
pass ,-pass¢ — % - %
pass,-satsaf — g 1
1 1
satsay-passg 3 —3
satsa,-satsas | —1 1

Vi ser att rad 1 domineras svagt av rad 3 och att rad 2 domineras svagt av
rad 4. Genom att eliminera de tva Oversta raderna far vi matrisen

syna lagg
satsay-passy % —%
satsay-satsay | —1 1

Eftersom matrisen saknar sadelpunkt finns det inte nadgon ren Nashjamvikt
i spelet. Daremot har det forstas en blandad Nashjamvikt. Radspelarens
optimala blandade strategi ar att vilja satsa,-pass; med sannolikhet % och
satsa-satsars med sannolikhet %, medan spelare 2:s optimala blandade stra-
tegi bestar i att syna och att ldgga sig med lika sannolikhet % Spelet ar
riattvist eftersom vérdet ar lika med 0.

For att spela optimalt i Basic Endgame skall alltsa spelare 1 alltid satsa
nér han har ett vinnande kort, och bluffa genom att i genomsnitt satsa en
gang av fyra med ett forlorande kort.

Ovning
9.1 Los spelet Basic Endgame nér sannolikheten att spelare 1 skall fa ett vinnande
kort &r

a)i b) p, dir0<p<1.
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9.2 Extensiva spel med ofullstindig information

Vi skall nu ge en allmén definition av extensiva spel déir spelarna liksom
i spelet Basic Endgame har begrinsad information om var nagonstans i
speltriddet de befinner sig. Vi gor detta med hjilp av begreppen informa-
tionsmdngd och etikett.

Miéngden P; av positioner i spelet, dér det ar spelare i:s tur att véilja ett
drag, delas upp i parvis disjunkta delméngder F;;, j = 1,2,...,n;, och varje
sadan delméngd kallas en informationsméngd. En spelare som ska utfora ett
drag vet alltid i vilken informationsméngd som han befinner sig i men inte i
vilken position i informationsméngden som han kommit till, sdvida inte in-
formationsméngden rakar besta av exakt en position. For att spelaren inte
skall ha nagon sadan information &r det nodvéndigt att alla positionerna i
en informationsméngd har lika manga efterféljande positioner, dvs. att det
finns lika manga mojliga drag att utfora fran varje position i en informa-
tionsméngd.

Spelaren maste vidare pa nagot sétt kunna ange hur han skall fortséitta
spelet fran en informationsméngd P;;. Eftersom han inte vet vilken posi-
tion p € P;; han befinner sig i, kan han inte gora detta genom att ange ett
drag, dvs. en efterfoljande position g € e(p). Vi loser detta problem genom
att kridva av spelreglerna att méngden av alla drag fran samtliga positioner
i en given informationsméngd FP;; skall vara grupperad i parvis disjunkta
delméngder med egenskapen att varje sadan delméngd F innehaller exakt
ett drag fran varje position i den givna informationsmingden. Detta bety-
der att alla positionerna i informationsméngden F;; maste ha lika manga
efterfoljare och att antalet delméngder ar lika med detta gemensamma an-
tal. For att halla reda pa dragen i en sidan delméngd F sitter vi sedan ett
unikt gemensamt namn, en etikett, pa samtliga drag i delméngden FE.

I Basic Endgame (se figur 9.1) har spelare 2 en informationsméingd som
bestar av de tva positioner och som i figuren forbundits med en prickad
linje. Fran varje position utgar tva drag; av de totalt fyra dragen bildas
tva delméngder — den ena bestar av de tva drag som forsetts med etiket-
ten "syna”, den andra av de tva drag som forsetts med etiketten 71agg”.
Bada delméngderna bestar av exakt ett drag fran varje position i informa-
tionsméngden.

Spelare 1 har tva informationsméingder i Basic Endgame, men bada dessa
ar singeltonméngder, dvs. bestar av endast en position, och i sddana fall kan
man givetvis anvinda namnen pa sjalva dragen som etiketter.

Vi dr nu redo for den allménna definitonen av spel pa extensiv form som
inkluderar mdjligheten av slumpdrag och ofullstéindig information.

Definition 9.2.1 Ett n-personers spel pa extensiv form bestar av
e en mingd N = {1,2,...,n} av spelare;
o ett speltrad T = (P, po, €);
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e en funktion S: P° — NU{c}, spelarfunktionen, definierad pa mingden
av alla inre positioner i spelet;

e for varje position p med S(p) = c en sannolikhetsférdelning p, pa
mingden e(p) av alla efterfoljare till p (eller, ekvivalent, pa mingden
av alla drag vid p);

e for varje spelare ¢ en partition av spelarens inre positioner

P ={pe P*[S(p) =i}

i delméngder P;;, spelarens informationsmdngder, med foljande egen-
skap: I varje informationsméngd har alla positioner lika manga ef-
terfoljare;

e for varje informationsméngd P;; en uppdelning av méngden av alla
drag fran positionerna i FP;; i parvis disjunkta delméngder som kallas
etiketter och som har foljande egenskap: Varje etikett innehaller exakt
ett drag fran varje position i informationsméngden;

e for varje spelare ¢ € N en kardinal nyttofunktion u; pa méangden IT av
alla partier.

I vara illustrationer av spel forbinder vi positioner som tillhér samma
informationsméngd med en prickad linje och skriver spelarens namn vid
linjen. Etiketter anger vi genom att ge alla drag som ingar i en etikett
samma, namn.

En konkret instans av ett extensivt spel fortskrider pa foljande vis. Nér
partiet kommer till en position p sa viljer spelaren, som &ger informa-
tionsméngden som positionen tillhor, en etikett fran informationsméngden.
Den valda etiketten innehéller exakt ett drag som leder fran p till en ef-
terfoljande position p’. Sedan dr det spelaren vid p’ som fortsétter fran den
positionen. Om partiet kommer till en position p dér fortsdttningen beror
av slumpen, sa viljs den efterféljande positionen i enlighet med den sanno-
likhetsfordelning som hor till positionen p.

EXEMPEL 9.2.1 T figur 9.2 visas ett extensivt spel med tva spelare och
slumpdrag. Vi har utelimnat spelarnas nyttofunktioner.

Spelare 1 har tre informationsméngder, tva av dem bestar av en enda
position och den tredje bestar av tva positioner. Exempelvis bildar start-
positionen en informationsméngd med endast ett element, och fér den &r
dérfor etikett och drag samma sak. I informationsméngden med tva posi-
tioner utgar det tva drag fran de bada positionerna. Dessa drag har fatt
etiketterna L och R.

Spelare 2 har en enda informationsméngd bestaende av tre positioner; i
varje sadan har spelaren tre drag att vilja mellan och det behovs déarfor tre
etiketter som hér kallats V', M och H.

Om spelare 1 bestdmmer sig for att spela drag med etiketterna A, C' och
R i sina informationsméngder och spelare 2 bestdammer sig for etiketten M,
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Figur 9.2. Extensivt spel med slumpdrag och ofullstdndig information.

sa far vi som resultat det parti som foljer grenarna AM R.

Om spelare 1 istéllet véljer B, C' och R och spelare 2 fortfarande véljer
M, beror utgangen av slumpen; med sannolikhet 1/3 far vi partiet BxM
och med sannolikhet 2/3 partiet ByC M. O

Den allménna definitionen av extensiva spel dr mycket flexibel. Spel
med perfekt information &r naturligtvis specialfall; i dem &r alla informa-
tionsméngder singeltonméngder och varje etikett svarar mot ett unikt drag.

Spel dér spelarna gor sina drag simultant och oberoende av varandra kan
beskrivas som extensiva spel med ofullstéindig information. Antag exempel-
vis att vi har tva spelare 1 och 2, att spelare 1 véljer ett av alternativen
ai,as,...,ak, att spelare 2 samtidigt véljer ett av alternativen by, ba, ..., by
och att paret (a;,b;) resulterar i nyttovektorn (u;;,v;;). I kapitel 2 uttryckte
vi denna situation som ett strategiskt tvapersonersspel, men vi kan ocksa
formulera den som ett extensivt spel med

e en startposition pg som tillhor spelare 1;

e k stycken positioner pi, po, ..., pi som tillhor spelare 2 och bildar hans
enda informationsméngd;
e km stycken slutpositioner pi1, ..., P1m, P21, - -« P2ms -+ +s Dkly - - - » Pk

e for varje i ett drag fran pg till p; med etiketten a;, och for varje par
i,7 ett drag fran p; till p;; med etiketten by;
e nyttofunktioner u och v som definieras i slutpositionerna genom att
u(pij) = wij och v(pi;) = vij.
Figur 9.3 illustrerar hur spelet ser ut for £ = 3 och m = 2. Helt analogt
foljer det forstas att varje n-personers spel pa strategisk form kan skrivas
som ett n-personers spel pa extensiv form med ofullsténdig information.

Rena strategier

For extensiva spel med perfekt information definierade vi begreppet strategi
i avsnitten 8.2 och 8.5. Det &r nu enkelt att generalisera detta begrepp for
spel med ofullstéindig information.
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(u11,v11) (u12,v12) (u21,v21) (u22,v22) (u31,v31) (u32,v32)

Figur 9.3. Extensiv form av strategiskt tvapersonersspel.

Definition 9.2.2 En (ren) strategi for en spelare i ett generellt extensivt
n-personersspel ar en mangd av etiketter som bestar av en etikett fran varje
informationsméngd som tillh6r spelaren.

Vi later ¥; beteckna méngden av alla rena strategier for spelare i och
sdtter som tidigare 3 = X1 X Yo X -+ X X,.

En strategi dr alltsa en méngd {A;, A9, ..., Ar} av etiketter, men for att
forenkla notationen kommer vi oftast att ange strategier genom att lista de
ingaende etiketterna efter varandra i godtycklig ordning, till exempel som
A1As .. Ag.

Om spelare ¢ har £ stycken informationsméngder P;q, Py, ..., Py, och m;
ar antalet etiketter i informationsméngden P;;, sa &r tydligen antalet rena
strategier for spelaren lika med mims - - - my.

EXEMPEL 9.2.2 T spelet i exempel 9.2.1 (figur 9.2) &r ACR en ren strategi
for spelare 1 och M en ren strategi for spelare 2. Spelare 1 har totalt 8
(= 2-2-2) rena strategier och spelare 2 har 3 rena strategier. O

I franvaro av slumpdrag ar tydligen utgangen av ett spel, dvs. det spelade
partiet, helt bestdmd av att varje spelare i valt en strategi o; € ¥;; lat 7(0)
beteckna detta parti. Detta ger oss en funktion 7: ¥ — II, dar II som
tidigare betecknar mingden av alla partier.

Om det finns slumpdrag med i bilden, sa &r forstas partiet inte lingre
entydigt bestamt av spelarnas strategival o = (01, 09, ..., 0,) utan slumpar-
tat. Givet strategivalet o intréaffar partiet 7 med en viss sannolikhet som vi
betecknar Ay (7). Denna sannolikhet beror naturligtvis av sannolikheterna
for de slumpdrag som forekommer i spelet. I det allménna fallet &r med
andra ord A, en sannolikhetsfordelning pa mdingden I1 av alla partier.

EXEMPEL 9.2.3 Betrakta spelet Basic Endgame fran féregaende avsnitt (se
figur 9.1), och lat o; vara strategin ”satsa-pass;” for spelare 1 och o9 vara
strategin ”14gg” for spelare 2. Strategikombinationen o = (01, 02) resulterar
da i foljande sannolikhetsfordelning A, for partierna i spelet:
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Parti Sannolikhet

vinnande—pass., 0

vinnande—satsa,—syna 0

vinnande-satsa ,—ligg 1/3

forlorande—pass ¢ 2/3

forlorande—satsa ¢—syna 0

forlorande—satsa¢—lagg 0 ]

Reduktion till strategisk form

Varje strategiskt spel kan som vi sett uppfattas som ett extensivt spel
med ofullstéindig information. Omvéindningen géller ocksa; varje extensivt
n-personersspel kan transformeras till ett strategiskt spel pa foljande sétt.

Lat i det extensiva spelet

e 3, beteckna spelare i:s méngd av rena strategier;

e u;: II — R beteckna spelare i:s nyttofunktion, déar Il &r méngden av
alla partier;

e )\, vara den sannolikhetsfordelningen pa II som genereras av strategi-
valet 0 = (01,09,...,0p,) €L =31 X X9 X -+ X Lp;

e U;(0) beteckna vintevirdet av nyttofunktionen u; med avseende pa
denna sannolikhetsfordelningen A, vilket (for &ndliga spel) innebér
att

Ui(o) = uwi(m)As(m).

mell

Vi har nu alla ingredienserna till ett strategiskt spel (N, (¥;), (U;)), och
detta spel ar den reducerade strategiska formen av det givna extensiva spelet.

En handlingsvektor ¢* € ¥ dr per definition en Nashjamvikt i det stra-
tegiska spelet om olikheten U;(c*;,07) > U;(0*,,7;) géller for alla spelare i
och alla 7; € 3;. Detta kan vi naturligtvis formulera direkt for det extensiva
spelet, och vi far da foljande definition.

Definition 9.2.3 En vektor o* av rena strategier i ett dndligt extensivt spel
ar en (ren) Nashjimuvikt om

D ui(mA e o0 (1) =D i(m)Age 1) ()

—419; )

mell well
for alla spelare 7 och alla rena strategier 7; € ;.

I avsnitt 9.1 reducerade vi spelet Basic Endgame till strategisk form
och fann att det saknar ren Nashjamvikt. Extensiva spel med ofullstdndig
information behover saledes inte ha nagra rena Nashjamvikter.
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Spel med perfekt minne

Vi kan anvénda den extensiva formen med informationsméngder for att
beskriva spel i vilka spelare glommer drag som de tidigare har gjort. Man kan
exempelvis modellera sadana spel som bridge pa detta sitt. Bridge spelas
av fyra spelare som bildar tva lag med tva spelare i vardera laget, men
eftersom det &r lagen som spelar mot varandra bor bridge uppfattas som ett
tvapersonersspel. Under budfasen bjuder spelarna i ett lag vixelvis pa sina
h#énder, och varje spelare ser da bara sin egen hand. Varje lag kan déarfor
uppfattas som en spelare som omvixlande kommer ihag och glommer en del
av vad den tidigare vetat. Motsvarande géller sedan under sjilva spelfasen,
dér spelarna i det icke-spelforande laget bara ser sina egna kort, korten pa
bordet och de kort som redan spelats.

Figur 9.4. Spel dér spelare 1 glomt vilket drag han gjort i ett tidigare lédge.

EXEMPEL 9.2.4 Figur 9.4 visar ett spel dér spelare 1 efter tva drag i spelet
glomt sitt inledande drag. Om han hade kommit ihag att han bérjade med
draget L (eller R), skulle han nédmligen veta vilken position spelet befinner
sig i nir det gatt tva drag, och hans informationsméngd efter tva drag skulle
da inte besta av tva positioner. O

EXEMPEL 9.2.5 I spelet till vanster i figur 9.5 har spelare 1 i positionen po
glomt vilket drag hand gjorde i startpositionen py.

Figur 9.5. Det vénstra spelet &r strategiskt ekvivalent med det hogra spelet.
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Observera att definitionen av begreppet ren strategi forutsitter att spe-
laren viljer en etikett fran varje honom tillhérande informationsméngd. Det-
ta innebdr att en spelare maste vilja samma alternativ oavsett hur manga
ganger spelet kommer till en viss informationsméngd. Om spelare 1:s stra-
tegi r att viilja etiketten V' i informationsméngden {pg, p2}, sa slutar spelet
i positionen p4, och &r strategin istéllet H, sa slutar spelet i ps eller ps.
Slutpositionen pg ér saledes onabar och kan dérfor lika gérna strykas fran
spelet, vilket resulterar i spelet till hoger i figuren. O

Liknande situationer uppstar sa snart det finns en informationsmangd
som innehaller tva positioner p och ¢ som ar forbundna av nagon dragfoljd
i spelet. (I exemplet ovan finns det en dragfoljd fran po till pe.) Somliga
forfattare inkluderar i definitionen av extensiva spel att det inte far finnas
nagra sadana positioner i nagon informationsméngd, men det har vi inte
gjort.

Extensiva spel med ofullstdndig information &r som vi sett kapabla att
modellera situationer dér en spelare glommer drag som han tidigare gjort.
Spel i vilka samtliga spelare kommer ihag alla sina tidigare drag kallas spel
med perfekt minne, och vi skall nu ge en precis definition av detta begrepp.

Betrakta ett godtyckligt extensivt spel, och lat p vara en position i spelet
dér spelare ¢ skall utfora ett drag. Lat i tur och ordning 71, Zs,. . ., Z, vara de
informationsméangder som tillhor spelaren och som har passerats under den
dragfoljd som leder fran startpositionen pg fram till positionen p, och kalla
den etikett som spelare i valde da spelet befann sig i informationsméngden
I; for Ej;. Sekvensen Iy, En, Iy, Es,..., I, L} kallas spelarens minneslis-
ta 1 positionen p och betecknas under resten av det hér avsnittet M;(p).
Minneslistan M;(p) dr forstas tom om spelare i inte utfért nagra drag fore
positionen p.

EXEMPEL 9.2.6 For att exemplifiera begreppet minneslista betraktar vi
spelet i figur 9.6. (Vi har latit bli att namnge slutpositionerna och att ange
nyttovirden eftersom dessa inte spelar nagon roll fér resonemanget.)

De bada spelarnas minneslistor for nagra olika positioner ser da ut sa
hér:

Ml(plo) : {pO}v A, {p37p4}7 H M1<p11) : {p0}7 B, {p5}7 I

Ma(ps): 0 Moa(ps): {p2}, F' Ma(pe): {p2}, F O

En spelare ¢ med perfekt minne skall férstas minnas sina minneslistor,
sa om tva sadana listor M;(p) och M;(p’) dr olika, har spelaren olika in-
formation om positionerna p och p’ som dirfér inte kan tillhéra samma
informationsméngd. Denna observation réattfiardigar foljande definition.

Definition 9.2.4 En spelare i ett extensivt spel har perfekt minne om min-
neslistorna till positioner i samma informationsméngd &r identiska for alla
informationsméngder som hor till honom. Sjélva spelet sédges ha perfekt min-
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Figur 9.6. Spelet i exempel 9.2.6.

ne om alla spelarna har perfekt minne.

EXEMPEL 9.2.7 I spelet i figur 9.6 har spelare 2 perfekt minne. Ddremot
har inte spelare 1 perfekt minne eftersom hans minneslistor i positionerna
p1o och p1; &r olika. Spelet har darfor inte perfekt minne.

Spelet Basic Endgame och spelen i figurerna 9.2 och 9.3 har perfekt
minne. [

Ett spelare med perfekt minne kan inte ha nagon informationsméngd 7
som innehaller tva positioner p och p’ som férenas av en dragféljd fran p till
p’, ty minneslistan i p’ maste i sa fall vara lika med minneslistan i p forlingd
med atminstone informationsméngden Z och en etikett fran Z. Spelare 1 har
dérfor inte perfekt minne i det vénstra spelet i figur 9.5.

Ovningar

9.2 Figur 9.7 visar ett tvapersoners nollsummespel pa extensiv form; talen vid
slutpositionerna anger utbetalningen till spelare 1.
a) Har spelet perfekt minne?
b) Bestdm den ekvivalenta strategiska formen av spelet.

c¢) Los spelet, dvs. bestdm ett par av optimala blandade strategier f6r de bada
spelarna samt ange spelets vérde.

[Ledning: Eliminera dominerade strategier for att fa ett hanterbart problem.]
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9.3 Spelare 2 viljer ett av tva rum dar han gdmmer en krona. Spelare 1, som inte
vet 1 vilket rum myntet dr gémt, véljer ett av rummen fér genomsokning. Om
han stker i rum A och myntet finns dér, hittar han det med 50% sannolikhet,
men om han soker i rum B och myntet finns déir hittar han det bara med 25%
sannolikhet. S6ker han i fel rum hittar han det naturligtvis inte. Spelare 1 far
behalla myntet om han hittar det, annars aterlamnas det till spelare 2.
Formulera situationen som ett extensivt spel, reducera det sedan till strategisk
form och bestidm de optimala blandade strategierna samt spelets vérde.

9.4 Betrakta spelet i foregaende 6vning och antag att spelare 1 far en andra chans
att hitta myntet om han misslyckas i forsta forsoket. Han far med andra ord pa
nytt vilja rum (antingen samma som i forsta forssket eller det andra rummet)
och far sedan genomsoka det valda rummet pa nytt med samma sannolikheter
att hitta myntet som tidigare. Rita speltréadet for detta extensiva spel, reducera
det till strategisk form och bestdm de optimala blandade strategierna samt
spelets vérde.

9.5 Bestam den ekvivalenta strategiska formen till det extensiva nollsummespelet
i figur 9.8 samt 16s dérefter spelet.

Figur 9.8

9.6 Mynt A #r ett dkta mynt med lika sannolikhet for krona och klave, medan
mynt B dr fejkat och ger krona upp med sannolikhet 1/3 och klave upp med
sannolikhet 2/3. Spelare 1 borjar med att forutséiga krona eller klave. Siger han
krona kastas mynt A, sdger han klave kastas mynt B. Spelare 2 informeras om
huruvida spelare 1:s forutsidgelse var réatt eller fel, men inte om forutsidgelsen
eller om vilket mynt som anvindes, och skall sedan gissa om det var mynt A
eller mynt B som anvéndes. Om spelare 2 gissar rétt vinnar han en krona av
motspelaren, gissar han fel och spelare 1:s forutséigelse var korrekt forlorar han
ddremot tva kronor till motspelaren. Om bada hade fel sker ingen utbetalning.
Rita speltridet, reducera spelet till strategisk form och 16s det.

9.3 Blandade strategier och situationsanpassade
strategier

Eftersom varje extensivt spel kan reduceras till ett strategiskt spel, kan vi
enkelt Oversidtta manga begrepp och resultat for strategiska spel till extensiva
spel. Ett viktigt sadant begrepp dr forstas begreppet blandad strategi.

Definition 9.3.1 Med en blandad strategi for en spelare i i ett extensivt
spel menas ett lotteri, dvs. en sannolikhetsférdelning, pa méngden 3; av
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spelarens strategier.

For att tydliggora skillnaden mellan blandade strategier och strategier i
Y; kommer vi ofta att kalla de sistndmnda for spelarens rena strategier.

Begreppet blandad strategi &r naturligt for spel pa strategisk form, men
det kénns inte lika tilltalande for extensiva spel. Det forefaller inte naturligt
for en spelare att en gang for alla gora ett slumpméssigt val av strategi
och att sedan folja den valda strategin oberoende av hur motspelarna gor
sina drag under spelets gang. Det verkar istéllet naturligare att vélja dragen
slumpmassigt varje gang det ar spelarens tur att gora ett drag. Ett sadant
tdnkande leder till begreppet situationsanpassad strategi.

Definition 9.3.2 Lat 7y,7,,...,Z,, vara spelare i:s informationsméngder
i ett extensivt spel. En situationsanpassad strategi A for spelare i &r en
uppsittning A = {A, A2 ... A"} av oberoende sannolikhetsfordelningar,

dér varje M dr en sannolikhetsfordelning pa méngden av etiketter i infor-
mationsméngden Z;.

EXEMPEL 9.3.1 Betrakta spelet i figur 9.8. Spelare 1 har fyra rena strategier
namligen AC, AD, BC och BD. En blandad strategi for spelare 1 kan
vara att vilja dessa rena strategier med sannolikheterna %, %, % och 1, och
méangden av spelarens alla blandade strategier kan uppenbarligen identifieras
med delméngden {z € R* | 2y + 2o+ 23 +24 = 1, 21,22, 23,24 > 0} av R4

En situationsanpassad strategi for samma spelare har foljande form:
"V&lj etikett A med sannolikhet o och etikett B med sannolikhet (1 — «)
samt etikett C' med sannolikhet 8 och etikett D med sannolikhet (1 — )7,
dér o och § ar godtyckliga reella tal i intervallet [0, 1]. Mangden av alla situa-
tionsanpassade strategier kan tydligen identifieras med produktdelméngden
[0,1] x [0,1] av R2. O

Betrakta nu ett godtyckligt extensivt spel och antag att varje spela-
re ¢ valt en blandad eller situationsanpassad strategi A;. Utgangen av ett
konkret spel som spelas efter dessa strategier kommer naturligvis av va-
ra stokastisk; sannolikheten for ett visst parti m beror av strategivektorn
A = (A1, A2,...,An) (och av utfallen av eventuella slumpdrag). Strategi-
vektorn A ger med andra ord upphov till en sannolikhetsfordelning Py pa
méngden av alla partier II, och vi skall nu beskriva hur man bestdmmer
denna fordelning.

Lat 7 vara ett parti i spelet. En ren strategi for spelare ¢ kallas kompatibel
med partiet m om samtliga drag som spelaren gor i partiet har etiketter
som tillhor strategin. Méngden av alla rena strategier for spelare ¢ som &r
kompatibla med partiet 7 kommer att betecknas ¥;(7).

Om en spelare anvinder sig av en strategi som inte dr kompatibel med
partiet 7, s& kan saledes detta parti inte uppkomma, oavsett hur motspelarna
spelar och eventuella chansdrag utfaller.
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EXEMPEL 9.3.2 Figur 9.9 visar ett brottstycke av ett extensivt spel. Lat 7
beteckna partiet som slutar i positionen p. Under vigen fran startpositio-
nen pg passerar partiet 7w tre informationsméngder som tillhor spelare 1; vi
har antytt dessa med prickade linjer. Dessutom har spelaren ytterligare tre
informationsméngder, som inte passeras av partiet m och som ocksa antytts
med hjélp av prickade linjer.

Figur 9.9

En (ren) strategi for spelare 1 dr en méngd av etiketter med en etikett
fran varje informationsméngd. Strategin dr kompatibel med partiet 7 om
och endast om den innehéaller etiketterna A, B och C fran de tre informa-
tionsméngderna i partiet. Mangden Y1 (7) av alla med partiet kompatibla
rena strategier bestar med andra ord av alla rena strategier som har formen
ABCX1 X9 X3, dir etiketterna X1, X9 och X3 kan véljas godtyckligt fran
sina informationsméngder. O

Lat nu \; vara en blandad strategi for spelare i i ett extensivt spel, och
lat 7 vara ett godtyckligt parti i spelet. Sannolikheten P;(\;;7) for att den
blandade strategin \; skall resultera i partiet m, givet att de andra spelarna
och slumpen viljer drag som tillhér partiet, ar da lika med sannolikheten for
att lotteriet \; ska ge ett utfall som ligger i méngden Y1 () av med partiet
kompatibla strategier, och den ges foljaktligen av formeln

(1) Pi(Asm) = > o).

o€, ()

Vi skall nu betrakta motsvarande sannolikhet for situationsanpassade
strategier. Lat darfor \; vara en situationsanpassad strategi for spelare i;
detta innebér att A; &r en familj av oberoende sannolikhetsfordelningar )\Z-Z
med en sannolikhetsférdelning A’ for varje informationsméngd Z som tillhor
spelaren.

Givet ett godtyckligt parti 7 later vi nu Ey(7), Ea(w), ..., Ex(7) vara
etiketterna for de drag i partiet som utfors av spelare i i de positioner
som tillhor spelaren. Motsvarande informationsméngder betecknas Z; (),
ZIo(m),. .., Iy(m). (Observera att tva skilda positioner i partiet kan tillhora
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samma informationsméingd, dvs. det kan hinda att Z,(7) = Z,,(7) for £ # m,
men da dr nodvindigtvis Ey(m) = Ep, (7). Se spelet i figur 9.5.) Talet

k
(2) P\ = [ A7 (B5(n)
j=1

ar lika med sannolikheten for att partiet 7 skall intréffa om spelare i foljer
sin situationsanpassade strategi A; och alla andra spelare gor "rétt” drag
och alla eventuella chansdrag utfaller "rétt”. (Har utnyttjar vi forstas att
sannolikhetsfordelningarna )\Z-Ij ar oberoende av varandra, dvs. att valet av
etikett i en informationsméangd gors oberoende av valet av etikett i de andra
informationsméngderna.)

Vi maste dven ta hansyn till eventuella slumpdrag under ett parti. Lat
dérfor slutligen pi1,po,...,pr vara de positioner i partiet m dir det utfors
slumpdrag, och definiera ¢(7) som sannolikheten for att alla dessa slumpdrag
ar drag i partiet m; talet ¢(m) dr da en produkt med ¢ faktorer, dir faktor nr
J ar sannolikheten for att slumpdraget i position p; dr ett drag i partiet .

Med hjalp av ovan inforda kvantiteter far vi nu foljande formel for san-
nolikheten for att ett parti m skall intréffa nér spelarna valt sina blandade
eller situationsanpassade strategier.

Sats 9.3.1 Antag att varje spelare i valt en blandad eller situationsanpassad
strategi \; och sitt A = (A1, Aa,...,\n). Da ges sannolikheten Py(rm) for
partiet ™ av formeln

Py(m) = e(m) - [ s ).
1EN
Beuvis. Sannolikheten for att partiet 7 skall intréffa &r lika med sannolikheten
for att alla spelarna och slumpen véljer drag som tillhor partiet, och eftersom
spelarnas val och slumpens val dr oberoende héndelser blir sannolikheten for
partiet 7 lika med produkten av sannolikheterna for dessa hindelser. ]

Varje vektor A\ = (A1, A2,...,\,) av blandade eller situationsanpassa-
de strategier for de n spelarna genererar alltsa ett sannolikhetsmatt Py pa
méangden IT av alla partier. De rena strategierna kan dérvid naturligtvis upp-
fattas som speciella blandade strategier eller speciella situationsanpassade
strategier.

For en spelare ¢ med nyttofunktion u; ges den férvintade nyttan ;(\)
av strategivektorn A = (Ay, A2,..., \,), dér de ingaende strategierna \; &r
blandade eller situationsanpassade, av formeln

@;(A) = Y ui(m) Px(r).
mwell

Vi kan nu pa ett naturligt sétt definiera begreppet Nashjamvikt for saval
blandade strategier som situationsanpassade strategier.



154 9 Extensiva spel med ofullstindig information

Definition 9.3.3 En n-tipel \* = (A}, A5, ..., \}) av blandade strategier for
spelarna i ett extensivt spel dr en blandad Nashjimuvikt om

wi(AZ, A7) = (A, )
for varje spelare ¢ och alla blandade strategier 7; som tillhor spelare .

En n-tipel A* av situationsanpassade strategier for spelarna i ett exten-
sivt spel ar en situationsanpassad Nashjimuvikt om samma olikheter géller
for varje spelare ¢ och alla situationsanpassade strategier 7; som tillhor spe-
lare 3.

En blandad strategivektor \* i ett extensivt spel dr uppenbarligen en
blandad Nashjémvikt om och endast samma vektor adr en blandad Nashjam-
vikt da spelet skrivs pa strategisk form. Foéljande resultat foljer déarfor direkt
av sats 5.2.1.

Sats 9.3.2 Varje dndligt extensivt spel har en blandad Nashjimuikt.

En naturlig friga i sammanhanget &r nu om allt en spelare kan astad-
komma med blandade strategier ocksa kan astadkommas med hjilp av si-
tuationsanpassade strategier och vice versa. For att precisera vad vi menar
behover vi foljande definition:

Definition 9.3.4 I ett extensivt spel kallas tva strategier \; och 7; for spe-
lare i (bada blandade eller bada situationsanpassade eller en av vardera
slaget) for spelutfallsekvivalenta, om de bada sannolikhetsmatten P, _, )

och P,_, ) &r identiska for alla 6vriga spelares val av rena strategier oy,
02y «..y, Op.

Antag att en spelare har m stycken informationsméngder och att antalet
etiketter i dessa dr respektive vq, 1o, ..., V. Antalet rena strategier blir da
VvV =uVy - - Uy Mingden av alla blandade strategier for spelaren kan darfor
uppfattas som en delméngd av rummet RY, och dimensionen hos denna
méngd &r lika med v — 1, eftersom man kan vilja sannolikheten for varje ren
strategi som ett godtyckligt icke-negativt tal sa linge som summan av alla
talen &r lika med 1.

I en situationsanpassad strategi A dr varje komponent A’ en sannolikhets-
fordelning pa etiketterna i motsvarande informationsméngd, och méngden
av alla sadana sannolikhetsfordelningar &r en delméngd av R av dimen-
sion v; — 1. Méngden av alla situationsanpassade strategier dr dérfor en
produktmingd av dimension v/ — m, dér v/ = vy +vg + - + Uy

Det ér litt att se att v/ —m < v — 1 och att strikt olikhet géller utom
i det triviala fallet nér v; = 1 for alla index j utom eventuellt ett. Detta
innebér att det i allménhet finns ”fler” blandade strategier &n situationsan-
passade strategier. Déarfor kan man kanske inte vénta sig att begreppen skall
vara ekvivalenta i den meningen att det for varje blandad strategi finns en
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spelutfallsekvivalent situationsanpassad strategi och vice versa. Begreppen
ar heller inte ekvivalenta for alla spel, som foljande tva exempel visar.

EXEMPEL 9.3.3 Figur 9.10 visar ett spel med fyra partier, som vi dopt till
71, T2, w3 och 74; namnen har skrivits vid respektive partis slutposition.

Figur 9.10. Spel med en situationsanpassad strategi som inte &dr utfallsekvivalent
med nagon blandad strategi.

De bada spelarna har tva rena strategier vardera, spelare 1 strategierna
V och H, och spelare 2 strategierna L och R. Kombinationen (V,R) ger
partiet 71, medan kombinationen (H, R) ger 4.

Lat Ay vara spelare 1:s blandade strategi som bestar i att vélja V' med
sannolikhet o och H med sannolikhet 1 — «. Den blandade strategin A; i
kombination med den rena strategin R ger partiet 73 med sannolikhet o och
partiet m4 med sannolikhet 1 — «.

Sannolikhetsfordelningen Py, ry pa méngden IT av alla fyra mdjliga par-
tier definieras alltsa av att

P ry(m) = o, Py gry(m2) = Py r)(73) =0, Py gpy(ma) =1—a.

Lat nu 7, vara spelare 1:s situationsanpassade strategi, som bestar i att
vilja V' med sannolikhet 5 och foljaktligen H med sannolikhet 1 — 5. 1
kombination med spelare 2:s rena strategi R ger den situationsanpassade
strategin partiet 71 med sannolikhet 3, partiet w3 med sannolikhet (1 — )3
och partiet 74 med sannolikhet (1 — 3)2. Sannolikhetsfordelningen P r)
ges alltsa av att

Piry ry(m) =B, Prry py(m3) = (1= B)B, Py py(ms) =(1-pB)>,

medan P, g)(m2) = 0. Fér 0 < 8 < 1 intréiffar siledes 73 med positiv
sannolikhet under den situationsanpassade strategin, medan den inte gor
det for nagon blandad strategi. Det finns med andra ord inte nagon blandad
strategi som &r spelutfallsekvivalent med den situationsanpassade strategin
Tlomt.ex.ﬁzé. O

EXEMPEL 9.3.4 Figur 9.11 visar ett spel med sex partier, vars namn vi
angivit vid respektive slutposition.
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Figur 9.11. Spel med en blandad strategi som inte ar utfallsekvivalent med nagon
situationsanpassad strategi.

Spelare 1 har fyra rena strategier, ndmligen LV, LH, RV och RH; lat
A1 vara den blandade strategi som ger dessa rena strategier sannolikheterna
0, %, % och 0.

Spelare 1:s rena strategier i ndmnd ordning ger i kombination med spela-
re 2:s rena strategi BC' upphov till partierna ms, 73, m4 och 75. Kombinatio-
nen av den blandade strategin A\; och den rena strategin BC leder darfor till
de bada partierna w3 och m4 med samma sannolikhet % och till 6vriga partier
med sannolikhet 0. Med andra ord dr P, poy(73) = P\, poy(m4) = %, och
Pix,,Bo)(m) = 0 for de fyra andra partierna 7.

En godtycklig situationsanpassad strategi 7 = (r{,77) for spelare 1
definieras av att 71 (L) = o, 7{(R) = 1 —a och 72(V) = B, 72(H) = 1 — 3,
dir 0 < «,8 < 1. Sannolikheten for att strategin 7 i kombination med
spelare 2:s rena strategi BC skall ge partierna my, 73, m4 och w5 &r af,
a(l = B), (1 — a)B respektive (1 — a)(1 — f).

For att strategin 71 skall vara spelutfallsekvivalent med den blandade
strategin Ay maste darfor

af=0

a(l-p)=3

(1-a)p=}
(1-a)(1-p5)=0.

Av den forsta ekvationen foljer att o = 0 eller 5 = 0, men detta strider mot
den andra respektive den tredje ekvationen. Systemet har dérfor inte nagon
16sning, och detta betyder att det inte kan finnas nagon situationsanpassad
strategi som ar spelutfallsekvivalent med den blandade strategin ;. O

Spelen i de bada motexemplen 9.3.3 och 9.3.4 &r spel utan perfekt minne.
Detta ar ingen tillféllighet; vi har ndmligen foljande resultat av Kuhn.

Sats 9.3.3 Betrakta en spelare i ett dndligt extensivt spel, och antag att
spelaren inte har nagon informationsmdngd som innehaller tva positioner
som dr forbundna av nagon dragfoljd; detta antagande dr speciellt uppfyllt



9.3 Blandade strategier och situationsanpassade strategier 157

om spelaren har perfekt minne. Da dr varje situationsanpassad strategi for
spelaren spelutfallsekvivalent med nagon blandad strategi.

Sats 9.3.4 For en spelare med perfekt minne i ett dndligt extensivt spel
dr varje blandad strategi spelutfallsekvivalent med nagon situationsanpassad
strategi.

Korollarium 9.3.5 For spelare med perfekt minne i dndliga extensiva spel dr
varje blandad strategi spelutfallsekvivalent med en situationsanpassad stra-
tegi och omuwdnt.

Beuis for sats 9.3.53. Kalla den betraktade spelaren for spelare 1, och lat
T1,Ts,. .., I, vara spelarens informationsméangder. Var uppgift ar att till
varje situationsanpassad strategi 7 for spelare 1 associera en blandad stra-
tegi A1 som &r spelutfallsekvivalent med 71, dvs. har egenskapen att de bada
sannolikheterna P;, 5,  5.)(7) och Py, o, . o) (7) sammanfaller for alla

partier w och alla rena strategier oo, ..., o, for de 6vriga spelarna, och pa
grund av formeln i sats 9.3.1 récker det da att visa att
(3) Py(11;m) = Py(A1;7)

for alla partier 7.

Vi paminner om att de situationsanpassade strategierna for spelare 1 har
formen

= {7, ..., "},

dér Tf ar ett sannolikhetsmatt pa informationsméngden Z; for varje j, me-
dan spelarens blandade strategier &#r sannolikhetsméatt pa méingden X av
spelarens rena strategier, och en ren strategi oy &r ingenting annat &n en
lista av etiketter med en etikett fran varje informationsméngd som tillhor
spelaren.

Givet den situationsanpassade strategin 7 definierar vi nu den blandade
strategin A\; genom att for rena strategier oy = E1 E» ... E,,, dér etiketterna
E; ligger i Z;, sitta

M(oy) = [[A(E)).
j=1

Da dr Ai(01) > 0 och 7 v Ai(o1) = 1, sd Ay ér verkligen ett sannolik-
hetsmatt pa X1, dvs. en blandad strategi for spelare 1.

Det aterstar att visa att de bada strategierna A\; och 7 ar spelutfallsekvi-
valenta. Lat for den skull 7 vara ett godtyckligt parti i spelet, och numre-
ra spelare 1:s informationsméngder sa att det dr informationsméngderna
T1,I,...,I; som innehaller spelarens positioner i partiet m, och lat Ej,
Ej, ..., E;, dar E; tillhor Z;, beteckna etiketterna for spelarens drag i
partiet w. Det foljer av forutsdttningarna i sats 9.3.3 att ingen av informa-
tionsméingderna kan innehalla mer #&n en position fran partiet, sa informa-
tionsméngderna 71,7y, . .., Zj och dédrmed ocksa etiketterna Ef, Ej, ..., E;,
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dr darfor garanterat olika. Per definition &r nu

k
/
(T HfE

For att berdkna Pj(Ap;7) borjar vi med att konstatera att méngden
Y1 () av alla rena strategier for spelare 1 som #r kompatibla med partiet 7
bestar av alla strategier o7 som har formen oy = E{E)... B, Xpy1 ... X,
dér etiketterna Xpiq,...,X,, ar helt godtyckliga i sina respektive infor-
mationsméngder Zyy1,...,Z,. Vad spelaren valt for etikett i en informa-
tionsméingd som inte innehaller nagon position fran partiet 7w &r ju irrele-
vant, medan valet av etikett dr entydigt bestdmt i de informationsméngder
som innehaller en position fran partiet.

Darfor ar

!/
@ POum = > Mlo) =Y MEE. . EXe ... Xm)

o1€X1 ()

=S EDTEY) T ED T (X)) -7 (Xon)
= P (m;7 Z Tk“ (Xk1) - - (X)),

dar Z/ betyder att summering skall ske 6ver alla val av etiketter Xy i
Ti+1, Xkt2 1 Zgt2, osv. Eftersom varje 77 dr en sannolikhetsmatt pa etikett-
méngden i Z; &r emellertid

S K)o ) =Y A K)o Y A (X
alla Xp41 € Ty alla X, € Iy,
—1..1=1,

vilket insatt i ekvationen (4) ger likheten (3). Dérmed &r satsen bevisad. [

EXEMPEL 9.3.5 Vi illustrerar sats 9.3.3 med spelet i figur 9.12.

Figur 9.12. Spel som illustrerar sats 9.3.3.
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Definiera en situationsanpassad strategi 71 = {71, 7, 77} genom att siitta

m(A) =5, m(B) =73 () =3
(V) =4, m(H) =3
(L) =1, Ti(R) =1

Spelare 1 har 3 -2 -2 = 12 rena strategier som vi listat i tabell 9.1, déar
vi ocksa angivit den med 77 spelutfallsekvivalenta blandade strategin A;.
Sannolikheterna A;(c1) berdknas med hjélp av metoden i beviset for sats
9.3.3; exempelvis &ar

MAVL) = (AR (V)L = - 11 =

o1 ‘AVL AVR AHL AHR BVL BVR BHL BHR CVL CVR CHL CHR

1 1 1 1 1 1 1 1 3 1 3

1
/\1(01)‘*120 % 3 16 @& % 15 5 i 46 18 10

Tabell 9.1. Spelare 1:s rena strategier och den med 7, spelutfallsekvivalenta blan-
dade strategin A;.

Lat nu 7 beteckna det parti som slutar i den position som i figur 9.12
markerats med 7. Vi skall berékna de bada sannolikheterna P(;, ,, 7,)(T)
och Py, 5y,05)(m) for alla val av de andra spelarnas rena strategier oa och
o3 och se att de alltid &r lika.

Om spelare 3 viljer strategin v, sa kan partiet 7 inte uppsta, sa i det
fallet &r bada sannolikheterna lika med noll.

For o3 = h far vi, oberoende av spelare 2:s val o9,

Prvui(m) = 5 THC)(L) = § 5§ =35

Det &r vidare bara spelare 1:s rena strategier C'VL och CHL som kan resul-
tera i partiet m och sannolikheterna for dem under den blandade strategin
A1 &r % resp. 1%' Darfor ar

1 1 1 1 1
Ponoen)(T) =355 T35 10 = 21-
De bada sannolikhetsfordelningarna &r saledes lika. O

Beuis for sats 9.3.4. Lat A1 vara en blandad strategi for spelare 1. Vi skall
definiera en spelutfallsekvivalent situationsanpassad strategi 7 och infor for
den skull en partiell ordningsrelation < pa méingden av spelarens informa-
tionsméangder genom att lata Z; < Zo betyda att det finns en dragfoljd som
leder fran en position i informationsméngden Z; till en position i informa-
tionsméangden Z,.

For att definiera den situationsanpassade strategin 71 maste vi definiera
ett sannolikhetsmatt 7{ pa etikettmingden till varje informationsmingd Z
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som tillhor spelare 1. Vi skall gora en rekursiv definition och bérjar med att
definiera 7{ for informationsmingder Z som inte foregas av nagon annan
informationsméngd under den inférda partiella ordningen. Lat Z vara en
sadan informationsméingd; for etiketter F som tillhor Z sétter vi

(5) AE) = Y M),

Eecoy

dér summeringen alltsa sker 6ver spelare 1:s alla rena strategier op som in-
nehaller etiketten E. Med andra ord, 7 (E) #r den sannolikhet som den blan-
dade strategin A; tilldelar méngden av alla rena strategier som innehéaller
etiketten FE.

Lat nu Z vara en godtycklig informationsméngd, och antag att san-
nolikhetsmatten 7'1‘7 redan ar definierade for alla informationsméngder J
som foregar 7 med avseende pa den inférda ordningen <. Eftersom spe-
lare 1 har perfekt minne kan dessa ordnas i en kedja som har formen
Ty < 1Zy < -+ < Iy, < Z. Spelarens minneslista i en godtycklig position
i informationsméngden Z har nu formen 7y, A1, 72, As, ..., L, Am, déir var-
je A; dr en etikett som hor till informationsméngden Z;.

Vi antar nu att definitionerna &r gjorda sa att foljande likhet géller for
varje val av etikett B,,, som hor till informationsméngden Z,,,:

m—1
(6) [ 7 By= Y Ao,
j=1

Ay..Am_1Bm€o

dir summering sker 6ver alla rena strategier o; som innehaller etiketterna
A1, ..., Ap—1, By (For m = 1 géller likheten pa grund av (5).)
Vi skall nu definiera sannolikhetsmattet 7£. Sitt for den skull

o= H 71 (4;).
j=1

Da ar forstas a ett icke-negativt tal.

Om o« = 0, sa later vi 7¥ vara ett godtyckligt sannolikhetsmatt pa eti-

kettméngden till Z.
Om « > 0 och E &r en godtycklig etikett som hor till Z, definierar vi

(7) H(E)=a"" > M(o).

A1...AnFE€o

D4 #r 7¢ ett sannolikhetsmatt pa informationsmingden Z eftersom

ZT%(E)ZOFLZ Z M(o) =a"t. Z Mo)=atl-a=1,
E

E Ai..AnFEco Ai...Am€oy
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dér vi for att fa den nést sista likheten utnyttjat ekvation (6) med B,, bytt
mot A,, samt definitionen av «. (Den som é&r lite bevandrad i sannolik-
hetsteori har sikert observerat att sannolikheten 77 (E) #r definerad som en
betingad sannolikhet.)

Observera att ekvation (7) innebér att likheten (6) nu ocksa géller om vi
byter m mot m + 1, och detta betyder att vi har givit en rekursiv definition
av sannolikhetsmatten 7% som uppfyller (6).

Det aterstar att visa att strategin 7 ar spelutfallsekvivalent med den
blandade strategin A;. Lat dérfor m vara ett godtyckligt parti. Om Z; <
Iy < --- < 1, ar de informationsméngder som innehaller spelare 1:s po-
sitioner i partiet och Aj, Ao, ..., A, &r motsvarande etiketter, sa bestar
méngden 3;(m) av alla blandade strategier o; som innehaller etiketterna

A1, A, ..., Ap,. Enligt (1) och (2) &r

Pl()\l;ﬂ'): Z /\1(01)

Al---Am—lAmeo'l

och

Pi(m;m) = H Tle(Aj).
j=1

Det foljer darfor av (6) att Py(A1;7m) = Pi(71;7), vilket medfor att strategi-
erna &r spelutfallsekvivalenta. ]

EXEMPEL 9.3.6 1 spelet i figur 9.13 har spelare 1 perfekt minne. Enligt
sats 9.3.4 finns det dérfor for varje blandad strategi A1 en motsvarande
spelutfallsekvivalent situationsanpassad strategi 71. Lat oss berikna 11 for
den blandade strategi A\; som ges av tabell 9.2.

Figur 9.13. Spelet i exempel 9.3.6.

o1 ‘AVL AVR AHL AHR BVL BVR BHL BHR CVL CVR CHL CHR

e 2 6 3 1 9 5 4 8 2 3
A1(01) ‘ 50 50 50 50 50 0 50 50 50 50 50 50

Tabell 9.2. Spelare 1:s blandade strategi A;.
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Spelare 1 har tre informationsméngder som vi kallat 7y, Zs och Z3. Hans
situationsanpassade strategi 1 har dérfor formen {r{, 77,73}, dér varje 7{
ar ett sannolikhetsmatt pa etikettméngden till Z;. For att berdkna dessa
sannolikhetsmatt anvinder vi tekniken i beviset fér sats 9.3.4 och far da
forst

(X)) =) M(XYZ) = \(XVL) + A\ (XVR) + A (XHL) + A (XHR)
Y,Z

for X = A, B och C. Tabellvirdena ger oss

1 _ T 2 6 3 _ 18
71(14)—%4‘%"‘%"'%_%
1 1 9 5 _ 15
7‘1(3)—%4—0—1—@4’%—%
1 _ 4 8 2 3 _ 17
Tl(C)—%‘f‘%‘f‘%‘F%—%

Direfter kan vi berdikna 72(Y) for Y =V, H med hjilp av formeln
2(Y) = éZ)\l(AYZ) - é(Al(AYL) L M(AYR)), dir a=1(A),
z
som ger
TV)=R-(G+H) =2 7H) =% (G+50) =1
Analogt fas 77(Z) for Z = L, R av formeln
(Z) = éZ)\l(BYZ) = é()\l(BVZ) +M(BHZ)) med o =1{(B),
Y
som ger
L) =% (ot =3 7R =135 0+5) =3 O
Ovning

9.7 Berikna for spelet i figur 9.13 en situationsanpassad strategi 71 for spelare 1 som
ar spelutfallsekvivalent med den blandade strategin \; i nedanstaende tabell.

o1 ‘AVL AVR AHL AHR BVL BVR BHL BHR CVL CVR CHL CHR

1 1 1 1 1 3 1 1
Mol 2 r 5 L 0 0 0 0 & 3 Lk
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Kapitel 10

Koalitionsspel

I ménga situationer med flera personer inblandade tjanar dessa som kollektiv
pa att samarbeta, och eventuella intressemotsattningar uppstar forst nir den
gemensamma fortjinsten ska fordelas bland individerna. I det hér kapitlet
ska vi modellera sadana situationer som spel. Vi férutsitter att spelarnas
individuella nytta méts med hjélp av en gemensam enhet och att den totala
nytta som en grupp kan astadkomma genom samarbete kan fordelas fritt
bland gruppens deltagare. Sjilva problemet bestar i att avgoéra hur nyttan
ska fordelas, och vi kommer att studera nagra olika 16sningsforslag.

10.1 Definitioner

Definition 10.1.1 Ett koalitionsspel (N, v) (med éverforbar nytta) bestar av
en #ndlig méngd NN av spelare och en reellviard funktion v, som &r definierad
for alla icke-tomma delméngder av N.

De icke-tomma delméngderna till N kallas koalitioner, och méangden av
alla koalitioner kommer att betecknas C. Funktionsvérdet v(S) for en koali-
tion S kallas koalitionens wirde, och funktionsvirdet v(N) dr spelets totala
vdrde. Antalet medlemmar i en koalition S kommer att betecknas |S]|.

For att en del definitioner och induktionsbevis ska fungera behéver vi
ibland utvidga vardefunktionen v sa att den ocksa blir definierad fér den
tomma miéngden (), vilket vi i sa fall alltid gér genom att sitta v(()) = 0.

Speciellt dr hela méngden N en koalition, den sa kallade storkoalitionen.
Spelarna i N kommer i allménhet att numreras 1, 2, ..., n, ddr n = |N|. An-
talet koalitioner, dvs. antalet icke-tomma delméngder av IV, blir d& forstas
lika med 2™ — 1.

Den intuitiva tolkningen av virdet v(S) &r att det dr den totala nytta,
formogenhet eller styrka, som spelarna i koalitionen S erhéller genom att
samarbeta, oberoende av vad spelarna utanfor koalitionen gor. Speciellt ar
alltsa v(N) den totala nytta som erhalls nér samtliga spelare samarbetar.
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For att kunna hérleda intressanta resultat behdver man avgrinsa klassen
av spel genom lampliga restriktioner pa virdefunktionen. I féljande defini-
tioner definieras tva viktiga delklasser.

Definition 10.1.2 Ett koalitionsspel (N, v) kallas kohesivt om det for varje
partition {S1,S52,...,Sk} av N, dvs. uppdelning av N i parvis disjunkta
delméngder, giller att

v(S1) +v(S2) + -+ - +v(Sk) < v(N).

Spelarna i ett kohesivt spel tjinar pa att halla samman och bilda en
storkoalition, vilket forklarar namnet ”kohesiv”, som betyder ”sammanhal-
lande”. 1 ett kohesivt spel kan man inte skapa storre sammanlagd nytta
genom att splittra storkoalitionen N i ett antal delgrupper. Speciellt &r

v(S)+v(N\S) <v(N)

for alla koalitioner S, och

> o({i}) < v(N).
1EN
Kohesivitet kommer att vara en naturligt férutsittning for manga resul-
tat i det har kapitlet.
En viktig delklass av de kohesiva spelen &r de superadditiva spelen som
definieras pa foljande sétt.

Definition 10.1.3 Ett koalitionsspel kallas superadditivt om
v(S) +v(T) <v(SUT)
for alla parvis disjunkta koalitioner S och T.
Superadditivitet medfoér kohesivitet, men omvéndningen giller inte.

ExXEMPEL 10.1.1 Koalitionsspelet (N, v) med N = {1,2,3} och virdefunk-
tion v({1}) = 0, v({2}) = v({3}) = 2, v({1,2}) = v({1,3}) = v({2,3}) = 3
och v({1,2,3}) = 5 &r kohesivt, ty det finns fyra partitioner av N, ndmligen
{11 421, {31 {011 £2.3}), {2} {1,3}} och {{3},{1,2}}, och for dem ir
virdesumman i vénsterledet av definition 10.1.2 i tur och ordning 0+ 2 + 2,
043, 2+ 3 och 2+ 3, vilket i samtliga fall &r < 5 = v(N).

Déremot édr spelet inte superadditivt eftersom v({2}) + v({3}) = 4 >
v({2,3}). O

I koalitionsspel ar virdefunktionen v ett primitivt begrepp. Hur och pa
vilket sétt en koalitions vérde beror av de individuella spelarnas insatser &r
irrelevant och ointressant i sammanhanget, men detta utesluter naturligtvis
inte att vi i efterhand kan definiera en spelares marginella bidrag till en
koalition pa foljande sétt.
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Definition 10.1.4 Lat ¢ vara en spelare i spelet (N, v). Med spelarens mar-
ginella bidrag till koalitionen S menas kvantiteten

Ai(S) = v(S) —v(S\ {i}).

En spelares marginella bidrag till en koalition som han inte deltar i &r
forstas alltid noll (eftersom S = S\ {i} om ¢ ¢ 5), sa det &r egentligen bara
for koalitioner dér spelaren medverkar som marginalbidraget ar intressant.

I superadditiva spel dr A;(S) > v({i}) for alla i € S, dvs. for varje
koalition som en spelare medverkar i &r hans marginella bidrag storre &n
eller lika med det virde som han kan erhalla genom att agera individuellt.

ExXEMPEL 10.1.2 For spelet i exempel 10.1.1 &r spelare 2:s marginella bi-
drag Ag({2}) = 2—0 =2, Ag({1,2}) =30 =3, As({2,3}) =3 -2 =1
och Ay({1,2,3}) =5—-3=2. O

Vi kommer vid flera tillfillen fa anledning att betrakta foljande speciella
spelartyper.

Definition 10.1.5 En spelare i i ett koalitionsspel (N, v) kallas en statist
om A;(S) = 0 for alla koalitioner S.

En statist ldmnar med andra ord inte nagot bidrag till nagon koalition
men gor & andra sidan heller inte nagon skada.

Definition 10.1.6 Tva spelare i och j i ett koalitionsspel (N, v) kallas ut-
bytbara (mot varandra) om

v(SU{i}) = v(SU{j})

for alla delméngder S av N (inklusive S = ()) som inte innehaller spelare 4
eller j.

EXEMPEL 10.1.3 1 spelet i exempel 10.1.1 &r spelarna 2 och 3 utbytbara.
O

Ovning

10.1 Lat oss kalla ett koalitionsspel (N,v) trivialt om ),y v({i}) = v(NN). Visa
att i ett trivialt superadditivt spel &r v(S) = >, g v({i}) for varje koalition S.
Géller motsvarande for varje trivialt kohesivt spel?

10.2 Ett koalitionsspel (N, v) kallas konvezt om
v(SUT)4+v(SNT) >ov(S)+v(T)

for alla koalitioner S och T'.

Visa att ett koalitionsspel &ar konvext om och endast om

A(SU{i}) > AT u{i})
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for alla spelare ¢ och alla koalitioner S O T som spelare 4 inte tillhor. T konvexa
spel vixer alltsa spelarnas incitament att ga med i koalitioner som de inte
tillhor, nér koalitionerna vixer.

10.2 Imputeringar

Att storkoalitionen verkligen bildas #r ett grundldggande antagande i te-
orin for koalitionsspel, och huvudproblemet i spelet (IV,v) blir dérfor att
fordela spelets totala virde v(NN) bland de enskilda spelarna. De olika spe-
larnas nytta efter en sadan férdelning kan beskrivas med hjélp av en vektor
x = (x1,x9,...,2,) 1 R", dir komponenten z; anger nyttan for spelare i.
Eftersom vi ofta kommer att behtva summera nyttan for alla spelare som
tillh6r en viss koalition S, infér vi féljande kompakta beteckningssétt for

sadana summor:
z(S) = Z x;.
€8

Definition 10.2.1 Lat I' = (N, v) vara ett koalitionsspel med &verforbar
nytta. En n-tipel = (21,22, ...,z,) av reella tal kallas

e kollektivt rationell om xz(N) = v(N);

o individuellt rationell om x; > v({i}) for alla ¢ € N.
En vektor & som &r bade kollektivt och individuellt rationell kallas en im-
putering.

Méngden av alla imputeringar i spelet I' kommer att betecknas Z(T").

Varje kollektivt rationell vektor svarar mot en maojlig forlustfri utdelning
av spelets totala vérde till de individuella spelarna, och nér vi i fortsattning-
en diskuterar olika 16sningsforslag pa problemet att fordela virdet, kommer
vi alltid att krdva att 16sningen ska vara kollektivt rationell.

Individuell rationalitet dr ocksa ett naturligt villkor for att samtliga spe-
lare ska acceptera utdelningsvektorn z, ty om x; < v({i}) fér nagon spelare
7 finns det inget incitament fér honom att ga med i storkoalitionen, eftersom
han vinner mer pa att agera helt pa egen hand. (Vi forutsétter att spelarna
ar egoistiskal) Om vi med en ”16sning” till spelet menar en férdelning av
virdet v(IV) som accepteras av alla och i nagon mening dr rimlig och stabil,
sa bor vi alltsa stka denna i méngden av imputeringar. I nésta kapitel kom-
mer vi dock att studera en 16sning som inte nodvandigtvis dr individuellt
rationell.

Sats 10.2.1 [ alla koalitionsspel T' dr mingden Z(T') av imputeringar kon-
vex, sluten och begrdinsad, och i alla kohesiva spel dr den icke-tom.

Bewvis. Méangderna

A:{xeR”\Z:vi:v(N)}

iEN



10.3 Exempel 169

av alla kollektivt rationella vektorer och
B={zeR"|x; >v({i}) forallaiec N}

av alla individuellt rationella vektorer &r bada slutna och konvexa — den
forstndmnda méngden &r ett hyperplan i R™ (en linje om n = 2, ett plan
om n = 3, osv.), och den sistndmnda fas genom att translatera forsta or-
tanten R’ i R™ langs vektorn (v({1}),...,v({n})). Eftersom ett snitt av
slutna méngder &r slutet och ett snitt av konvexa méngder ar konvext och
imputeringsméngden Z(T") &r lika med snittet AN B, &r imputeringsméngden
sluten och konvex.

Imputeringsméngden dr vidare begrinsad, ty for varje x € Z(I') och
i € N géller att

o({i}) < @ = (V) = S < v(V) = S o({k)).
ki ki

I kohesiva spel ér speciellt " v({i}) < v(N). Det gar dirfor att astad-
komma en kollektivt rationell fordelning som ocksa &r individuellt ratio-
nell, dvs. uppfyller olikheterna x; > v({i}) for samtliga spelare i. Man kan
exempelvis séitta z; = v({i}) for alla utom spelare 1, som far resterande
v(N) = > 5 v({i}) viirdeenheter. Imputeringsméngden dr dérfér inte tom
i sadana spel. O

Imputeringsméngden Z(I") &r per definition losningsméngd till ett andligt
antal linjira likheter och olikheter, och en sadan 16sningsméngd kallas (inom
konvexitetsteorin) for en polyeder. Ett kohesivt spels imputeringsméngd &r
med andra ord en icke-tom begrédnsad polyeder.

Ovningar
10.3 Bestam imputeringsméngden for spelet i exempel 10.1.1.

10.4 Tlustrera imputeringsméangden for ett koalitionsspel med tre spelare och vér-
defunktion

a) v({1}) = v({2}) = v({3}) =0,

v({1,2}) = v({1,3}) = 1, v({2,3}) = 2, v({1,2,3}) = 3
b) v({1}) = v({2}) = v({3}) =0,

v({1,2}) =v({1,3}) =v({2,3}) = v({1,2,3}) = 1.

10.3 Exempel

Vi illustrerar de hittills inférda begreppen med nagra exempel.

EXEMPEL 10.3.1 Person 1 dger en tavla som han vérderar till 1000 kr.
Person 2 virderar samma, tavla till 2000 kr, och for person 3 ar tavlan vird
3000 kr. Person 1 kan tédnka sig att ge tavlan till nagon av de Ovriga tva
personerna mot att han far en summa pengar i vederlag.
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Situationen kan formuleras som ett koalitionsspel med 6verforbar nytta
med de tre personerna som spelare, dvs. med N = {1, 2, 3}. For en koalition
S som innehaller taveldgaren definierar vi koalitionsvardet v(.S) som tavlans
virde for den person i koalitionen som vérderar den hogst. For koalitioner S
som inte innehaller taveldgaren sétter vi v(S) = 0. I det férstndmnda fallet
kan man ju inom koalitionen lata tavlan byta dgare sa att personen som
virderar den hogst far den; i det sistndmnda fallet dger ingen koalitions-
medlem nagot av virde.

Virdefunktionen, med vardet angivet i tusental kronor, definieras alltsa
av att v({1}) = 1, v({2}) = v({3}) = v({2,3}) = 0, v({1,2}) = 2 och
v({1,3}) =v({1,2,3}) = 3.

Man verifierar latt att spelet ar superadditivt. Inputeringsméngden

{x€R3|331+$2+x3:3, x1 > 1,29 >0, z3 >0}
ar en triangel i R® med hérn i punkterna (1,2,0), (1,0,2) och (3,0,0).
Genom att eliminera x3 = 3 — x1 — xo och utnyttja olikheten x3 > 0 ser
man att imputeringsméngdens projektion i xjxo-planet ges av olikheterna
1> 1,29 >0, 1 + 29 < 3. Se figur 10.1. O]

x3

(07073)
z2

(1,0) (3,0) w1

Figur 10.1. Den vénstra figuren visar imputeringsméngden for spelet i exempel
10.3.1 och figuren till héger visar dess projektion i zjxo-planet.

EXEMPEL 10.3.2 (En produktionsmodell.) En person #ger en fabrik som
sysselsétter n arbetare. Utan tillgang till maskinerna i fabriken kan arbetar-
na inte producera nagonting av vérde, men i fabriken kan varje grupp om
m arbetare producera produkter med ett sammanlagt virde av f(m), dér
f: Ry — Ry ér en viixande, konkav funktion och f(0) = 0.

Att funktionen f &r konkav betyder att f(k+1)— f(k) < f(k)— f(k—1).
Differensen f(k) — f(k — 1) kallas med ekonomisk jargong for arbetarnas
"marginalprodukt” nér arbetsstyrkan uppgar till £ man, och konkavitetsan-
tagandet innebéar darfor att marginalprodukten avtar ndr man anstéller fler
arbetare.

Vi kan modellera fabriksdgarens och arbetarnas gemensamma produk-
tion som ett koalitionsspel med n+ 1 spelare, dér vi later fabrikséigaren vara
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spelare 0 och arbetarna spelarna 1, 2, ..., n. Virdet v(S) for en godtycklig
koalition S av arbetare och fabrikségare &r lika med produktionsvirdet och
ges av att

0 om0 ¢S,
v(S) =

f(S|—1) omOeS.

Spelet ar superadditivt, ty om S7 och Sy dr tva disjunkta koalitioner och
fabrikségaren tillhér en av dem, S ség, sa ar

v(S1) +0(82) = f(IS1] = 1) +0 < f(IS1 US| —1) =v(S1US,),
beroende pa att funktionen f #r vixande, medan
U(Sl) + U(SQ) =04+0= U(Sl U SQ),

om fabriksidgaren inte tillhér nagon av de tva koalitionerna.
Imputeringsméngden bestar av alla vektorer z = (zg,1,...,x,) med
x; > 0 for alla ¢ och summa " jx; = f(n). O

Néasta exempel handlar om olika omréstningsregler.

EXEMPEL 10.3.3 En virdeenhet ska efter omrostning fordelas bland n per-
soner. For att avgdra om en viss grupp S ska fa dela pa enheten inom sig
kan vi ténka oss olika omrdstningsregler.

Enkel majoritet: Koalitionen S forfogar 6ver enheten om |S| > n/2. Detta
ar ett spel med v(S) =1 om |S| > n/2 och v(S) =0 om |S| < n/2.
Enhdllighet: Koalitionen S forfogar 6ver enheten om och endast om S éar
storkoalitionen. Nu &r forstas v(IN) = 1, medan v(S) =0 om S # N.

Diktatur: Det finns en diktator, spelare 1, som bestdmmer. Koalitionen S
far enheten om och endast om 1 € S. Detta betyder forstas att v(S) = 1 om
och endast om 1 € S.

I majoritets- och enhéillighetsfallen bestar imputeringsmingden av al-
la vektorer z € RY} med ), yz; = 1. I diktatorsfallet bestar impute-
ringsméngden endast av punkten (1,0, ...,0). O

Spelen i exempel 10.3.3 &r exempel pa s. k. enkla spel.

Definition 10.3.1 Ett koalitionsspel (N,v) kallas enkelt om det &r supe-
radditivt och virdefunktionen v bara antar vérdena 0 och 1.

I ett enkelt spel kallas koalitioner S med v(S) = 1 vinnande och koali-
tioner S med v(S) = 0 forlorande.

EXEMPEL 10.3.4 (Transformering av strategiska spel till koalitionsspel) Vi
kan skapa ett koalitionsspel (N,v) av ett strategiskt n-personersspel G =
(N, (As), (u;)) genom att tillata samarbete och definiera virdet v(S) av sam-
arbetet hos en grupp S av spelare som summan av de utdelningar som
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gruppmedlemmarna skulle fa i spelet G om de agerade optimalt gentemot
spelarna utanfor gruppen i en mening som preciseras nedan.

For varje delmiingd S av spelare, forutom S = N, siitter vi S = N \ S
och betraktar foljande tvapersoners nollsummespel mellan radspelaren S
och kolonnspelaren S:

e Radspelarens handlingsméingd ar produktméngden [], g A; av hand-

lingsméngderna for spelarna i S.

¢ Kolonnspelarens handlingsméngd &r produkten [ ], g A; av handlings-
mingderna for spelarna i S.

e Om radspelaren viljer handlingen (a;);cs och kolonnspelaren viljer
handlingen (a;); g, sa far radspelaren beloppet ;g ui(ai,...,a,) av
kolonnspelaren, dvs. summan av de belopp som spelarna i S far av
spelutfallet (a1, as,...,a,) i spelet G.

Detta nollsummespel har ett virde, som per definition &r lika med rad-
spelarens blandade sikerhetsniva, och vi definierar nu S-koalitionens virde
v(S) som detta virde.

Virdet v(S) ar saledes lika med det totala férvintade virde som koali-
tionen S kan garanteras sig #ven om medlemmarna i S skulle gadda ihop
sig och gora sitt bésta for att halla detta varde sa lagt som mojligt.

For storkoalitionen N definierar vi v(N) som det maximala vérdet av
summan y ;. u;(a1, ..., a,) over alla (ay,...,a,) € Ay X -+ X Ay,

Det erhallna koalitionsspelet (IV,v) dr superadditivt, ty om S och T" &r
tva disjunkta koalitioner, s &dr en blandad strategi fér S som garanterar koa-
litionen S utdelningen v(S) och t &r en blandad strategi for 7' som garanterar
koalitionen 7" utdelningen v(7'), sa garanterar den blandade produktstrate-
gin s x ¢t koalitionen S UT utdelningen minst v(S) + v(7T'). Kanske finns det
nagon blandad strategi som ger dnnu storre utdelning, men detta bevisar
att v(SUT) > v(S) +v(T).

Lat oss nu betrakta ett konkret exempel. Tabell 10.1 beskriver utbe-
talningarna i ett strategiskt trepersonersspel, dér varje spelares handlings-
méngd bestar av tva element som kallats 1 och 2.

Vi ska bestimma virdefunktionen v i motsvarande koalitionsspel. Vér-
dena v({1}), v({2}) och v({3}) erhalls genom att i tur och ordning betrakta
de tvapersoners nollsummespel som fas genom att lata koalitionen {1} spela
mot koalitionen {2,3}, koalitionen {2} spela mot koalitionen {1,3}, och
koalitionen {3} spela mot koalitionen {1,2}. Spelmatriserna for dessa tre
spel ser ut som foljer.

Spelare {2,3}

L) (1,2) (2,1) (22)

1 0 1 2 1

Spelare {1} 9 1 9 1 0
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(a1,az2,a3) | ui(ai,az,a3) wuz(ar,az,a3) wus(a,as,as)
(1,1,1) 0 3 3
(1,1,2) 1 1 4
(1,2,1) 2 2 2
(1,2,2) 1 2 1
(2,1,1) 1 2 3
(2,1,2) 2 2 1
(2,2,1) 1 1 2
(2,2,2) 0 3 3

Tabell 10.1. Utbetalningsfunktioner i ett strategiskt trepersonersspel.

Spelare {1,3}
L) (L) 21 (22
3 1 2 2
2 2 1 3

Spelare {2}

Spelare {1,2}

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)
3 2 3 2

4 1 1 3

Spelare {3}

I det forsta nollsummespelet ovan &r kolonnerna nummer 2 och 3 strikt
dominerade, och i det andra spelet &r kolonnerna nummer 1 och 4 strikt
dominerade. Spelen har dérfér samma virden som spelen med matriserna

01 1 2

b e ]
dvs. 0.5 respektive 1.5. I det tredje spelet dr matriselementet 2 i férsta raden
och andra kolonnen en sadelpunkt, sa spelets virde dr 2. Detta innebér att

v({1}) = 0.5, v({2}) =15, v({3})=2.

Vérdena v({1,2}), v({1,3}) och v({2,3}) fas genom att berékna vér-
dena for de tre nollsummespel dédr koalitionen {1,2} spelar mot {3} med
v1 + v2 som utbetalningsfunktion, {1,3} spelar mot {2} med v; + v3 som
utbetalningsfunktion, och {2, 3} spelar mot {1} med v2 + v3 som utbetal-
ningsfunktion. Detta ger oss foljande tre spel:
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{1,1}
{1,2}
(2,1} (2,1} 2,1}
{2,2} {2,2} {2,2}

I det forsta av dessa spel ér raderna 1 och 4 strikt dominerade, i det andra
spelet &r rad 4 svagt dominerad och rad 3 lika med halva summan av raderna
1 och 2, och i det sista spelet &r raderna 2 och 3 strikt dominerade. Spelen
har dirfér samma virden som spelen med matriserna

4 3 3 4 och 6 5
3 4| |5 2 3 6|’
dvs. 3.5, 3.5 och 5.25.

I koalitionsspelet dr saledes

v({1,2}) = 3.5, v({1,3}) = 3.5, v({2,3}) = 5.25.

{1,1}
{1,2}

{1,1}
{1,2}

N | [ |W |
Wk W NN
Wk |[O W |~
W W NN
W k[T O |~
W[ W | o

Storkoalitionens vérde &r lika med det maximala véardet hos vy + v9 + v3
som dr 6 och antas for exempelvis a = (1,1, 1). Detta betyder att

v({1,2,3}) = 6. O

Ovningar
10.5 Visa att i ett enkelt spel &r varje delkoalition av en foérlorande koalition forlo-
rande och varje koalition som innehéaller nagon vinnande delkoalition vinnande.

10.6 Utbetalningsfunktionerna i ett strategiskt trepersonersspel ges av féljande ta-
bell. Transformera spelet till ett koalitionsspel.

(01,02,03) Ul(al,az,as) Uz(a1,az,as) U3(a1,a2,a3)
(1,1,1) 1 2 0
(1,1,2) 2 1 3
(1,2,1) 1 2 1
(1,2,2) 1 3 4
(2,1,1) 4 2 1
(2,1,2) 3 3 3
(2,2,1) 2 3 1
(2,2,2) 4 2 1

10.4 Karnan

I ett strategiskt spel &r Nashjamvikten stabil i den meningen att ingen spe-
lare tjdnar pa att ensidigt byta handling. I koalitionsspel fyller den s. k.
kédrnan motsvarande funktion — en imputering tillhér kdrnan om det inte
I6nar sig for nagon grupp av spelare att lamna storkoalitionen och bilda en
koalition som fordelar koalitionsvirdet bland sina medlemmar.
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Definition 10.4.1 Lat I' = (N, v) vara ett koalitionsspel med 6verforbar
nytta. Spelets kdrna IC(T') bestar av alla imputeringar  med egenskapen
att
2(S) = ai > v(S)
€S
for alla koalitioner S.

Om en imputering z inte tillhor kdrnan, sa finns det alltsa en koalition S
sadan att z(S) < v(S), och genom att for varje spelare 7 i koalitionen S 6ka
x; en smula, kan vi astadkomma en vektor y med egenskapen att y; > x; for
alla i € S och y(S) = v(95). Detta innebér att samtliga spelare i koalitionen
S skulle tjana pa att ldmna storkoalitionen och sedan inbérdes dela pa det
som de kan astadkomma pa egen hand som koalition. En virdeférdelning
som inte tillh6ér kdrnan kan dérfor inte vara stabil; det finns alltid nagon
koalition som &r forfordelad och som har nagot att vinna pa att bryta sig
loss.

Sats 10.4.1 Ftt koalitionsspels kdrna dr en sluten konver mdngd.

Bevis. Karnan ar 16sningsméngden till ett system av linjara likheter och
olikheter, ndmligen likheten

ZieN z; = v(N)
och olikheterna
Sies i > v(S)

for alla koalitioner S. Detta innebér att kdrnan ar ett snitt av slutna halvrum
i R™, dvs. en konvex polyeder. ]

Sats 10.4.2 Koalitionsspel med icke-tom kédrna dr kohesiva.

Bevis. Antag att & tillhor kidrnan i spelet I' = (N, v). For varje partition
{51, 52,...,Sk} av spelarméngden N &r da

v(S1) +v(S2) + -+ +v(Sk) S E(51) + £(52) + -+ - + £(Sk) = L(N) = v(N),
vilket visar att spelet &dr kohesivt. O

Icke-kohesiva spel har foljaktligen tom kérna, men &ven kohesiva spel
kan ha tom kérna, som foljande exempel visar.

EXEMPEL 10.4.1 Trepersonersspelet med vérdefunktion v({1}) = v({2}) =
v({3}) = 0, v({1,2}) = v({1,3}) = v({2,3}) = a och v({1,2,3}) = 1 &r
kohesivt om 0 < ¢ <1 och har tom kirna om a > %

Ett nodvéndigt villkor for att en imputering (x1,z9,z3) skall tillhora
kdrnan ar ndmligen att x7 + 22 > a, 1 + 3 > a och x9 + x3 > a.
Genom att addera dessa villkor samt utnyttja att x1 + xo + x3 = 1 far vi
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det nodvéndiga villkoret 2 = x1 + 2 + 1 + T3 + 22 + x3 > 3a for icke-tom
kérna, dvs. a < % O

EXEMPEL 10.4.2 Vi ska bestdmma kérnan for spelet om tavlan i exem-
pel 10.3.1. Eftersom vérdefunktionen #r v({1}) = 1, v({2}) = v({3}) =
v({2,3}) =0, v({1,2}) = 2 och v({1,3}) = v({1,2,3}) = 3, bestar kirnan
av 16sningarna till systemet

121, 29>0, 23>0
T1+x22>2, x1+x3>3, T2 +232>0
T + T + 3 = 3.

Om man anvinder den sista ekvationen for att eliminera x3 = 3 — x1 — 2,
sa kan de 6vriga olikheterna skrivas

r1>1, 2920, 3—x1—222>0, x1+22>2, 3—22>3, 3—x1>0.

Det foljer nu efter forenkling att o = 0 och 2 < x7 < 3. Kérnan bestar
saledes av alla fordelningar som har formen = = (¢,0,3 —¢), dir 2 < ¢ < 3.

Person 1 bor saledes ge tavlan till person 3 mot att han som vederlag
far ¢ (tusen) kronor, dir ¢t &r nagot tal mellan 2 och 3. Person 2 far inte
nagonting, men han spelar dnda en viktig roll. Det dr tack vare honom som
person 1 kan kriva att fa minst 2 (tusen) kronor for tavlan. O

ExXEMPEL 10.4.3 Vi ska bestamma k&rnan fér produktionsmodellen i ex-

empel 10.3.2: fabrikséigaren (spelare 0), n arbetare (spelare 1,2,...,n) och
véardefunktionen

0 0¢5S

U(S) — { om ¢ 9

£(S]—=1) omo0eS.

Funktionen f antas vara vixande och konkav, och f(0) = 0.

Enligt definitionen tillhér en utbetalningsvektor = = (xg,x1,...,%y)
kdrnan om och endast om foljande olikheter och likhet &r uppfyllda for
alla delméngder A av arbetarméngden N = {1,2,...,n}:

(i) d >0

€A

(i) zo+ > _xi > f(IA])
€A

(i) zo+ > x; = f(IN|).
iEN

Olikheterna i (i) &r uppfyllda om och endast om z; > 0 for alla arbetare
i, och genom att kombinera likheten (iii) med olikheten (ii) i det fall da
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A = N\ {k}, dvs. da A bestar av alla arbetare utom en och foljaktligen
|A| =n — 1, far vi olikheten

f(n) = F(N|) =z + 20+ > _ @i > wp + f(JA]) = 2 + f(n— 1)
icA

med slutsatsen att

(iv) 0<uzr < f(n)—f(n—1) for alla k € N.

Olikheterna i (iv) &r dérfor ett nodvéndigt villkor for att vektorn x ska
tillhora kdrnan. Vi ska nu omvént visa att (iv) i kombination med likheten
(iii) ocksa &r ett tillrdckligt villkor.

Antag dérfor att (iv) géller och definiera xp med hjilp av (iii). Da &r
forstas villkoren (i) och (iii) uppfyllda, och villkoret (ii) géller i fallet A = N,
sa det aterstar bara att visa att (ii) ocksa géller for alla arbetarméngder A
med |[A] <n—1.

Enligt forutsédttningarna ar funktionen f konkav; detta medfor att

f(n) = fin=1) < f(k) = f(k-1)

for alla k € N. For varje heltal m i intervallet [0, n — 1] far vi dérfor foljande
olikhet:

n

(n=m)(f(n) = fln=1)) < > (f(k) = f(k=1))) = f(n) = f(m).

k=m+1

Lat nu A vara en godtycklig dkta delméngd av arbetare sa att |A| < n—1.
Genom att utnyttja foregaende olikhet med m = |A| och antagandet att (iv)
giller far vi nu foljande olikhet, som visar att (ii) géller.

xo—i-ij:wo-i—ij— Z ij:f(n)_ Z Zj

jeA JEN JEN\A JEN\A
> f(n)— Y (f(n) = f(n—1))
JEN\A
= f(n) = (n = [A])(f(n) = f(n = 1)) = f(n) — (f(n) = f(IA])
= f(IA]).
Spelets kirna bestar saledes av alla imputeringar (zg,z1,...,z,) som

uppfyller 0 < xp < f(n) — f(n — 1) fér samtliga arbetare k. Den nytta en
arbetare far av en imputering i kdrnan adr med andra ord maximalt lika med
marginalprodukten for den sist anstéllde arbetaren. O
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Ovningar

10.7 Bestam kérnan i ett koalitionsspel ({1,2,3},v), dar v({1}) = 1, v({2}) = 2,
v({3}) = -1, v({1,2}) =4, v({1,3}) = 1, v({2,3}) = 2, v({1,2,3}) = 4.

10.8 Visa att spelet i exempel 10.4.1 har icke-tom kérna om 0 < a < % och bestdm
kérnan.

10.9 Visa att om imputeringen x tillhor ett koalitionsspels kdrna och spelare i &r
en statist, sa ar x; = 0.

10.10 Antag att = tillhor ett koalitionsspels kidrna och att spelarna i och j ar
utbytbara. Visa att i sa fall ligger ocksa den imputering, som fas av x genom
att lata x; och z; byta plats med varandra, i spelets kédrna.

10.11 Bestédm kérnan i omrostningsspelen i exempel 10.3.3 i fallen
a) enkel majoritet b) enhillighet c¢) diktatoriska beslut.

10.12 En spelare 7 i ett enkelt spel (N, v) kallas en vetospelare om v(N \ {i}) = 0.

Visa att ett enkelt spel har en icke-tom kidrna om och endast om det finns
atminstone en vetospelare, och beskriv i detta fall kdrnan.

10.13 Ett koalitionsspel med véardefunktion v kallas symmetriskt om virdet v(S)
bara beror av antalet medlemmar i koalitionen S, dvs. om v(S) = f(|S]) for
nagon funktion f. (I ett symmetriskt spel dr uppenbarligen varje spelare utbyt-
bar mot varje annan spelare.)

a) I ett symmetriskt trepersonersspel dr f(1) = 0, f(2) = a och f(3) = 3. For
vilka véarden pa a dr kdrnan icke-tom?

b) I ett symmetriskt fyrapersonersspel ar f(1) = 0, f(2) = a, f(3) = b och
f(4) = 4. For vilka viirden pa a och b &r kérnan icke-tom?

c) I ett symmetriskt n-personersspel dr f(n) = n. For vilka virden pa f(k) dr
kérnan icke-tom?

10.14 T spelet (N,v) finns det tva olika spelartyper, som bildar varsin delméngd
P och Q av N, vilket innebér att N = PUQ och PN Q = (. Spelets
vardefunktionen definieras av att

v(S) =min{|SN P|,|SNQI}.

(Spelet brukar ga under namnet handskmarknaden pa grund av foljande tolk-
ning. Varje spelare i P &ger en vinsterhandske och varje spelare i @) éger en
hogerhandske. Om j spelare i P och k spelare i @) gar samman i en koalition,
s forfogar koalitionen 6ver min{j, k} handskpar som vart och ett #r virda 1.
Udda handskar saknar vérde.)

Bestdm spelets kédrna nér

a) |Pl=1Q|=2 b) |P|=2och |Q| =3 ¢) |P] och |Q] dr godtyckliga.

10.5 Karakterisering av spel med icke-tom kirna

Kérnan i ett koalitionsspel &r definierad som losningsméangden till ett system
av linjdra olikheter. Problemet att 16sa detta system kan formuleras om som
ett linjért minimeringsproblem, och genom att betrakta det duala maxime-
ringsproblemet kan man hérleda ett nédvéndigt och tillrackligt villkor for
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att kirnan ska vara icke-tom. Villkoret, ett slags konvexitetsvillkor, gavs och
bevisades forst av Olga Bondareva och senare, men oberoende av henne, av
Lloyd Shapley, och for att kunna formulera det behdver vi en definition.

Definition 10.5.1 Lat som tidigare C beteckna méngden av alla koalitioner
i koalitionsspelet (N,v), och lat C(i) beteckna méngden av alla koalitioner
som innehaller spelare i. En kollektion (Ag)sec av icke-negativa reella tal
Ag kallas en balanserad viktsamling om

(1) Z As =1 for alla spelare i.
Sec(i)

Koalitionsspelet (IV,v) kallas balanserat om

Z v(S)As < v(N)

SeC

for alla balanserade viktsamlingar (Ag)sec-

EXEMPEL 10.5.1 Tett spel med fyra spelare far vi en balanserad viktsamling
genom att sétta A\fj o) = Af13) = Af14) = %, A2,34) = % och Ag = 0 for alla
ovriga koalitioner S. 0

ExXEMPEL 10.5.2 Trepersonersspelet i exempel 10.4.1 med vérdefunktion
o({1}) = v({2}) = v({3}) = 0, v({1,2}) = v{L,3}) = v({2.3}) = a
och v({1,2,3}) = 1 &r inte balanserat om a > % Fér den balanserade
viktsamlingen

My =AMy = A =0, Mgy = Ay = Mgy = 30 Mgy =0

dr namligen

Z’U(S))\S =3-1.-a=3a>v({1,2,3})
Sec

oma>%. O

Har foljer en intuitiv tolkning av begreppet balanserat spel. Antag att
spelarna i spelet (N, v) ska utfora vissa arbetsuppgifter. Om en koalition
S av spelare arbetar med uppgifterna under \g tidsenheter erhalls utbetal-
ningen v(S5)Ag. Varje enskild spelare har totalt 1 tidsenhet till forfogande,
som han maste fordela pa de olika koalitioner S som han ingar i. Detta &r
uppenbarligen mojligt for samtliga spelare om och endast om vikterna Ag
bildar en balanserad familj. Spelet &r balanserat om det inte finns nagot sétt
att fordela tiden som gor att koalitionerna tillsammans far en utbetalning
> v(S)As som overskrider v(N).

Vi 6vergar nu till att visa hur man kan avgéra om ett spel &r balanserat
och om kéirnan dr icke-tom genom att losa tva duala linjairprogrammerings-
problem. Lat (N, v) vara ett godtyckligt koalitionsspel, och lat A beteckna
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méngden av alla balanserade viktsamlingar. For den speciella balanserade
viktsamling som fas genom att sétta Ag = 0 for alla koalitioner S utom
storkoalitionen och Ay = 1, dr Y g v(S)As = v(IN). Definition 10.5.1
innebér darfor att koalitionsspelet (IV,v) &r balanserat om och endast om
maximeringsproblemet

(2) Maximera Z’U(S))\S da (As)sec € A
Sec

har v(V) som sitt maximala vérde.

Notera att maximeringsproblemet (2) &r ett linjért programmeringspro-
blem eftersom malfunktionen ) g - v(S)As &r linjar i variablerna Ag och
A &r losningsméngden till det linjira system av likheter och olikheter som
bestar av de n stycken linjéra ekvationerna (1) och de 2" — 1 stycken linjéra
olikheterna Ag > 0.

Vi kan skriva maximeringsproblemet pa matrisform genom att numrera
spelets koalitioner som Sy, So, ..., Son_1, lata A och v vara kolonnmatriserna
av dimension 2" — 1 med Ag, resp. v(.S;) som element pa plats ¢, lata 1 vara
kolonnmatrisen av dimension n bestaende av idel ettor, sitta

1 omiéesS;
P
Y 0 omi¢S;,

och definiera A = [a;;] som matrisen av typ n x (2" —1) med a;; som element
pa plats (i,7). Med dessa matriser och ¢ som transponering #r

D v(S)As = viA

SeC
och
on_1
D As =D ks,
SeC(i) Jj=1

vilket betyder att ekvationssystemet (1) kan skrivas pa formen

A\ =1.
Maximeringsproblemet (2) far dirigenom den kanoniska formen
(2" Maximera v’ da
Al=1
A>0.

EXEMPEL 10.5.3 For ett koalitionsspel (INV,v) med tre spelare och koa-
litionerna numrerade som S; = {1}, S2 = {2}, S5 = {3}, S4 = {1,2},
Ss ={1,3}, S¢ = {2,3}, S7 = {1, 2,3} blir A matrisen

1001101
0101011
0010111



10.5 Karakterisering av spel med icke-tom kirna 181

Spelet &r balanserat om och endast om maximeringsproblemets optimala
virde ér lika med v(S7). O

Vi kan alltsa avgodra om ett spel &dr balanserat eller ej genom att 16sa
det linjira programmeringsproblemet (2’). Vi kan ocksa avgora om spelet
har en icke-tom kérna och om sa &r fallet bestdmma kédrnan genom att 16sa
ett annat linjart programmeringsproblem. Kérnan bestar av alla vektorer i
méngden

X ={xeR"|z(S) >v(S) for alla S € C}

som ocksa satisfierar det kollektiva rationalitetsvillkoret

Maéngden X &r forstas inte tom eftersom den innehaller alla vektorer x € R™
vars samtliga koordinater &r tillriackligt stora. Om kérnan &r tom, s& beror
det darfor pa att z(N) > v(N) for alla vektorer z € X.

Ett nodvéandigt och tillrdckligt villkor for icke-tom kérna &r med andra
ord att det minsta vérde som (V) antar nér = varierar 6ver mangden X &r
lika med v(NV). Vi kan dérfér avgéra om kérnan &r tom eller ej genom att
studera minimeringsproblemet

(3) Minimera z(N) da z € X.

Om problemets minimivérde &r storre &n v(N) &r kérnan tom, och om mi-
nimivérdet dr lika med v(N) dr kdrnan lika med méngden av alla minimi-
punkter.

Minimeringsproblemet &r ett linjart programmeringsproblem, eftersom
malfunktionen

z(N) = Zajz =1z

iEN
ar linjar och definitionsméngden X bestar av alla 16sningar till det linjara
systemet

n
z(S;) = Z Ty = Zaiﬂi >v(S;), j=12,...,2" -1,
i€S; i=1
som pa matrisform kan skrivas
Alz > v.
Pa matrisform far dérfér minimeringsproblemet (3) formen

(3" Minimera 1'z da
Alx >v
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Optimeringsproblemen (2') och (3') &r exempel pa duala linjarprogram-
meringsproblem, och enligt en viktig sats inom teorin for linjar program-
mering, dualitetssatsen, har duala optimeringsproblem med tillatna punkter
samma optimala vérde. I foreliggande fall dr saledes maximivirdet for max-
imeringsproblemet (2') lika med v(N) om och endast minimeringsproblemet
(3') har v(N) som minimivirde. Ddrmed har vi bevisat foljande sats.

Sats 10.5.1 (Bondareva—Shapleys sats)  Ett koalitionsspel (N,v) har en icke-
tom kdrna om och endast om det dr balanserat.

Robert Aumann har givit ett alternativt bevis for Bondareva—Shapleys
sats, som vi nu ska beskriva, genom att utnyttja ett intressant samband mel-
lan kdrnan i ett koalitionsspel och Nashjdmvikterna i ett till koalitionsspelet
associerat nollsummespel.

Lat oss borja med att konstatera att det inte dr nagon inskrdnkning att
anta att viardefunktionen i de koalitionsspel som vi studerar &r positiv, dvs.
att v(S) > 0 for alla koalitioner S. Detta foljer av f6ljande enkla lemma.

Lemma 10.5.2 Lat (N,v) vara ett koalitionsspel, lat a = (a1,as,...,an)
vara en vektor i R™, och definiera en ny vdrdefunktion w genom att sdtta

w(S) =v(S) + a(S)

for alla koalitioner S. Da gdller:
(i) = dr en imputering i koalitionsspelet (N,w) om och endast om x — a
dr en imputering i koalitionsspelet (N, v);
(ii) x ligger i kdrnan till (N,w) om och endast om x — a ligger i kirnan
till (N,v);
(iii) Spelet (N,w) balanserat om och endast om spelet (N, v) dr balanserat.

Bevis. Pastaendena (i) och (ii) dr triviala.
(iii) For balanserade viktsamlingar (Ag)sec ér

Z Asw(S) = Z )\5<U(S) + Zal) = Z Asv(S) + Z Z)\Sai

SeC SeC €S SeC SeC ieS
= ZAs’U "‘Z Z Asa; = Z)\Sv +Zal Z As
SeC 1€N SeC(i) SecC €N SeC(i
:Z)\sv +Za¢:Z)\5U(5’)+a N),
SeC iEN SeC

vilket ger att D gco Asv(S) < v(N) om och endast om ) g0 Asw(S) <
v(N) + a(N) = w(N), och bevisar pastaende (iii). O

Virdefunktionen w i i lemma 10.5.2 &r positiv om talen a; &r tillréckligt
stora positiva tal, sa for att bevisa Bondareva—Shapleys sats riacker det pa
grund av lemmat att géra detta for koalitionsspel med positiv virdefunktion.
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Antag dérfor att (INV,v) ar ett godtyckligt koalitionsspel med positiv
virdefunktion v, och lat G(N,v) beteckna det tvapersoners nollsummespel
i vilket N &r radspelarens handlingsméngd, méngden C av alla koalitioner
ar kolonnspelarens handlingsméngd, och utbetalningen a;g till radspelaren,
om denne véljer alternativet ¢ € N och kolonnspelaren véljer alternativet
S € C, ges av att

e — v(N)/v(S) omieglsS,
ZS 0 omi ¢ S.

Lemma 10.5.3 For virdet v* av nollsummespelet G(N,v) giller féljande:
(i) 0 <v* <1.
(ii) Koalitionsspelet (N,v) dr balanserat om och endast om v* = 1.

Bevis. (i) Den blandade strategin 2 = (1,1,... 1) ger radspelaren en

forvéintad utbetalning U(Z,S) som &r positiv, oavsett vilket handlingsal-
ternativ S som kolonnspelaren véljer, ty

_ B 1 v(IN S|v(N
U(:U,S)ZZais:w: ﬁz v((S)) = |n‘v((S)> > 0.
iEN €S

Det foljer att nollsummespelets virde v*, som ér lika med radspelarens blan-
dade sdkerhetsniva, &r positivt.

Kolonnspelaren kan & andra sidan hindra radspelaren fran att fa en
hogre forvintad utbetalning &n 1 genom att vilja handlingen N, ty eftersom
a;y =1 for alla 4, &r radspelarens forvéntade utbetalning U(x, N) lika med
1 for alla blandade strategier x, vilket medfér att v* < 1.

(ii) Antag att koalitionsspelet dr balanserat, och lat y = (ys)sec vara en
optimal strategi for kolonnspelaren i nollsummespelet. Da &r den férviantade
utbetalningen till radspelaren hogst lika med v* oavsett vilken ren strategi
1 som radspelaren véljer, vilket betyder att

> aisys =Y US}]@;‘JS <o,

sec Sec(i)

dvs.

N
Z v(NV)ys <1 for alla 1.
sec(i)

Definiera nu vikterna (Ag)sec genom att sétta
v(N)ys
v(S)v*

As = v(NV)ys
- mS={i},i=12,...,n
(Spe cmS={}i=12...n
SeC()\{i}

om S bestar av fler &n en spelare,
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Viktsamlingen (As)sec ér balanserad, och for koalitionerna {i} med bara en
medlem géller att
v(N i
Ay > v
v({i})v

Eftersom koalitionsspelet &r balanserat, dr déarfor

2 3 aset) 2 3 ghns) = "0 S = M0
SeC

Sec SeC

vilket ger olikheten v* > 1, och det foljer nu av del (i) av lemmat att v* = 1.
For att bevisa omvandningen antar vi att koalitionsspelet inte &r balan-
serat, dvs. att det finns en balanserad viktsamling (Ag)gsec sadan att

A= " Agu(S) > v(N),

och ska visa att detta medfor att v* < 1.

Sitt ys = Asv(S)/A. Da dr yg > 0 for alla S € C och Y g pys = 1, sa
y = (ys)sec ar en blandad strategi for kolonnspelaren, och for den strategin
ar den forviantade utbetalningen U(i,y) till radspelaren, givet att denne
véljer handlingsalternativet 1,

Y)=> aisys = Y Z((];))U(j g = - Z As

Sec Sec(i) Sec(i)

for varje i € N. For spelets virde giller déarfor att v* < v(N)/A < 1. O]

Vi far nu foljande samband mellan kérnan i koalitionsspelet (N, v) och
Nashjémvikterna i nollsummespelet G(N,v).

Sats 10.5.4 Lat (N,v) vara ett koalitionsspel med positiv virdefunktion v
och lat x vara en vektor ¢ R™. Da dr foljande tva pastaenden ekvivalenta:
(i) x tillhor koalitionsspelets kirna.
(ii) Koalitionsspelet dr balanserat och v(N)~'z dr en optimal blandad stra-

tegi for radspelaren i nollsummespelet G(N,v).

Bevis. (i) = (ii): Antag att * = (z1,%2,...,%y) ligger i kirnan. Da &r
Y icg Ti > v(S) for alla koalitioner S med likhet fér S = N, och det foljer
att z = v(N) !z &r en blandad strategi for radspelaren i nollsummespelet
som uppfyller

V(N
Zazszz—z ((S)) Z%Zl

€S

for alla koalitioner S. Strategin z ger med andra ord radspelaren en férvéantad
betalning som, oberoende av kolonnspelarens val av handling, &r storre &n
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eller lika med 1, vilket innebér att nollsummespelets virde v* &dr storre &n
eller lika med 1. Lemma 10.5.3 medfor nu att v* = 1 och att koalitionsspelet
ar balanserat. Slutligen &r strategin z optimal eftersom v* = 1.

ii) = (i): Antag att koalitionsspelet &#r balanserat, och att z = v(N) 1z
g p )

ar en optimal strategi for radspelaren. Nollsummespelets virde dr enligt
foregaende lemma lika med 1, och detta medfor att

T8 2T L) T 2 e ]

1EN

for alla koalitioner S. Saledes &r ), g x; > v(S) for alla S, vilket visar att
imputeringen x ligger i koalitionsspelets kérna. O

Eftersom det finns optimala blandade strategier i varje nollsummespel,
foljer det nu omedelbart av sats 10.5.4 (och lemma 10.5.2) att ett koalitions-
spel har icke-tom kéirna om och endast om det ar balanserat.

Ovning

10.15 Visa att koalitionsspelet ({1,2,3,4},v) med virdena v({1,2}) = v({1,3}) =
v({1,4}) = v({2,3,4}) = 3, v({1,2,3,4}) = 4 och v(S) = 0 for alla andra
koalitioner S, &r obalanserat och foljaktligen har tom kérna,

10.16 Ett koalitionsspel (N, v) dr konvext om v(SUT) +v(SNT) > v(S) +v(T)

for alla koalitioner S och T. (Se 6vning 10.2.) Visa att kdrnan i ett konvext
spel med n spelare &r icke-tom genom att visa att utbetalningsvektorn x =
(A1(S1), A2(S2), ..., An(Sy)), dér S; ar koalitionen {1,2,...,4}, ligger i kér-
nan.

[Ledning: Visa att om T = {iy,4s,...,4} ar en godtycklig koalition bestaende
av k medlemmar i vixande nummerordning, sa &r x;, > v(T) — o(T \ {ix}).
Hérav foljer genom upprepning att «(T) = z;, + x4y _, + -+ + x4, > 0(T).]

10.6 Nwukleolen

Kérnan i ett koalitionsspel kan, som vi har sett exempel pa, vara tom. Den
kan & andra sidan ocksa vara stor och lika med hela imputeringsméngden.
Kéarnan ger darfor sillan nagon entydig losning pa problemet att fordela
storkoalitionens virde pa spelarna. I det hér avsnittet ska vi introducera
en unik 16sning for alla spel med icke-tom imputeringsméngd, den s. k.
nukleolen.

Nukleoll6sningen &r en imputering som i en precis mening minimerar de
invindningar som koalitionerna kan tdnkas ha mot olika moéjliga sétt att
fordela storkoalitionens virdetillgang. For att kunna kvantifiera koalitioner-
nas invindningar behover vi déarfor forst féljande definition.
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Definition 10.6.1 Lat (NV,v) vara ett koalitionsspel med n spelare, och
definiera for varje koalition S en funktion eg: R™ — R genom att for x € R”
satta
es(z) = v(S) — () = v(S) = >z
€S
Nér = dr en imputering, kallar vi eg(x) for S-koalitionens dverskott av im-
puteringen.

Overskottet eg(x) #r forstas vad som blir 6ver av koalitionen S:s viirde
nér alla spelarna i koalitionen fatt sitt, och detta 6verskott kan tolkas som
ett matt pa koalitionens missngje eller invandning mot imputeringen z. Ju
storre Overskott desto storre anledning har uppenbarligen koalitionen att
motsitta sig imputeringen. Det ligger darfor i koalitionernas intresse att
forséka minimera overskotten. Problemet &r forstas att nir en koalitions
overskott minskas sa Okar Gverskottet for nagon annan koalition. Vi maste
dérfor definiera hur 6verskotten ska minimeras.

Storkoalitionens Gverskott av en imputering dr alltid noll pa grund av
kravet att imputeringar ska vara kollektivt rationella, s& nér vi fortsitt-
ningsvis betraktar de olika koalitionernas 6verskott och skall minimera dessa,
behover vi inte bry oss om storkoalitionen.

Notera ocksa att en imputering z tillhoér kdrnan om och endast om varje
koalition S:s 6verskott eg(z) &r mindre &n eller lika med noll.

ExXEMPEL 10.6.1 Vi ska studera ett koalitionsspel med tre spelare och infor
darfor foljande beteckningar for spelets sju koalitioner: S; = {1}, Sy = {2},
Ss = {3}, Sa ={1,2}, S5 = {1,3}, Se = {2,3}, S7 ={1,2,3}.

Virdefunktionen i koalitionsspelet definieras av att v(S1) = v(S2) = 0,
U(Sg) = 3, U(S4) = 6, ’U(S5) = 9, 1}(56) = ’U(S’z) =12.

Koalitionernas 6verskott av en imputering = ges av foljande uttryck:

es, (x) = —x1, es,(x) = —x2, esy(x) =3 —x3, eg,(x) =6 — 21 — 2,

es,(x) =9 —x1 — a3, egy(z) =12 — 9 — 23.

Vi ska nu beréikna dessa 6verskott for nagra specifika imputeringar. For
y = (3,3,6) far vi tabellen:
Koalition S ‘ S1 Sy S3 Sy Ss  Sg
Overskott es(y) | -3 -3 -3 0 0 3
Hér ar det koalitionen Sg som har storst anledning att vara missnéjd
eftersom den har storst overskott. Lat oss dérfor oka pa tilldelningen till
spelare 3 pa bekostnad av spelare 1 och understka 6verskotten fér impute-
ringen z = (2,3,7):
Koalition S ‘ Sl SQ 53 S4 55 56
Overskott eg(2) ‘ -2 -3 —4 1 0 2
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Nu blev det béttre, men koalitionen Sg har fortfarande anledning att vara
missndjd med utdelningsforslaget eftersom dess 6verskott dr storst. Lat oss
vara drastiska och flytta 6ver spelare 1:s tva enheter till spelare 2, vilket ger
oss imputeringen v = (0, 5, 7). Overskottstabellen far nu foljande utseende:

Koalition S ‘ 51 SQ 53 54 S5 Sﬁ
Overskott es(v) | 0 -5 —4 1 2 0

Nu kan koalitionen Sg vara n6jd, men istéllet kan koalitionen S5 resa lika
stora invéndningar mot utdelningsférslaget v som Sg mot z.

Kan vi jamfora de bada imputeringarna z och v? Vilken ar béast? Bada
ar tydligen lika daliga for de koalitioner som far storst 6verskott, Sg respek-
tive S5. Bada ar ocksa lika daliga for koalitionerna med det nést storsta
overskottet, i bada fallen Sy, och for koalitionerna med det tredje storsta
overskottet, S5 resp. S7 eller Sg. Men z dr béttre dn v for koalitionen med
det fjarde storsta overskottet i respektive fall. Imputeringen 2z ger ndmligen
S1 pa fjirde plats 6verskottet —2, medan v ger Sg (pa delad fjérde plats)
overskottet 0. Pa den grunden démer vi till z:s férdel, och anser foljaktligen
att z dr en béttre (rédttvisare) imputering &n v.

Vi provar nu med att flytta tillbaka en enhet fran spelare 2 till spelare
1, vilket ger oss imputeringen w = (1,4, 7) med foljande 6verskott:

Koalition S ‘ 51 52 53 54 55 Sﬁ
Overskott eg(w) ‘ -1 -4 -4 1 1 1

Nu ér det maximala Overskottet 1, och det antas av koalitionerna Sy,
S5 och Sg. Kan vi gora det maximala 6verskottet &nnu mindre? Nej, enda
sittet att minska det 6verskott som w = (wq, we, ws) ger koalitionen Sy, dr
att oka wy + ws och da maste wy + w3 eller wo + w3 minska, vilket gor att
overskotten for Sy eller Sg Okar. Givet att overskotten ar 1 for koalitioner-
na Sy, S5 och Sg kan vi heller inte forbéttra situationen for nagon av de
ovriga koalitionerna, eftersom ekvationerna eg,(w) = eg,(w) = eg,(w) = 1
bestdmmer w entydigt.

Den imputering som vi kommit fram till, w = (1,4, 7), minimerar i nagon
mening koalitionernas missnéje, och utgor spelets nukleol. O

Vi kommer att jamfora overskottsvektorerna (eg, (), es, (), ..., es,(x))
i koalitionsspel med n spelare med hjalp av den lexikografiska ordningen <
pa RP, dar p = 2™ — 2. Vi paminner da om att enligt den lexikografiska
ordningen &r

(041,042, cee 7ap) <i (/8176% cee 7/317)

om det finns ett index k < p sa att a; = §; for alla i < k och oy, < Si.
En vektor a dr med andra ord lexikografiskt mindre &n vektorn g om
ap < [ for det forsta koordinatindexet k dir vektorernas koordinater &r
olika. Exempelvis giller i R3 att (1,5,6) <; (2,1,4) <; (2,2,1) <; (2,2,2).
Vi skriver a <; § for att ange att @ <; B eller a = .
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Vi behover ocksa anvinda oss av den avtagande omordningen av en vek-

tor o = (a1, g, . .., ap); med den avtagande omordningen o av vektorn «
menas den vektor o = (a;,, a4y, ..., q;,) som fas genom att skriva koordi-
naterna ai, g, ..., qp i avtagande ordning, dvs. o > @y > -+ > @,

Exempelvis dr (4,8,3,9)* = (9,8,4,3).

Definition 10.6.2 Lat I' = (N,v) vara ett koalitionsspel med n spelare,
och lat (Sj)§:1 vara spelets p = 2™ — 2 koalitioner férutom storkoalitionen,
uppriknade i nagon godtycklig ordning. Vi definierar ordningsrelationen <
pa imputeringsméngden Z(I") genom villkoret

T=Y < (651 (x)v €Sy ($)7 KR esp(x))* <i (651 (y)v 65'2(?/)7 s 765;)(9))*'

Vi skriver vidare x = y om = < y eller x = y, vilket innebér att

Ty = (651 (x)v €Sy (1’), S 65p<x))* <i (651 (Z/), 65’2(9)7 s 7eSp(y))*'

Att £ < y betyder med andra ord att koalitionernas overskott, da de
ordnas i avtagande ordning, &r lexikografiskt mindre fér imputeringen = &n
for imputeringen y.

Definition 10.6.3 Med nukleolen N'(T') till ett koalitionsspel I menas méng-
den av alla imputeringar i imputeringsméngden Z(I') som #r minimala med
avseende pa ordningen =, dvs.

NT)={z€Z) |z 2y forallay € Z(T)}.

Definitionen innebér att en imputering i nukleolen

e bland alla imputeringar har det minsta stérsta koalitionséverskottet,

e bland alla imputeringar med samma minsta storsta koalitionséverskott
har det minsta nést storsta koalitionséverskottet,

e bland alla imputeringar med samma minsta storsta koalitionséverskott
och samma minsta nést storsta koalitionséverskott har det minsta
tredje storsta koalitionsoverskottet,

® Osv.

For att berdkna nukleolen behdver vi alltsa 16sa en serie minimeringspro-
blem.

EXEMPEL 10.6.2 Vi atervéander till exempel 10.6.1, dér vi beréiknade 6ver-
skottsvektorerna for imputeringarna y = (3,3,6), z = (2,3,7), v = (0,5,7)
och w = (1,4,7). For de avtagande omordningarna e(x)* av 6verskottsvek-
torerna e(x) = (eg, (x),es,(x), ..., es,(x)) giller:

e(y)* =(3,0,0,-3,-3,-3), e(2)" =(2,1,0,—2, -3, —4),

e(v)* =(2,1,0,0,—4,-5), e(w)* =(1,1,1,—1,—4, —4).

Vi ser att e(w)* <; e(2)* <; e(v)* < e(y)*, vilket f6r imputeringarnas del
betyder att w < z < v < y. I exempel 10.6.1 visade vi ocksa att w &r det
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unika minimala elementet med avseende pa =<, vilket innebér att spelets
nukleol &r lika med {w}. O

En nodvindig forutsattning for att det ska finnas nagon nukleollésning
ar forstas att imputeringsméngden Z(T') inte &r tom. Denna forutsidttning
ar ocksa tillriacklig, och vi har foljande sats.

Sats 10.6.1 Alla koalitionsspel med icke-tom imputeringsmdngd har en
unik nukleol som bestar av en enda imputering.

Beviset for satsen bygger pa foljande lemma.

Lemma 10.6.2 Antag att funktionerna fi1, fa,..., fp dr konvexa och defi-
nierade pa nagon konvex mdingd X, och definiera funktionen g pa X genom
att satta

g(z) = max{fi(z), fa(x),..., fr(z)}.

Antag vidare att funktionen g har ett minimivdrde m, och lat M beteckna
mdangden av alla minimipunkter till g. Da finns det ett index i med egenska-
pen att fi(x) =m for alla v € M.

Bewis. Vi noterar forst att
M ={z € X | fi(z) < m for alla index ¢ och f;(z) = m f6r nagot index i}.

Lat nu zg vara en minimipunkt till ¢ med egenskapen att av alla mini-
mipunkter dr f;(zg) = m for sa fa index i som mojligt. Lat detta antal vara
k, och antag utan inskrinkning att f;(zg) = m for i = 1,2,...,k och att
foljaktligen fi(zo) < m for ¢ = k+1,...,p. Vi ska visa att detta medfor
att fi(x) =m for i = 1,2,...,k i alla minimipunkterna x till funktionen g.
Detta bevisar forstas lemmat.

Sa lat for den skull x vara en godtycklig punkt i M, vilket d& medfor
att fi(z) < m for alla index i. Antag att strikt olikhet rader fér nagot index
i <k, t.ex. att fr(x) < m. Vi ska visa att detta leder till en motségelse.

Betrakta for den skull punkten y = %a? + %xo, som ligger i méngden X
eftersom den &r konvex. Eftersom funktionerna f; dr konvexa &r vidare

fily) < %fz(x) + %fz(l“o) < %m + %m =m
for alla index i, och
fiy) < %fl(x) + %fl(ﬁﬂo) < %m + %m =m,

for alla index ¢ > k beroende pa att f;(zo) < m for ¢ > k och fi(z) < m.
Punkten y &r dérfér en minimipunkt till g, och antalet index i med f;(y) = m
ar farre dn k, vilket strider mot vart minimalitetsantagande. Déarmed &r
beviset klart. O
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Bevis for sats 10.6.1. Lat I' = (IN,v) vara ett koalitionsspel med n spelare
och icke-tom imputeringsmingd Z(I"), som da &r en kompakt konvex méngd,
niarmare bestdmt en kompakt polyeder i R™. Vi ska visa att spelet har en
unik nukleol som bestar av en imputering genom att beskriva en algoritm
som beréknar nukleolen.

Lat for den skull Si,S2,...,S, vara en upprékning av samtliga ko-
alitioner forutom storkoalitionen, och definiera funktionen ¢; pa impute-
ringsméngden Z(I') genom att sétta

g1(z) = max{eg, (v), es, (), ..., es,(2)},

dér eg,,es,,...,eg, dr de affina verskottsfunktionerna. Funktionen g; &r
kontinuerlig och har dérfér sikert ett minimivirde m;, eftersom defini-
tionsméngden Z(I') &r en kompakt mingd. Méngden M; av alla minimi-
punkter till g; ar kompakt och konvex, ty den kan skrivas som ett snitt
mellan imputeringsméngden och slutna halvrum pa féljande sétt:

My ={z € Z(T) | g1(x) < ma}
=I()N{zr € R" |es, () <mifn---N{z e R" | eg,(z) < ma}.

Det foljer direkt av definitionen av méngden M; att den storsta koordi-
naten hos 6verskottsvektorn e(x) = (es, (), es,(z), . .., es,(x)) ar storre for
imputeringar z utanfér méangden M; &n for imputeringar x som tillhoér M;.
For ordningsrelationen < pa imputeringsméngden géller dérfor implikatio-
nen

yEMl&a:EI(F)\Ml = y =<z

Alla forutsdttningarna i lemma 10.6.2 &r uppfyllda med f; = eg,, X =
Z(T), g = g1, m = mq och M = My, sa det foljer att det finns minst ett
index ¢ sadant att eg, (x) = my for alla x € My, och vi kan utan inskrénkning
anta att koalitionerna dr numererade sa att detta giller for ¢ = 1.

Pa hela M; &r med andra ord overskottsfunktionen eg, storst bland
alla 6verskottsfunktionerna, sa problemet att minimera den nist storsta
overskottsfunktionen, nir den storsta overskottsfunktionen ér sa liten som
mojligt, dr ekvivalent med problemet att minimera funktionen

g2(x) = max{es,(z),...,es,(v)}

over mangden M.

Aven for detta minimeringsproblem &r forutsittningarna i lemma 10.6.2
uppfyllda. Om msg betecknar minimivérdet och My betecknar méngden av
minimipunkter, finns det darfor ett index 7, som vi efter eventuell omnumre-
ring av koalitionerna kan anta &r i = 2, sa att eg, (z) = mq for alla z € Mo.
Maéngden Mo &r vidare en sluten konvex delméngd av Mj, och definitionen
av minimum och av ordningsrelationen < ger oss implikationen

yeMy&xe M\ My = y <.
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Genom att upprepa proceduren p = 2”2 — 2 ganger far vi efter omnum-

rering av koalitionerna en f6ljd av minimeringproblem, tal mq, ma,...,m,
och méngder My, My, Ma, ..., My, diar My = Z(I'), med foljande egenskaper
for k=1,2,...,p:
1. my &r minimivéirdet och M} &r méingden av minimipunkter till re-
striktionen av funktionen gi(z) = max{es,(z),es,,,(2),...,es,(7)}
till méngden My _1.
2. My C{x|es,(z) =my}
3. My € My
4. yEMk&$€Mk_1\Mk =Yy

Det foljer nu av egenskaperna 2 och 3 att den sista minimimé&ngden
M, bara bestar av en enda imputering. Eftersom M, C M, for alla k, ar
némligen eg, () = my, for alla k och alla € M, och genom att speciellt
betrakta de koalitioner Si, = {i} som bara bestar av en spelare i, drar vi
slutsatsen att imputeringarna x i M, l6ser ekvationerna

eqy(z) = v({i}) — 2 = my,

for i =1,2,...,n, och detta bestammer uppenbarligen = entydigt.

Aterstar nu endast att visa att M, &r spelets nukleol. Sitt for den skull
M, = {2} och lat x vara en godtycklig imputering skild fran &. Det foljer
av egenskapen 3 att det finns ett index k sa att x ligger i differensméngden
Mj_1 \ My, och & tillhor My. Enligt egenskap 4 &r déarfor & < z, och detta
visar att & ar det entydigt bestdmda minimala elementet till ordningsrela-
tionen <. Déarmed &r satsen bevisad. O

Anmdrkning 1. Problemen att minimera funktionerna g (x) 6ver méngderna
M}, kan formuleras som linjarprogrammeringsproblem, och for sadana pro-
blem finns det effektiva 16sningsalgoritmer, t. ex. simplexalgoritmen.

Anmdrkning 2. 1 de genererade sviterna mq,ma, ..., my, och My, M, ..., M,
av minimivérden och minimiméangder till funktionerna g1, g2,..., g, ar tva
successiva minimiméngder My och M1 antingen lika eller ocksé ar dimen-
sionen hos méngden M1 ett mindre &n dimensionen hos méngden M. Det
forstndmnda fallet intréffar om minst tva 6verskottsfunktioner eg, och eg,
ar konstant lika med my pa My, och da behdver vi inte genomfora nagon
extra minimering for att bestdmma myy1 och Mgy, utan mygy; = my, och
M1 = My. Antalet nodviandiga minimeringar for att bestdmma nukle-
ollésningen, som #r en punkt av dimension noll, med start fran impute-
ringsmangden My, som har dimension n — 1, &r dérfor n — 1.

Nasta exempel illustrerar hur man kan beréikna nukleolen genom att 16sa
en serie linjarprogrammeringsproblem.
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ExEMPEL 10.6.3 Vi ska bestdmma nukleolen for trepersonersspelet med
véardefunktionen v({1}) = v({2}) =0, v({3}) = 6, v({1,2}) = v({1,3}) =8,
v({2,3}) = 11 och v({1,2,3}) = 16.

Med beteckningarna S; = {1}, So = {2}, S35 = {3}, Sy = {1,2}, S5 =
{1,3} och Sg = {2,3} for de dkta koalitionerna &r éverskottsfunktionerna

es, () = —x1, es,(z) = —xa, egy(x) =6 —x3, eg,(x) =8 —x1 — x9,

es;(r) =8 —x; —x3 och egy(x) =11 — z9 — x3.
I steg 1 ska vi minimera funktionen
gl(x) - max{651 (1‘), €S, (.%'), €S53 (1‘), 65’4('%')’ €Ss (.73), €Ss (.’L‘)}

over alla imputeringar x, dvs. alla x som uppfyller 1 > 0, zo > 0, x3 > 6,
1 + 9 + x3 = 16. Att bestimma det storsta talet av ett antal givna tal
dr emellertid detsamma som att bestdmma det minsta tal ¢ som &r storre
an eller lika med alla de givna talen. Vart minimeringsproblem &r dérfor
ekvivalent med linjarprogrammeringsproblemet

Minimera ¢ da

—.1‘1§ t

—x9 <t
6—$3§ t
8—$1—x2§ t
8—1’1—:L'3§ t
11—$Q—w3§ t
1+ x2+23 = 16
$1,x220, I3 2 6.

Sadana problem kan man, genom att infora s. k. slackvariabler, alltid 16sa
med hjilp av simplexalgoritmen, men i det hér fallet kan vi ocksa enkelt 16sa
det med hjilp av lite fiffighet. Genom att addera den tredje och den fjdrde
olikheten i bivillkoren samt utnyttja likheten x1 + z9 + x3 = 16 ser vi att

2t2(6—1’3)4—(8—%‘1—x2):14_(x1+$2+x3):_2’

med likhet om och endast om 6 —x3 =8 —x1 —x9 = —1, dvs. t > —1 med
likhet om och endast om x1 + z9 = 9 och 23 = 7.

Problemets minimivarde mq ar darfor lika med —1 forutsatt att det
finns punkter x = (1, 22,7) med x1 + x2 = 9 som ocksa uppfyller de 6vriga
bivillkoren fér ¢ = —1, och minimimé&ngden M; bestar i sa fall av alla sadana
punkter x. For ¢ = —1 och x3 = 7 reduceras de ovriga bivillkorsolikheterna
till —z; < =1, —2o < =1, 1 —2; < -1, 4—20 < =1, 21 >0, 20 > 0,
vilket kan forenklas till 1 > 2 och z9 > 5, och detta &r férenligt med att
x1 4+ x2 = 9. Detta betyder att m; = —1 och att minimiméngden ar

My = {(z1,22,7) | 21 > 2, 32 > 5, 21 + 22 = 9}.
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Eftersom eg,(r) = m; = —1 pa hela minimiméngden M; for tva koali-
tioner, S3 och Sy, &r Ms = M7, och vi kan dérfor ga vidare till att minimera
funktionen

93(56) = max{egl (ZE), €5, (33)’ €8s ($)7 €S6 ('7:)}
over méangden M;. Detta ger oss det ekvivalenta linjdrprogrammeringspro-

blemet
Minimera ¢ da

—xlgt

—IEQSt

1—.%'1§ t

4*$2§t

1> 2,025, x1+1x2 =9

Hér kan vi forstas eliminera variabeln xo eftersom xo = 9 — x1, vilket leder
till det enklare problemet

Minimera ¢ da

*.Tlgt
x1—9§t
1—I1§t
$1—5§t

Genom att addera olikheterna nummer 3 och 4 ser vi att t > —2 och att lik-
het intraffar for 1 = 3. For t = —2 och x; = 3 &r ocksa de 6vriga bivillkoren
uppfyllda, sa vi har hittat minimum och minimipunkten. Eftersom minimi-
punkten ar entydigt bestdmd, har vi ocksa bestdmt nukleolimputeringen z;
den dr z = (3,6, 7).

Den avtagande omordningen av nukleolimputeringens 6verskottsvektor
e(z) ar vektorn (—1,—1,—-2,—-2, -3, —6). O

Sats 10.6.3 Nukleolen till ett koalitionsspel med icke-tom kdrna dr en del-
mdngd av kdrnan.

Bewvis. For alla imputeringar x i kdrnan dr samtliga koordinater i 6verskotts-
vektorn e(z) = (e, (x),es,(),...,es,(x)) negativa eller noll. Fér den im-
putering & som lexikografiskt minimerar den avtagande omordningen av
overskottsvektorerna, dvs. nukleollsningen, maste dirfor 6verskotten eg(z)
ocksa vara negativa eller noll for samtliga koalitioner S, och detta innebér
att nukleollosningen  ligger i spelets kérna. O

Nukleollosningen dr rattvis satillvida att utbytbara spelare far samma
utbetalning och statister, dvs. spelare som inte bidrar till spelet, inte far
nagonting alls.
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Sats 10.6.4 Lat (N, v) vara ett koalitionsspel med nukleollosning .
(a) Om i och j dr tvd utbytbara spelare, sa dr &; = &;.
(b) Om spelare i dr en statist, sa ar &; = 0.

Bevis. (a) Antag att spelarna i och j &r utbytbara, och lat T vara den
imputering som fas av & genom att byta &; mot &;, dvs. T; = &, T; = &;
och Ty, = 23, for alla 6vriga spelare k. Da &r

es (T) =eg (i‘)

for alla koalitioner S som innehéaller bada spelarna i och j eller ingen av
spelarna, medan

esu(i}(T) = esugj(2) och  egugy(T) = esugy ()

for alla koalitioner S som inte innehaller spelarna i och j. De bada 6ver-
skottsvektorerna

e(T) = (es, (7), e5,(T), .. ., es, (Z)) och e(2) = (es, (%), e8,(%),... , €5, (7))

innehéaller darfor samma komponenter fast i olika ordning, sa deras avta-
gande omordningar e(Z)* och e(Z)* ar identiska. Eftersom # minimerar den
avtagande omordningen av dverskottsvektorerna med avseende pa den lexi-
kografiska ordningen och minimipunkten &r unik, foljer det att T = 2, vilket
betyder att ¥; = x; = ;.
(b) Vi kan utan inskrankning anta att spelare 1 dr statist sa att v({1}) =0
och v(SU{1}) = v(S) for alla koalitioner S, och ska alltsa visa att &; = 0.
Slutsatsen foljer om vi visar att det for varje imputering x med xz; > 0
finns en imputering y sadan att y < x, dér < dr den i nukleoldefinitionen
introducerade ordningsrelationen pa imputeringsméngden. Lat for den skull
y vara den imputering som fas genom att utga fran x och omférdela spelare
1:s positiva tilldelning z1 uniformt bland de 6vriga spelarna. Vi sétter alltsa

y1=0 och Y = T + 171 for k=2,3,...,n.

n —

Vi ska visa féljande pastaende:

(1) For varje koalition S € C\ {N} finns det en koalition S" € C\ {N} sadan
att es(y) < egr(z).

Av pastaende (f) foljer namligen att den storsta koordinaten i Gver-
skottsvektorn e(y) = (es,(y),es,(y),...,es,(y)) ér strikt mindre dn den
storsta koordinaten i Gverskottsvektorn e(x) = (es, (), es,(%), ..., es,(z)).
Nar vi jamfor overskottsvektorernas avtagande omordningar e(y)* och e(x)*
ar darfor den forsta koordinaten i e(y)* strikt mindre &n den forsta koordi-
naten i e(x)*, och detta betyder att e(y) &r lexikografiskt strikt mindre &n
e(x), vilket per definition dr ekvivalent med att y < x.



10.6 Nukleolen 195

For koalitioner S som inte innehaller spelare 1 &r

es(y) = v(S) — y(S) = v(S) — z(5) nlf_?\l

sa olikheten i (1) géller i detta fall med S’ = S.
For den speciella enmannakoalitionen S = {1} géller olikheten i () med

S'=N \ {1}, ty 6{1}(9) =v({1}) —y1 =0, och
eniiy (@) = o(N\ {1}) —2(N\ {1}) = o(N) = 2(N) + z; = 1 > 0.

Vi maste slutligen betrakta koalitioner S som férutom spelare 1 ocksa
innehaller nagon annan spelare, dvs. har formen S = T U {1} med T # 0.
For sddana koalitioner &r

|51

n—1

r1 = eg(x) — z1 < es(z),

T
es(y) = o(T'U{1}) ~ y(T U {1}) = v(T) ~ y(T) = o(T) ~ a(T) ~ "o
T
=er(z) — n‘—’1$1 < er(z),
sa olikheten i (1) géller i detta fall med S’ =T = S\ {1}.
Detta bevisar pastaende (1) och dédrmed ocksa satsen. O

ExXEMPEL 10.6.4 I exempel 10.4.3 bestimde vi kdrnan till spelet med en
fabrikségare som spelare 0 och n arbetare som spelare 1,2,...,n, och med
virdefunktionen given av att v(S) =0 om 0 ¢ S, och v(S) = f(|S| — 1) om
0 € S, ddr f ar en vixande, konkav funktion och f(0) = 0.

For att bestdmma spelets nukleolvektor & utnyttjar vi sats 10.6.4; ef-
tersom arbetarna uppenbarligen &r utbytbara, &r &; = &1 for ¢ > 2. Nar vi
berédknar nukleolen kan vi darfor inskréanka oss till att betrakta imputeringar
r = (x0,%1,...,%y) med z; = x1 for i > 2. For sadana imputeringar och
koalitioner A av m stycken arbetare ar ¢verskotten

ea(z) = —mx1 och erpua(r) = f(m) — xo — may.

Problemet att minimera maximum av alla dverskott ar déarfér ekvivalent
med féljande linjarprogrammeringsproblem:

Minimera t da
—Ar1 <t, 1<il<n
fm)—zg—mzy <t, 0<m<n-—1
xo+nx; = f(n)
o, L1 > 0.

Genom att eliminera variabeln xg = f(n) — nz; far vi det ekvivalenta
problemet
Minimera ¢t da
—flx1 <t, 1<l<n
fm)—fn)+(n—m)x; <t, 0<m<n-—1
0<z < f(n)/n.
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Genom att addera den forsta bivillkorsolikheten for £ = 1 och den andra
for m = n — 1 far vi olikheten f(n — 1) — f(n) < 2t, med slutsatsen att
E> (f(n—1) — f(n)/2

Satt to = (f(n — 1) — f(n))/2. Vi ska visa att to dr problemets mini-
mivéirde. For detta kravs att det finns ett xi-vérde som uppfyller samtliga
bivillkor for t = tg och ger likhet i atminstone ett av bivillkoren.

Sétt dirfor 1 = —to = (f(n) — f(n—1))/2. Da &r x1 > 0 och —{¢z1 <ty
for 1 < £ < n med likhet for £ = 1. Eftersom funktionen f &r konkav och
viaxande, ar vidare

n—m

f(m)— flm+j)=fm+j—-1)) < =(n=m)(f(n) = f(n-1)),
]:1

sa det foljer att

flm) = f(n) + (n —m)xy < (n —m)zy — (n—m)(f(n) = f(n - 1))
= —(n—=m)(f(n) = f(n=1))/2 = (n—m)to <o

for 0 < m < n—1. Fér m = 0 far vi, eftersom f(0) = 0, dessutom olikheten
—f(n) + nz1 < nty = —nxy, varav foljer att 1 < f(n)/2n.

Déarmed har vi 16st minimimeringsproblemet. Nukleoll6sningen ger var-
je arbetare (f(n) — f(n — 1))/2 vérdeenheter, dvs. hilften av arbetarens
marginalprodukt. Fabrikségaren far foljaktligen f(n) —n(f(n)— f(n—1))/2
virdeenheter, vilket dr minst lika med f(n)/2. O

Ovningar

10.17 Bestdam nukleollosningen till spelet i exempel 10.3.1.

10.18 Bestdam nukleolldsningen till spelet i 6vning 10.7.

10.19 Bestdm nukleollsningen till spelet i exempel 10.4.1.

10.20 Bestam for varje a > 5 nukleollgsningen till koalitionsspelet ({1,2,3},v), o

v({1}) = 1, v({2}) = 2, v({3}) = 0, v({1,2}) = 4, v({1,3}) = v({2,3}) =3 Och
v({1,2,3}) = a.

10.21 Bestdm nukleollésningen till n-personersspelet (N,v) med foljande vérde-

funktion:
1
o(S) = S| om1e€S,
0 oml¢sS.

10.22 (Bankruttproblemet) En person gar i konkurs med skulder till tre perso-
ner och med tillgangar som &dr mindre &n den sammanlagda skulden. Hur ska
tillgangarna férdelas pa de tre langivarna?

Problemet diskuteras redan i babyloniska Talmud, en samling judiska lagar och
traditioner fran de fem forsta arhundradena e. Kr., i foljande form. En man
har tre hustrur med #ktenskapskontrakt som stipulerar att de ska fa 100, 200
resp. 300 i hdndelse av mannens déd. Talmud rekommenderar att de ska fa lika
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mycket var, dvs. 33%, om mannen vid sin bortgang efterlimnar 100. Om den

efterlamnade formogenheten &r 300 rekommenderas proportionell fordelning,
dvs. 50, 100, 150. Men om arvet uppgar till 200, &r Talmuds rekommendation
fordelningen 50, 75, 75, vilket kan forefalla som ett fullstdndigt mysterium.

Visa att Talmuds rekommendationer sammanfaller med nukleollésningen till det
koalitionsspel (IV,v) som fas genom att lata N vara de tre hustrurna och koali-
tionsvérdet v(.S) vara det belopp som koalitionen S kan fa utan att behova vidta
nagra legala atgérder, dvs. v(S) dr lika med vad som aterstar av tillgangarna
néir spelarna utanfor koalitionen S fatt alla sina fordringar tillgodosedda om
tillgangarna récker till for detta, medan v(S) = 0 om si inte &r fallet.

I det fall da mannen efterlimnar 300 &r saledes v({1}) = v({2}) = v({3}) =
v({1,2}) =0, v({1,3}) = 100, v({2,3}) = 200 och v({1,2,3}) = 300.

Problemet a4r hdmtat fran en artikel av R.J. Aumann och M. Maschler.






Kapitel 11

Shapleyvairdet

Huvudproblemet i ett koalitionsspel (N, v) &r, som vi redan papekat flera
ganger, att fordela virdet v(IN) bland spelets deltagare pa ett sétt som tar
hénsyn till styrkan hos alla méjliga koalitioner. En elegant 16sning med intui-
tivt tilltalande egenskaper, och som dessutom ér relativt enkel att berdkna,
ges av Shapleylosningen som vi nu ska studera.

11.1 Shapleyl6sningen

Lat G vara en klass av koalitionsspel for n spelare, t. ex. alla koalitionsspel
eller alla kohesiva spel eller alla superadditiva spel. En funktion ¢: G — R"
som tilldelar varje spel (N,v) i klassen en unik kollektivt rationell utbe-
talningsvektor ¢(N,v), kommer att kallas en ldsningsfunktion, och vektorn
¢(N,v) kallar vi for lsningen till spelet (IV, v) med avseende pa den aktuella
metoden (funktionen).

Losningsbegreppet dr onekligen mycket generellt; enda kravet &r att vek-
torn ¢(N,v) ska kunna anvéndas for att fordela storkoalitionens vérde bland
spelarna. For att en 16sning ska anses som réattvis och relevant bor den forstas
ocksa ha andra egenskaper. Vi har redan studerat en sadan 16sning for klas-
sen av alla spel med icke-tom imputeringsméngd utan att anvidnda sjilva
terminologin, ndmligen nukleollosningen som &r den 16sning som vi far ge-
nom att definiera ¢(IV, v) som spelets unika nukleolvektor. Nukleollgsningen
ar en kollektivt och individuellt rationell vektor som (i en precis mening) mi-
nimerar koalitionernas potentiella invindningar, och som dessutom har den
tilltalande egenskapen att utbytbara spelare behandlas lika och statister inte
far nagon utdelning.

Shapleylosningen tar sin utgangspunkt i den sistndmnda egenskapen,
men till skillnad fran nukleoldefinitionen, som refererar till ett fixt spel,
kréver Shapleys definition att vi betraktar en hel klass av spel. Ddrav beho-
vet av begreppet 16sningsfunktion.

Vi borjar darfor med att notera att méngden av alla koalitionsspel med

199
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given spelarméingd bildar ett vektorrum. Vi ska sedan bestdmma en speciell
bas for detta vektorrum.

Definition 11.1.1 Med summan (N, v) + (N,w) av tva spel med samma
spelarméngd menas spelet (N, v 4+ w), och med produkten ¢(N,v) av det
reella talet ¢ och spelet (N, v) menas spelet (N, cv).

Notera att summan av tva kohesiva spel ar kohesiv och att produkten
av ett positivt reellt tal och ett kohesivt spel dr kohesiv. Vidare dr summan
av tva superadditiva spel superadditiv, och produkten av ett positivt reellt
tal och ett superadditivt spel dr superadditiv.

Definitionen av summa och multiplikation med skaldr gér médngden av
alla koalitionsspel med N som spelarméngd till ett vektorrum som &r iso-
morft med vektorrummet av alla virdefunktioner. Genom att pa ett god-
tyckligt sdtt numrera de 2™ — 1 stycken koalitionerna i koalitionsméngden
C som Sy, Sa,...,S5n_1 och sitta v; = v(S;) kan vi vidare identifiera varje
virdefunktion v med vektorn (vy,va,...,van_1) i R?" 1. Vektorrummet av
spel blir pa sa sitt isomorft med R?"~1, och dess dimension &r saledes lika
med 2" — 1. Det har darfor en bas som bestar av 2" — 1 stycken spel. Basen &r
forstas entydigt bestdmd av viardefunktionerna, och vi ska nu nérmast kon-
struera en explicit saddan bas som dr indexerad med hjilp av koalitionerna
som ju ocksa dr 2" — 1 till antalet.

Lemma 11.1.1  Definiera for varje koalition S en virdefunktion xs: C - R

genom att sdtta
1 omSCT,
xs(T) = {

0 annars.

Da bildar spelen ((N, xs))sec en bas for vektorrummet av alla koalitionsspel
med N som deltagarmdngd.
Om v dr en godtycklig virdefunktion, sa finns det med andra ord entydigt
bestimda reella tal cs sa att
v = Z CSXS-

SecC

Med vektorrumsterminologi dr talen cg koordinaterna for spelet (IV, v) med
avseende pa den angivna basen.

Bevis. Eftersom antalet virdefunktioner av typen yg &r lika med rummets
dimension, riicker det att visa att spelen ((IV, xs))sec spinner upp rummet,
dvs. att det for varje vardefunktion v finns konstanter cg sa att likheten i
lemmat géller. Satt for den skull ¢y = 0 och definiera sedan cr rekursivt for
T € C med hjilp av relationen

(1) cr=v(T) = > cs.

SCT
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Da ar
D esxs(T) =Y esxs(T)+ Y esxs(T) =Y cs
sec scr SgT scr
=cr+ Y es=cp+v(T) —cr =v(T)
5CT
for alla koalitioner T', vilket visar pastaendet. O

ExemMPEL 11.1.1 Koalitionsspelet ({1,2,3},v), dar v({1}) = 3, v({2}) =
v({3}) =2, v({1,2}) = v({1,3}) = 4, v({2,3}) = 5 och v({1,2,3}) = 8, har
foljande koordinater med avseende pa den kanoniska basen i lemma 11.1.1.

ciy =3, oy =2, c3y =2, cupy =4-3-2=-1,
0{173}:4_3_2:_17 0{273}:5—2—2:17
Cligz=8-3-2-2—-(-1)—(-1)-1=2. .

Lemma 11.1.2 ] koalitionsspelet (N,v) med véirdefunktion v =73 g . csXs
ar
(i) spelare i en statist om och endast om cg = 0 for alla koalitioner S som
innehaller i;

(ii) spelarna i och j utbytbara om och endast om csu{iy = Csufj} Jor alla
delmdngder S av N som inte innehaller nagon av spelarna i och j.

Bewvis. Lat T vara en delméngd av N som inte innehéller spelare ¢. Da &r

cruy = o(TU{ih) = Y es=o(TU{i}) = Y esupy — D cs

SCTU{i} scT SCT

v(T'U{i}) ZCSU{}—’U

SCT

vilket efter omskrivning blir

(2) v(TU{i}) —v(T) = cryupy + Z CSU{i}-
ScT

For T = () & summan i ekvation (2) tom (och v(f)) = 0), vilket betyder att
v({i}) = cgy-
(i) Om cg = 0 for alla koalitioner som innehaller spelare i, sa foljer det
omedelbart av ekvation (2) att v(T' U {i}) = v(T) for alla delméngder T av
N som inte innehaller ¢, och spelare ¢ dr foljaktligen en statist.
Omvindningen visas med induktion. Antag att spelare ¢ dr en statist.
Da ar for det forsta cp;y = v({i}) = 0. Koalitioner med fler &n en spelare
och som innehaller ¢ skriver vi pa formen T'U {i}, dér T &r en koalition som
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inte innehaller i. Antag induktivt att cgy; = 0 for alla dkta delméngder
S av T. Eftersom v(T U {i}) = v(T) foljer det direkt av ekvation (2) att
crufiy = 0. Dérmed &r induktionssteget genomfort och beviset klart.

(ii) Lat T vara en godtycklig delméngd av N som varken innehaller spelare
i eller spelare j. Da &r pa grund av ekvation (2) med ¢ bytt mot j

o(T'U{j}) —o(T) = crugyy + Z CSU{j}>

scT

och genom att subtrahera detta fran ekvation (2) erhaller vi sambandet

(3) (T U{i}) —o(TU{}) = crupy — crugy + D (esupiy — csugy)-
scr

Om cguy = csuyyy for alla delméngder S av N som inte innehaller ¢
eller j, &r foljaktligen v(T'U{i}) = v(T'U{j}), vilket visar att spelarna i och
J ar utbytbara.

Omvint, om spelarna ¢ och j &r utbytbara och T dr en delmingd av
N som inte innehaller ¢ och j sa att v(T'U {i}) = v(T'U {j}), och likheten
csugiy = csufyy géller for alla dkta delméngder S av T, sa foljer det av
ekvation (3) att ocksa crugy = crugyy- Det foljer dirfor genom induktion
att crupiy = eruyyy f0r alla delméngder 7" av N som inte innehaller ¢ eller j.
Dérmed &r beviset klart. O

Sats 11.1.3 Det finns en unik losningsfunktion ¢ = (¢1,02,...,dn) som
dr definierad for alla koalitionsspel och har féljande tre egenskaper:
(i) Om i dr en statist i spelet (N,v) sa dr ¢;(N,v) = 0.
(i) Om i och j dr utbytbara spelare i spelet (N,v) sa dr
¢i(N,U) = qu(N, 'U).
(iii) For alla virdefunktioner v och w dr

d(N,v+w) = ¢(N,v) + (N, w).

For virdefunktionen v med koordinatutvecklingen v = Y gccCsXs ges
utbetalningen ¢;(N,v) till spelare i av ekvationen

@) (N0 =" 1

Har betyder ) ¢, i formel (4) att man ska summera 6ver alla koalitioner S
som innehaller spelare 7.

Vi kommer att kalla de tre egenskaperna (i), (ii) och (iii) i satsen for
statist-, symmetri- och additivitetsegenskaperna.

Bevis. Entydighet: Vi visar forst att om det existerar en losningsfunktion
¢ med de tre egenskaperna, sa ges den av formeln (4), nagot som forstas
medfor att funktionen &r entydigt bestdamd.
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Antag darfor att ¢ ar en l6sningsfunktion med de onskvirda egenskaper-
na. Vi kommer forst att berdkna ¢(N,v) for funktioner av typen v = cyg,
dér ¢ dr en konstant och xg ar en av basfunktionerna i lemma 11.1.1.

Antag att i ¢ S. Da giller att S C T om och endast om S C T U {i},
varfor xs(T') = xs(T U {i}) for alla koalitioner T'. Vidare &r uppenbarligen
xs({i}) = 0. Spelare ¢ dr saledes statist i spelet (IV,cxs). Av statistegen-
skapen (i) foljer darfor att ¢;(N, cxs) = 0 for alla ¢ som inte tillhor S.

Antag hirnést att i, j € S. For varje koalition T som inte innehaller i eller
j géller da att S € TU{i} och S € TU{j}, vilket pa grund av definitionen
av xs betyder att xs(T' U {i}) = xs(T' U {j}) = 0. Spelarna i och j ar
saledes utbytbara i spelet (IV, cxg). Symmetriegenskapen (ii) medfor darfor
att ¢;(N,cxs) = ¢;(IV, cxs). Vardet ¢;(N, cxs) dr med andra ord detsamma
for alla spelare ¢ som tillhor koalitionen S

Eftersom xs(N) =1 och ¢(N, cxs) dr en kollektivt rationell vektor, far
vi nu slutligen likheten

c= CXS(N) = Z d)k(N? CXS) = Z¢k(N7 CXS) = |S|¢Z(N7 CXS)

keN keS

for alla i € S. Foljaktligen &r

c/|S| omiegls,

9i(N, exs) = {O omi¢S.

Darmed &r ¢:s virden bestdmda for funktioner av typen cyg. Enligt lem-
ma 11.1.1 har varje véirdefunktion v en entydig utveckling v = ) ¢ csXs,
och additivitetsegenskapen (iii) medfor déarfor att

¢i(N,v) =Y ¢i(N,csxs) =Y ¢i(N,coxs) + > il N esxs) = Y |%S|’

Sec Si SFi S3i

vilket bevisar formeln (4) och entydigheten.

Existens: For att visa att det existerar en losningsfunktion med egenskaper-
na (i) — (iii) definierar vi ¢ med hjilp av formel (4) och visar att ¢ har de
onskvirda egenskaperna.

Vi borjar med att visa att ¢(IV,v) &r en kollektivt rationell vektor. Av
definitionen av ¢;(N,v) foljer forst att

TR H I

1EN €N S>i

Dubbelsumman innebér att vi ska ta med termen cg/|S| en gang foér varje
spelare ¢ som tillhor S, dvs. lika manga ganger som det finns medlemmar i
koalitionen S, och detta ska vi gora for varje koalition S. Déarfor &r

DX g = ISl g = e =

iEN SB@ SeC SeC
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dér den sista likheten foljer av den rekursiva definitionen av ¢y i ekvation (1).
Déarmed har vi visat att ),y ¢:i(N,v) = v(N).
Statistegenskapen foljer direkt av formel (4) och lemma 11.1.2.

Antag att ¢ och j &r utbytbara spelare i spelet (IV,v). Koalitionerna
som innehéller ¢ kan forstas delas upp i koalitioner som ocksa innehéller j
och koalitioner som inte innehéller j, och de sistndmnda koalitionerna har
formen T'U {i} ddr T inte innehaller j. Med hjilp av denna uppdelning,
definitionen av ¢ och (ii) i lemma 11.1.2 far vi

cs _ Cru{s}
W =35 = X St 2 mog

S3i 5314, THi,j

S T S a
Z Jj v).
“ & s A T T 2]

Funktionen ¢ uppfyller sdledes symmetrikravet.

Additionsegenskapen foljer med en gang av definitionen av ¢. Darmed
ar existensbeviset klart. O

Definition 11.1.2 Den unika funktionen ¢ i sats 11.1.3 kallas Shapleyfunk-
tionen, vektorn ¢(N,v) kallas Shapleylisningen och talet ¢;(IN,v) dr spelare
i:s Shapleyvirde i spelet (N, v).

I fortsattningen kommer vi att utelamna referensen till spelarméngden
N i beteckningarna for Shapleylosningen och Shapleyvirdena for att inte i
onddan tynga ned beteckningarna. Vi skriver med andra ord ¢(v) och ¢;(v)
istéllet for ¢(NV,v) och ¢;(N,v).

EXEMPEL 11.1.2 Betrakta det kohesiva, icke-superadditiva trepersoners-
spelet i exempel 11.1.1. Eftersom spelarna 2 och 3 &r utbytbara ér ¢o(v) =
¢3(v), sa for att bestimma spelets Shapleyvérden ricker det i det hér fallet
att berdkna ¢;(v). Vi anvéinder formeln i sats 11.1.3 och far

wloo

$1(v) = ey + 5(cpay +epgy) +5cp2s =3+ 5(-1-1)+5-2=

Eftersom Shapleylésningen ér kollektivt rationell foljer det nu att
2¢2(v) =v(N) — ¢1(v) =8 — % = %’

och detta betyder att ¢1(v) = ¢a(v) = ¢3(v) = 5.

Observera att Shapleylésningen ( % %) inte &r individuellt rationell pa
grund av olikheten ¢4 (v) < 3 = v({l})

Spelets kdrna bestar, vilket man létt verifierar, av alla imputeringar av
typen (3,¢,5 —t), dir 2 < ¢t < 3. Eftersom nukleollosningen ligger i kéirnan
och ger de utbytbara spelarna 2 och 3 samma tilldelning, &r imputeringen

(3, g, 2) spelets nukleollésning. O
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Exempel 11.1.2 visar att Shapleylosningen inte behover vara en impute-
ring och att den i allménhet dr skild fran nukleollsningen. Fér superadditiva
spel &ar emellertid Shapleylosningen en imputering, vilket vi kommer att visa
i nésta avsnitt nér vi skaffat oss en alternativ formel for Shapleyvéirdena.

Eftersom nukleollésningen har statist- och symmetriegenskaperna men
inte sammanfaller med Shapleylosningen, kan vi ocksa dra slutsatsen att
nukleollésningen saknar additivitetsegenskapen.

Ovningar
11.1 Bestam Shapleylosningen for spelet om tavlan i exempel 10.3.1, dvs. treper-

sonersspelet med virdefunktion v({1}) = 1, v({2}) = v({3}) =v({2,3}) =0,
v({1,2}) =2 och v({1,3}) = v({1,2,3}) = 3.

11.2 Betrakta ett n-personersspel (N, v) dir
v(S)=k om{l,2,....,k} CS men k+1¢S.

Exempelvis &r v({2,4,5}) = 0, v({1,4,5}) = 1 och v({1,2,3,5}) = 3. Bestdm
spelets Shapleylosning.

11.2 Alternativ karakterisering av Shapleyvirdet

Vi ska nu ge en alternativ karakterisering av Shapleylosningen i termer av
spelarnas marginella bidrag till de olika koalitionerna.

Vi paminner om att spelare i:s marginella bidrag till koalitionen S i
spelet (IV,v) definieras som

Ai(S) =v(S) —v(S\ {i}),

dér v(0) = 0.

Observera att i superadditiva spel &r A;(S) > v({i}) for varje koalition
S som spelare ¢ medverkar i, dvs. spelarens marginella bidrag ar storre dn
eller lika med det virde han kan astadkomma pa egen hand.

Lat nu 7 beteckna en godtycklig permutation av talen 1,2,..., n, och lat
S;(m) beteckna den koalition som bestar av spelare ¢ och samtliga spelare
som riknas upp fore ¢ i permutationen .

EXEMPEL 11.2.1 For permutationen © = (3,4,1,2) ar Si(m) = {1, 3,4},

So(m) ={1,2,3,4}, S3(m) = {3} och Sy(m) = {3,4}. O
Sats 11.2.1 Spelare i:s Shapleyvirde i koalitionsspelet (N, v) ges av formeln
1 1 A (S
¢i(v) = ngz’(Sz‘(W)) = > (n(l) ,
om EEY \5\—1)

ddr den forsta summeringen ska goras dver alla n! permutationerna © av
talen 1,2,...,n, och den andra summeringen ska tas éver alla koalitioner S
som innehaller spelare i.
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Bevis. Lat ¥ = (1,9, ...,1y,) vara den funktion som definieras for virde-
funktionerna v i koalitionsspelen (N, v) av att

o) $ifo) = =1 3" Ai(Si(m)

for alla 7. For att visa att v;(v) dr spelare i:s Shapleyvirde ricker det pa
grund av entydigheten hos Shapleylosningen att visa att 1 dr en 16snings-
funktion, dvs. att i (v) &dr en kollektivt rationell vektor, samt att ¢ har
statist-, symmetri- och additivitetsegenskaperna.

Lat m = (i1, 12, ...,4,) vara en godtycklig permutation av talen i N; da
ar Ay, (Si, (1)) = v({i1, .-+, te—1,96}) —v({41,...,ik—1}), sa det foljer att

S ASiT) = 3 A (Si, (7))
iEN k=1

(v({ir, .- yip—1,i6}) — v({ir, ... ik—1}))

k=1
= U({il, e ,’in_l, Zn}) — Q}(@) = ’U(N)

Foljaktligen ar

Swi() = 3 S Ai(Si(r)

iEN iEN T
— %ZZAi(SZ-(?T)) = %ZU(N) = v(N).
T €N T

Detta visar att vektorn ¢ (v) &r kollektivt rationell.

Statistegenskapen dr uppenbar eftersom A;(S) = 0 for alla koalitioner S
om ¢ ir en statist.

Antag att de tva spelarna i och j ar utbytbara. For varje permutation
T = (i1yeeeylyeenyfyernsin) later vi @ = (i1,...,7,...,%,...,1n) beteckna
den permutation som fas genom att lata talen 7 och j byta plats med varand-
ra. Oberoende av om 7 kommer fére j i permutationen 7 (som ovan) eller om
J kommer fére ¢, blir da pa grund av utbytbarheten A;(S;(m)) = A;(S;(7')).
Foljaktligen ar

Gil0) = - S AUSIm) = - 37 A8 () = 5 (0),

vilket bevisar symmetriegenskapen.

Additivitetsegenskapen ar uppenbar, eftersom en spelares marginella bi-
drag till en koalition i summan av tva spel ar lika med summan av spelarens
marginella bidrag i de tva spelen.



11.2 Alternativ karakterisering av Shapleyvirdet 207

Déarmed har vi bevisat att Shapleyvirdet ocksa ges av formel (5), och vi
ska nu visa att man kan skriva om formeln sa att man far den andra likheten
i satsen.

For varje permutation 7 &r S;(7) en koalition som innehaller spelare 1,
men for varje koalition S som innehaller 4 finns det forstas méanga permu-
tationer 7 for vilka S;(w) = S, och vi ska bérja med att bestdimma hur
manga.

Sétt déarfor k = [S| och T = S\ {¢}. Da dr S;(w) = S om och endast om

permutationen har formen

™= (ila sy ik—17iaj17 s 7.jn—k)7
dar (i1,...,4k—1) och (j1,. .., jn—k) ar godtyckliga permutationer av elemen-
ten i T respektive NV \ S. Antalet sadana permutationer 7 dr uppenbarligen

(k—1)!(n—k).
Foljaktligen &r

%ZA"(&'(”)) = %Z 3" Ai(Si(n) = %Z(k 1) — k) AKS),

S2i w sa att CEY
Si(m)=S
och eftersom
n! . n—1\ " n—1
(k—D!'n—Fk)! "\k—1) “\Us|—1
ar beviset klart. O

Den forsta halvan av formeln i sats 11.2.1 ger oss foljande intuitivt till-
talande tolkning av Shapleyvérdena.

Lat © = (41,42,...,1,) vara en permutation av N och antag att storkoa-
litionen IV uppstar genom att spelarna ansluter sig till den en efter en i den
ordning som ges av permutationen, dvs. det hela borjar med spelare ¢; och
sedan ansluter sig is sa att man far koalitionen {i1,i2}, och sedan ansluter
sig 73 till den delkoalitionen, osv. till dess att alla spelarna anslutit sig. I
det fallet forefaller det naturligt att fordela storkoalitionens virde v(IV) pa
ett sadant sdtt att varje spelare i som andel far sitt marginella bidrag till
den koalition som bildas i det dgonblick da spelaren triader in i spelet, dvs.
A;(S;i(m)), nagot som ocksa &r mojligt eftersom summan av alla dessa bidrag
blir lika med v (V).

Koalitionsspelsbegreppet innehaller emellertid inte nagot antagande om
hur storkoalitionen séitts samman, sa Shapleyvérdet betraktar alla n! sdtten
att bilda storkoalitionen som likvérdiga och tilldelar spelare i medelvirdet
av alla hans marginella bidrag enligt ovanstaende beskrivning.

Sats 11.2.1 har f6ljande korollarium.
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Korollarium 11.2.2  Om spelet (N, v) dr superadditivt, sa dr dess Shapley-
losning ¢(v) en imputering.

Beuvis. Eftersom marginalbidraget A;(S;(7)) > v({i}) for alla permutationer
m, sa foljer det av den forsta likheten i sats 11.2.1 att

8i(v) > 5 S u({i) = v({i})

™

for alla ¢ € N. Vektorn ¢(v) &r med andra ord individuellt rationell och
déarmed en imputering. O

EXEMPEL 11.2.2 Léat oss med hjélp av sats 11.2.1 beridkna Shapleylosningen

till spelet ({1,2,3},v) om v({1}) = v({2}) = 1, v({3}) = 2, o({L,2}) = 4,
v({1,3}) = 6, v({2,3}) = 5, v({1,2,3}) = 8. Spelarnas marginella bidrag
till de olika koalitioner som de deltar i, &r

A({1}) =1, Ar({1,2}) =3, Ai({1,3}) = 4, Ai({1,2,3}) = 3;
AZ({2}) =1, A2({172}) =3, AQ({Za?’}) =3, AQ({LZa?’}) = 2;
A3({3}) =2, AB({LS}) =9, A3({2,3}) =4, Al({172a3}) =4

Spelarnas Shapleyvérden ar déarfor

<
~
—~
4
S—
Il

(1+2(3+4)+3)
(1+1(3+3)+2)
(2+1(5+4)+4)

Il
oI DN rojon

<
[N
—~
4
~—
Il
W= Wl Wl

<
w
—~
4
S—
Il

Som kontroll kan vi konstatera att summan av Shapleyvirdena &r lika med
storkoalitionens vérde 8. O

EXEMPEL 11.2.3 Vi berdknar Shapleylosningen {6r produktionsmodellen i
exempel 10.3.2: en fabrikséigare (spelare 0), n arbetare (spelarna 1, 2, ...,
n), och virdefunktion v(S) =0 om 0 ¢ S och v(S) = f((|S] —1) om 0 € S.
Funktionen f forutsitts vara vixande och konkav, och f(0) = 0.

Eftersom arbetarna dr utbytbara ricker det att berikna fabrikséigarens
Shapleyvérde ¢g(v). For koalitioner S som innehaller spelare 0 dr Ag(S) =
f(|S| — 1), sa darfor &r enligt sats 11.2.1

n+l 530 (ISr—l) n+1 k=1 ‘5‘90 (ISIn—l)
S|=k

n+1
bo(v) = — fAs=1) 1 sz(lsl—l)

n+1
I o Y

k=1 (kﬁl)
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diar Mj &r antalet delméngder S av {0,1,2,...,n} som bestar av k styc-
ken tal och innehaller talet 0. Detta antal ar M, = (kfl), och genom att
substituera detta i uttrycket ovan far man
1 n
po(v) = > f(k).

n+1k:0

Arbetarna far dela resterande belopp f(n) — ¢o(v) lika, vilket innebér att
varje arbetares Shapleyvéirde &r

6i0) = (1) - 2 3" 1®).
k=0

n n+1

Det kan vara intressant att jamfoéra Shapleylosningen med nukleollGs-
ningen, som vi berdknade i exempel 10.6.4; nukleollosningen ger varje arbe-
tare 1(f(n) — f(n — 1)) vérdeenheter. P4 grund av konkaviteten &r

n—k

UG +E) = fG+k=1) = (n—k)(f(n) = f(n - 1)).

J=1

=
S
|
=
N>
I

Det foljer dérfor att

1 n—1 1 n—1
40 = gy () = L 10) = gy 3o ) — S8
1 & 1
> o = B = fr= 1) = ()~ fr - 1),

k=0

Shapleylosningen ér saledes béttre d&n nukleollosningen for arbetarna.

Om arbetarnas marginalprodukt f(k) — f(k — 1) avtar mattligt nér k
viixer, sa ligger Shapleylosningen i spelets kidrna; avtar den ddremot mycket
snabbt ligger den inte i kirnan beroende pa att den ger arbetarna for stor
tilldelning. Jamfor med 6vning 11.5. O

Ovningar

11.3 Bestidm Shapleyvirdena till spelet ({1,2,3},v) dir v({1}) = 1, v({2}) = 2,
U({?’}) = -1, U({laQ}) =4, 1)({1,3}) =1, 'U<{273}) =2, U({].,Q,S}) =4.

11.4 (Marknad med en siljare och tva kopare) Spelare 1 dger ett foremal som
saknar virde for honom och som han dirfor onskar silja. Foremalet ar vért
a kronor for spelare 2 och b kronor for spelare 3, diar b > a. Formulera detta
som ett koalitionsspel och bestdm Shapleylosningen. Ligger Shapleylosningen i
kérnan?

11.5 Berdkna Shapleylosningen for produktionsmodellen i exempel 11.2.3 da n = 4,
f(0)=0, f(1) =8, f(2) =12, f(3) = 14 och f(4) = 15, och visa att den inte
ligger i kérnan.
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11.6 Berikna Shapleylosningen till n-personersspelet (N, v) nér

a)v(S):{|S omles, b)v(S):{|S om 1,2 €S,

0 annars. 0 annars.

11.7 Betrakta produktionsmodellen i exempel 11.2.3 i fallet f(k) = k%, dér 0 <

a < 1. Antag att antalet arbetare n &r mycket stort. Visa att Shapleylosningen

ligger i kdrnan och att fabriksdgaren far approximativt a%rlna vardeenheter
(07

medan arbetarna far dela resterande a1 lika. Jamfor med nukleollésningen,

som ger fabriksiigaren approximativt (1 — §)n® virdeenheter och arbetarna

totalt §n® virdeenheter.

[Ledning: Utnyttja att Riemansumman %Z:Zl(%)o‘ dr en approximation till

integralen fol x%dz.]

11.3 Shapley—Shubiks styrkeindex

Shapleylosningen ger ett matt pa olika individers eller gruppers roststyr-
ka vid voteringar. Betrakta en omrostning i exempelvis en politisk féorsam-
ling, pa ett foreningsmote eller pa en bolagsstimma med n spelare (partier,
medlemmar eller aktiefigare), dér ett visst forslag antingen kan antas el-
ler férkastas, och dar utgangen beror pa vilken koalition av deltagare som
stodjer forslaget. Om koalitionen S kan rosta igenom forslaget kallar vi S
en vinnande koalition, annars &r den en forlorande koalition. Vi férutsatter
givetvis att varje delméngd av en forlorande koalition ar forlorande och att
varje koalition som innehaller en vinnande koalition ocksa dr vinnande.
Genom att definiera

() = 1 om koalitionen S &r vinnande,

! 0 om koalitionen S &r forlorande

kan vi modellera omréstningen som ett enkelt koalitionsspel (N, v), och be-
greppen vinnande och forlorande koalition far exakt de betydelser som vi
gav dem i definition 10.3.1. Med en rostandes Shapley—Shubik-styrkeindex
menas nu helt enkelt den rostandes Shapleyvérde i detta spel.

For enkla koalitionsspel forenklas formeln for Shapleyvéardet i sats 11.2.1
av att spelarnas marginalbidrag A;(S) bara kan anta virdena 0 och 1. Mar-
ginalbidraget &r 1 endast om v(S) = 1 och v(S \ {i}) = 0, dvs. S &r en
vinnande koalition och S\ {i} &r en foérlorande koalition. Formeln f6r spela-
re 7:s Shapley-Shubik-index blir darfér

0 ZORTSD D 11>1.

S vinnande
S\ {i} forlorande

De vanligaste typerna av omrostningsspel beskrivs i féljande definition.
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Definition 11.3.1 Lat wy,ws,...,w, vara icke-negativa tal och ¢ vara ett
positivt tal. Det enkla koalitionsspel (N, v) som fas genom att definiera

1 om ), _cw; >q,
U(S) — ZzGS 2 q
0 om ), qw;<gq
kallas ett viktat omrdstningsspel med talen w; som vikter.
Om g = %Zze N W; kallas spelet ett viktat majoritetsspel.

EXeEMPEL 11.3.1 Vi far beslut med enkel majoritet genom att vélja alla
vikterna lika med 1 och ¢ = n/2, beslut med kvalificerad majoritet genom
att vélja alla vikterna lika med 1 och ¢ = 2n/3 om det &r tva tredjedelsma-
joritet som erfordras for att beslutet skall ga igenom. For beslut som kraver
enhéllighet &r w; = 1 for alla spelare i, och ¢ = n — % Spelare 1 &r en
diktator om wi; =1, w; =0 fér ¢ > 2 och g = %

Vid beslut som kriver enkel majoritet, kvalificerad majoritet eller enhél-
lighet har samtliga spelare Shapley—Shubik-index % eftersom spelarna &r
parvis utbytbara. Vid diktatoriska beslut har diktatorn Shapley—Shubik-
index 1 och de 6vriga spelarna index 0, eftersom de dr statister i samman-
hanget.

I dessa fall foljer indexvirdena direkt ur definitionen av Shapleylésning
som 16sning till villkoren i sats 11.1.3, men lat oss dnda berdkna Shapley—
Shubik-index med hjélp av formel (6) i fallet enkel majoritet.

Om n ar antalet spelare och n = 2k eller n = 2k + 1, sa &r en koalition S
som innehaller spelare ¢ vinnande medan koalitionen S\ {i} dr férlorande,
om och endast om |S| = k + 1, och antalet sadana koalitioner &r (ngl)
Enligt formel (6) ar darfor

$i(v) =n~" Y <|Z~‘__11>_1 =nt ) <|g\_—11>_1

S vinnande |S|=k+1
S\ {i} forlorande

) D

Pa bolagsstammor i aktiebolag som bara emitterat aktier med lika roste-
tal, har varje aktiedgare lika manga roster som antalet dgda aktier, och for
att ett forslag ska godkidnnas maste det stodjas av en majoritet av aktierna.
En bolagsstamma kan darfor betraktas som ett viktat majoritetsspel.

EXEMPEL 11.3.2 De fyra dgarna av ett aktiebolag, spelarna 1, 2, 3 och 4,
har 10, 20, 30 respektive 40 aktier. Detta innebér att de vinnande koalitio-
nerna ar {1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,3,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, {2,4} och {3,4}.

Den enda vinnande koalition S, som innehaller 1 och ddr S\ {1} &r
forlorande, dr S = {1, 2, 3}, och detta betyder att
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For spelare 2 &r motsvarande koalitioner {1, 2,3}, {1,2,4} och {2,4}, varfor

L3\ 7" 3\ 1

92(v) 4( (2) * <1) 1
For spelare 3 dr koalitionerna {1,2,3}, {1,3,4} och {3,4} vinnande men
férlorande om man tar bort spelaren. Detta innebér att ¢3(v) = ¢o(v) = 1.

Samtliga vinnande koalitioner med spelare 4 som medlem utom storko-
alitionen forlorar om spelare 4 gar ur, varfor

1 =300) () )=

Aktiefigarnas Shapley—Shubik-index dr saledes 1—12, %, i och % Det ar

noterbart att dgarna 2 och 3 har samma index trots att dgare 3 har fler
aktier. O

Ovningar

11.8 Verifiera med hjélp av formel (6) att samtliga spelare har samma Shapley—
Shubik-index i omrostningsspel dér enhéllighet kravs.

11.9 Bestam Shapley—Shubiks styrkeindex i ett aktiebolag med fyra deldgare som
har 1, 3, 3 respektive 4 aktier.

11.10 Bestdm Shapley—Shubik-index for spelarna i ett viktat majoritetsspel med
n > 3 spelare, dir w; = 2n — 3 och w; = 2 for Gvriga spelare i.

11.11 FNs sikerhetsrad bestar av 15 medlemsnationer, varav 5 4r permanenta med-
lemmar med vetorétt. For att en resolution ska godkénnas krédvs det att 9 na-
tioner rostar for och att ingen av de 5 permanenta nationerna rostar emot. En
omrostning i sdkerhetsradet kan betraktas som ett viktat omrostningsspel, dér
var och en av de fem permanenta medlemsnationerna har vikt 7 och de andra
tio medlemsnationerna vardera har vikt 1, och déir det krivs en viktsumma pa
39 for att en resolution ska godkénnas. Bestdm Shapley—Shubiks styrkeindex
for en permanent medlemsnation och foér en icke-permanent medlemsnation.



Kapitel 12

Koalitionsspel utan
overforbar nytta

I koalitionsspel med 6verforbar nytta karakteriseras varje koalition S av ett
tal v(S) som representerar det virde som koalitionens medlemmar forfogar
over, och huvudproblemet &dr att fordela storkoalitionens virde v(N) bland
spelarna.

I det har kapitlet ska vi mycket kortfattat behandla koalitionsspel utan
overforbar nytta. I ett sddant spel ska spelarna enas om ett alternativ ur
en given mingd X. Varje spelare har sina preferenser som kan beskrivas
av preferensrelationer eller nyttofunktioner. Spelarna kan inte kompense-
ra varandra genom att Overfora nytta, och ett skil for att detta inte &r
mojligt kan vara att de inte méter sina nyttor i jamforbara enheter. Spelar-
na kan emellertid bilda koalitioner, och varje koalition S antas kontrollera
en delméngd V(S) av X, nagot som gor det mojligt for en koalition S att
blockera ett av storkoalitionen foreslaget alternativ z € V(IN) om den har
ett alternativ y € V(S) som alla koalitionsmedlemmarna i S tycker béttre
om &n x. Detta betraktelsesdtt leder som vi ska se till en generalisering av
begreppet kérna.

12.1 Koalitionsspel utan 6verférbar nytta

Definition 12.1.1 Ett koalitionsspel utan overférbar nytta bestar av
e en dndlig méngd N (av spelare);
e en méingd X (av handlingar);

o for varje koalition S (dvs. icke-tom delméngd av N) en delméngd V' (.S)
av X;
e for varje spelare ¢ € N en preferensrelation >; pa X.

I foljande tre definitioner ar (N, X, V, (>=;)) ett godtyckligt koalitionsspel
utan overforbar nytta.

213
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Definition 12.1.2 Koalitionen S har en stark invindning mot handlingen
x € X om det finns en handling y € V(S) sadan att y >=; = for alla i € S.

Det ar forstas inte rationellt for en koalition att acceptera en foreslagen
handling om det finns en handling som koalitionen sjélv forfogar 6ver och
som alla koalitionsmedlemmar tycker battre om. Detta leder till begreppet
kérna.

Definition 12.1.3 Koalitionsspelets kirna bestar av alla handlingar i V()
som ingen koalition har nagon stark invindning mot.

En handling z € V(N) tillhér med andra ord kidrnan om och endast
om det for varje koalition S och varje handling y € V(S) finns minst en
koalitionsmedlem i € S som tycker minst lika bra om = som y (dvs. z =; y).

En svagare typ av invindning leder till begreppet Paretooptimalitet.

Definition 12.1.4 Koalitionen S har en svag invindning mot handlingen
x € X om det finns en handling y € V(S) med egenskapen att y »=; x for
alla koalitionsmedlemmar ¢ € S och y »; x for minst en koalitionsmedlem 1.

En handling x € V(N) kallas Paretooptimal om storkoalitionen N inte
har nagon svag invindning mot x.

En handling i V(IV) dr med andra ord Paretooptimal om och endast om
det inte finns ndgon annan handling som storkoalitionen férfogar 6ver och
som alla spelarna tycker &r minst lika bra och nagon spelare tycker ar béattre.

En handling i kdrnan behover inte vara Paretooptimal, ty att storkoa-
litionen inte har nagon stark invindning mot handlingen betyder inte att
den inte kan ha en svag invindning mot handlingen. Se évning 12.1 for ett
exempel.

ExXEMPEL 12.1.1 Lat (N, X, V, (>;)) vara det koalitionsspel utan éverférbar
nytta som definieras av att

N={1,2}, X =R?,
V{1H ={(1,0) [0 <=1 < 3}, V({2}) ={(0,22) [0 <22 < p)},
V(N)={(z1,22) [0 <23 <1—21, 0< 2 <1}
(z1,22) =1 (y1,92) & 21 >0
(x1,22) =2 (y1,92) & T2 > Yo
Se figur 12.1.

Koalitionen {1} har en stark invéindning mot alla handlingar (z1, z2) med
z1 < %, nédmligen invindningen y = (%, 0), men saknar starka invandningar
mot handlingar med x; > %

Koalitionen {2} har pa motsvarande sétt en stark invéndning mot al-

la handlingar (x1,x2) med zy < %, men saknar starka invindningar mot
handlingar med x2 > %
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2

W=

171

2
3

W=

Figur 12.1. Handlingsméngden V(NN) och kérnan K for spelet i exempel 12.1.1.

Storkoalitionen N har starka invéindningar mot handlingar (1, z2) i tri-
anglen V(N) med x1 +x2 < 1, eftersom det finns punkter (y1,y2) i triangeln
dér x1 < y1 och x2 < g9, men storkoalitionen saknar savél starka som svaga
invindningar om x1 + x9 = 1, eftersom y1 + 42 > 1 om y; > x; for ¢ = 1,2
med striang olikhet pa atminstone ett stille.

Spelets kédrna édr darfér méangden

{(z1,22) |21+ 22 =1, 3 <21 < 3},

och en handling (z1,z2) &r Paretooptimal om och endast om den ligger pa
triangelsidan
{(z1,22) |21 +22=1,0< =z < 1}. O

EXEMPEL 12.1.2 Varje koalitionsspel (N, v) med éverforbar nytta kan éver-
sittas till ett koalitionsspel (N, X, V| (=;)) utan 6verforbar nytta pa foljande
satt:

X =R",

V(S)={x e R"| Z:m =v(S) och z; =0 forallaj¢ S},
€S

x =; y om och endast om xz; > y;.

Koalitionsspel med overforbar nytta kan darfor uppfattas som special-
fall av koalitionsspel utan 6verforbar nytta. Karnan blir densamma oavsett
om vi anvéinder definitionen av kérna for spel med overforbar nytta eller
definitionen av kirna for spel utan éverférbar nytta. O

Ovning

12.1 Bestdm de Paretooptimala handlingarna och kdrnan i spelet (N, X,V (=;))
dir N = {1,2}, X = R%, V({1}) = V({2}) = {(0,0)}, (z1,22) =; (y1,¥2) om
och endast om x; > y;, och
a) V(N) = {(z1, @) |27 +23 <1} b) V(N) = {(21, ) | max|z;| < 1}

¢) V(N) =A{(z1,22) [ |1] + [wa] <1}
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12.2 Bytesekonomier

EXEMPEL 12.2.1 Betrakta ett samhille utan pengar dér all handel sker
genom byten. For enkelhets skull antar vi att samhéllet bara bestar av tva
personer och att det bara finns tva bytesvaror — hallonsylt och lingonsylt.
Person 1 har fran borjan 8 kg hallonsylt och 2 kg lingonsylt, vilket vi anger
genom att séga att hans varukorg ges av vektorn a = (8,2). Person 2 har
2 kg hallonsylt och 5 kg lingonsylt, s& hans initiala varukorg beskrivs av
vektorn b = (2, 5).

De tva personerna tycker olika mycket om sylt; deras preferenser for
en varukorg (x1,x2) av hallon- och lingonsylt beskrivs av nyttofunktioner-
na uj(x1,x2) = x1xe resp. uz(xi,x2) = min(xy,x2). Det kan alltsa vara
fordelaktigt for bada att byta vissa kvantiteter sylt med varandra.

Vi kan modellera situationen som ett koalitionsspel med tva spelare och
handlingsméngd X = R% x R% (= R%) och med foljande tolkning av ett
element (z,y) = (z1,2,y1,y2) i handlingsméngden: forsta halvan (x1,x2)
ar spelare 1:s varukorg och andra halvan (y1,ys2) &r spelare 2:s varukorg av
hallon- resp. lingonsylt.

Alla element (z,y) i X dr forstas inte mojliga att uppna genom byte, ty
tillsammans forfogar de bada spelarna bara éver 10 kg hallonsylt och 7 kg
lingonsylt. Dérfor satter vi

V(N) = {(z1,22,y1,92) € R} |21 +y1 =10, z9 +yo =T}

Elementen i V' (N) beskriver resultaten av alla méjliga byten.
Om spelarna inte samarbetar hénder ingenting; spelarna har bara de
syltméngder som de hade fran borjan. Darfor ar

V{1}) =V({2}) = {(a,0)} = {(8,2,2,5)}.

Spelarnas preferenser for ett visst utfall ges av funktionerna ovan, men
vi maste modifiera definitionerna sa att funktionerna blir definierade pa X.
Vi antar att spelarna bara bryr sig om det egna innehavet och sétter dirfor

ui(z,y) = x1z2 och  wa(z,y) = min(y1,y2).

Spelet kan illustreras grafiskt med hjilp av Edgeworths lada. Lat R vara
en rektangel med ldngd a; + b1 = 10 och bredd as + by = 7, och vilj tva
motstaende hérn som origon for varsitt koordinatsystem Oxzqxo och O'yyo
med koordinataxlar utefter rektangelns sidor som i figur 12.2. Sambandet
mellan en punkts koordinater (z1,22) och (y1,y2) i respektive koordinatsy-
stem ges av att 1 + y1 = 10 och a2 + yo» = 7. Detta innebér att fyrtipeln
(x,y) ligger i V(N) om och endast om (x1, z2) och (y1,ys2) dr koordinater for
en och samma punkt i rektangeln R. Speciellt &r alltsa (a1, a2) och (b1, b2)
koordinater for samma punkt.
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Figur 12.2. Edgeworths lada for exempel 12.2.1. Punkterna pa den brutna linjen
OPO' &r Paretooptimala varukorgar, och kirnan K bestar av alla Paretooptimala
varukorgar mellan hyperbeln z122 = 16 och ”vinkelhakskurvan” min(y,y2) = 2.
Den streckade linjen x1 + 2xo = 12 utgodr budgetgriansen for spelarna nér varorna
prissétts av jamviktspriset; spelare 1 kan finansiera alla varukorgar som ligger under
linjen och spelare 2 alla varukorgar som ligger 6ver linjen. Linjens skdrningspunkt
med kdrnan (6, 3,4,4) dr konkurrensjimviktslésningen.

Vi kan saledes identifiera V (V) med rektangeln R. I rektangeln kan vi
vidare rita in spelarnas indifferenskurvor — hyperblerna x1x2 = k1 och ”vin-
kelhakskurvorna” min(y,y2) = ks for olika vérden pa k; och ko. Genom den
initiala punkten med z-koordinaterna (8,2) och y-koordinaterna (2,5) pas-
serar indifferenskurvorna zjz9 = 16 och min(y;, y2) = 2. Dessa &r utritade i
figur 12.2.

Punkterna pa den brutna linjen OPO’ med ekvationen

0 om 0 < x <3,
To =
2 r1—3 om 3 <z <10,

som i figuren ritats med tjockare linjer, representerar de Paretooptimala
varukorgarna. For att se detta noterar vi forst att i punkter (z,y) € V(N)
med zg = 0 och 0 < x7 < 3 &r spelare 1:s nytta 0 och spelare 2:s nytta
maximala 7, eftersom y; = 10 — 21 > 7 = yo. Spelare 2 kan dérfor inte
forbéttra sin nytta, och i punkter med positiv nytta for spelare 1 &r x5 > 0
och foljaktligen spelare 2:s nytta mindre &n 7, eftersom yo = 7 — xo.

I en punkt (z,y) didr o = 1 —3 och 3 < z1 < 10, &r y; = 10 — 21 =
7 — xo = yo. En forbéttring av spelare 2:s nytta kan bara ske genom att
oka bade 1 och 2, men da minskar x; och xs och dirmed ocksa spelare 1:s
nytta x1xo. En 6kning av spelare 1:s nytta kriaver a andra sidan att xq eller
xo Okar, och i bada fallen minskar spelare 2:s nytta.

Detta visar att alla punkter pa den brutna linjen OPO’ ér Paretoopti-
mala. Inga punkter utanfor den brutna linjen &r Paretooptimala, ty for alla
punkter utanfér denna linje, finns det punkter som &r béattre for bada spe-
larna. Om en punkt med z-koordinaterna (&1, &2) ligger ovanfér den brutna
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linjen, sa #r spelare 2:s nytta strikt storre i alla punkter inom rektangeln R’/
med sidorna x1 = 0, o = &9, 1 = &2 + 3 och x5 = 0 (se figur 12.2), me-
dan spelare 1:s nytta &r strikt storre i alla punkter ovanfor indifferenskurvan
xX1T9 = T1&9, som passerar genom punkten (&1, &2). Eftersom snittet mel-
lan dessa omraden inte dr tomt (se det skuggade omradet i figuren), finns
det en punkt som ger bada spelarna strikt storre nytta dn vad (Z1,Z2) gor.
Motsvarande géller om punkten ligger under den brutna linjen.

I det hér fallet sammanfaller médngden av Paretooptimala handling-
ar med méngden av handlingar som storkoalitionen inte har nagon stark
invindning mot, s& kirnan ar en delméngd av méngden av Paretooptimala
handlingar. Ursprungsinnehavet (a,b) = (8,2,2,5) &r en stark invindning
for spelare 1 mot alla varukorgar (z,y) med 122 < 16 och {or spelare 2 mot
alla varukorgar med min(y, y2) < 2. Spelets kirna IC ar darfor lika med snit-
tet mellan den brutna linjen och omradet mellan hyperbeln z129 = 16 och
"vinkelhakskurvan” min(y;,y2) = 2. Skédrningspunkten mellan linjen och
hyperbeln har z;-koordinat (3 + 1/73)/2 =~ 5.77. Kirnan K bestéar siledes
av varukorgarna (1,1 — 3,10 — 21,10 — 1), dér 5.77 < z; < 8.

Lat oss se vad som hédnder om vi introducerar pengar i bytessamhillet
och prissitter sylten sa att kilopriset for hallonsylt blir 1 kr och kilopriset
for lingonsylt blir p kr. Detta innebér att spelare 1:s syltformogenhet &r
8 + 2p kr och spelare 2:s syltférmogenhet &r 2+ 5p kr. Lat dem nu handla av
varandra och anvidnda sina ekonomiska resurserna sa att de maximerar sina
respektive nyttofunktioner. Eftersom de inte far 6verskrida sina ekonomiska
ramar, betyder detta att de bada spelarna ska l6sa maximeringsproblemen

Maximera x1z9 da och Maximera min(yi,y2) da
1 +pra< 8+ 2p y1+py2< 2+ 5p
x1,22 > 0 y1,y2> 0

Losningarna till de bada problemen ar

+4 op + 2
x1:4+p,m2:L och y1 =y = P .
p p+1

Detta dr gott och vil, men finns det tillrackligt med sylt for ett sadant byte
eller blir det sylt 6ver? Problemet dr att de bada spelarna skall handla av
varandra, och da maéaste prissidttningen vara sadan att ovanstaende optimala
l6sningar gar att genomfora. Priset p maste med andra ord vara satt sa att

5 2 4 5 2
Pt =10 och a:2+y2:&+ Pt =7

r1+y1=4+p+
L b p+1 p p+1

De bada ekvationerna har en unik (positiv) 16sning, ndmligen p = 2. Den
(i det hér fallet) unika prisvektorn (1,2) pa hallon- resp. lingonsylt kallas
konkurrensjimuiktspriset. Naturligtvis paverkas inte losningen av att man
byter valuta, sa (A, 2)) dr ocksa ett konkurrensjimviktspris for varje A > 0.
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For p = 2 ar de optimala l6sningarna 1 = 6, x0 = 3, y1 = 4, yo = 4. 1
jamviktslosningen ska alltsa spelare 1 sélja 2 kg hallonsylt till spelare 2 och
kopa 1 kg lingonsylt av honom.

Observera att konkurrensjamviktslosningen (6, 3,4, 4) tillhor kidrnan. Det
ar, som vi strax ska visa, ingen tillfallighet. O

Resonemangen i exempel 12.2.1 kan forstas generaliseras till bytesmark-
nader med fler 4n tva aktorer och tva varor. Detta leder till féljande defini-
tion.

Definition 12.2.1 En bytesekonomi bestar av
e en #dndlig méngd N;

ett positivt heltal m;

for varje i € N en vektor a; € R'" ;

for varje i € N en preferensrelation =; pa R’

Tolkningen av de olika ingredienserna i bytesekonomin &r som foljer:

N &r méngden av aktorer, totalt n stycken, och m &ar antalet varor i
ekonomin. En aktér ¢:s innehav av de olika varorna beskrivs med hjilp av
vektorer x; = (%41, 42, - . ., Tim) € R, dér x;;, anger méngden av vara k.

Vektorn a; ar aktor i:s ursprungliga innehav av varorna fore alla byten.

x; =; y; betyder att varukorgen x; uppfattas som minst lika bra som
varukorgen y; av aktor .

En allokering i bytesekonomin &dr en fordelning av varorna bland aktorer-
na och beskrivs av en mn-tipel * = (z1,29,...,2,), dir z; € R™ &r is
varukorg och > ' | x; = Y 1" a;.

Det dr underforstatt att varorna i en bytesekonomi kan 6verforas fritt
mellan aktérerna, men de har inget séitt att kompensera varandra annat &n
genom att byta varor.

En prisvektor i bytesekonomin &r en vektor p = (p1,p2,...,pm) € R
som inte &r identiskt noll. For prisvektorn p ges vardet av aktor ¢:s varukorg
z; = (zi1, iz, . . ., Tim) av skaldrprodukten p - x; = Y| PrTik-

Definition 12.2.2 En konkurrensjiamuvikt i bytesekonomin &r ett par (p*, z*)
bestaende av en prisvektor p* och en allokering z* = (z7,3,...,2}) med
egenskapen att varje aktor ¢ prefererar varukorgen z; bland alla varukorgar
x; som han kan finansiera med hjilp av sitt initiala innehav a;, dvs.

pa; <p*-a; och p*x; <p*ea; =] = @

Foljande sats &r ett specialfall av en mer generell sats av Arrow och
Debreu om jamvikter i marknader med savil konsumtion som produktion.

Sats 12.2.1 FEn bytesekonomi har en konkurrensjimuvikt om féljande fem
villkor dr uppfyllda for alla i € N:
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(i) a; > 0, dvs. samtliga aktérer har fran bérjan en positiv kvantitet av
alla varor.
(i) >=; dr en kontinuerlig preferensrelation.
(iii) =; dr vizande, vilket betyder att x; >=; y; om x; > y;, dvs. "mer dr
battre”.
(iv) Ax; + (1 — N)y; =i yi om x; >=; y; och 0 <\ < 1.
(v) for varje varukorg x; € R finns det en varukorg y; € R™ sadan att
Yi =i Tg.

Anmdrkning. Jimviktsallokeringen behdver inte vara entydigt bestdmd.

Bytesekonomier kan uppfattas som koalitionsspel utan éverférbar nytta
pa foljande sdtt. Till bytesekonomin i definition 12.2.1 associerar vi koali-
tionsspelet (N, X, V, (=})), dér

e X =R xR x--- xR (n faktorer);

o V(S)={reX |X cg®i =2 jcga; och x;=aj;forallaj¢ S}

o (71,22, @) = (Y1, Y2, Yn) S Ti =i Ui

Det andra villkoret innebér att varje koalition kan férdela varorna, som
koalitionen initialt forfogar 6ver, fritt mellan sina medlemmar, och det tredje
villkoret innebér att varje spelare endast bryr sig om sin egen konsumtion.

Definition 12.2.3 Med en bytesekonomis kdrna menas kdrnan hos motsva-
rande koalitionsspel.

Sats 12.2.2 Om en bytesekonomi ha en konkurrensjaimuvikt (p*, x*), sa lig-
ger jimuiktsallokeringen x* i bytesekonomins kdrna.

Bewvis. Antag att x* inte ingar i kiirnan. Da finns det en koalition S och for
varje spelare i € S en varukorg y; sa att Y, gy = > ,cq @i och y; =; x7. Av
definitionen av (p*, z*) som konkurrensjamvikt foljer diarfor att varukorgarna
y; inte kan uppfylla spelarnas budgetrestriktioner, dvs. p* - y; > p* - a; for
alla i € S. Detta medfér att p* - > .cqvyi > p* - D ;cqai, vilket strider mot

att 3o ¥i = D jes Wi m

Det foljer forstas som korollarium till sats 12.2.2 att kérnan dr icke-tom
i varje bytesekonomi som har en konkurrensjémvikt.

Ovning

12.2 Betrakta en bytesekonomi med tva varor och tva aktorer. Aktor 1:s initiala
varukorg ges av vektorn (1,1) medan aktor 2:s initiala varukorg ges av vek-
torn (2,1). Preferenserna for varukorgen (z1,x2) beskrivs av nyttofunktionerna
u1(x1,x2) = 1 + T2 och uz(x129) = x125. Bestdm ekonomins kdrna och kon-
kurrensjamvikt.
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12.3 Nashs forhandlingslésning

Betrakta en forhandling mellan tva parter, och lat X beteckna méingden av
de alternativ som parterna forhandlar om. En méjlig utgang av forhandling-
arna &r att parterna inte kommer 6verens; detta alternativ kommer att be-
tecknas D. Vi forutsétter att parternas preferenser for de olika forhandlings-
alternativen kan beskrivas av tva nyttofunktioner u; och uo, samt att det
finns atminstone nagot alternativ i X som bada prefererar strikt framfor
alternativet D att inte komma Overens.

Forhandlingen kan beskrivas som ett koalitionsspel utan 6éverférbar nytta
med N = {1,2}, V({1}) = V({2}) = {D} och V(N) = X U{D}.

Vi soker en rimlig och rattvis forhandlingslosning men for att komma
fram till en sddan maste vi naturligtvis forst specificera vad som bor menas
med rimlig och rattvis. Som ett forsta steg borjar vi med att transformera
vart forhandlingsproblem sa att det kommer att handla om att vilja en
punkt i en delmingd av R? genom att sitta

S ={(u1(x),uz(x)) |x € X} och d= (ui1(D),uz(D)).

Om tva férhandlingsalternativ o och ' avbildas pa samma punkt i .S, sa &r
bada parterna indifferenta mellan dem, och vi kan dirfér nu koncentrera oss
pa att finna den "rattvisa” punkten i S.

Var forhandling har transformerats till ett koalitionsspel

<{17 2}7 R27 v, (tl»

utan overforbar nytta med koalitionsméngder V({1}) = V({2}) = {d} och
V(N) = S U{d}, och med de bada spelarnas preferenser givna av att

(z1,22) =i (y1,y2) om och endast om x; > y;.

Antagandet att det finns nagot férhandlingsalternativ som bada spelar-
na prefererar strikt framfor sammanbrottsalternativet D innebér att det
finns en punkt z € S med egenskapen att x > d. Hér betyder forstas
xr = (l’l,l’g) >d= (dl,dg) att 1 > dy och x9 > ds.

Med en forhandlingslésning menas nu en funktion f som till varje méngd
S och varje punkt d sadan att méngden {x € S | z > d} inte dr tom
associerar en unik punkt f(S5,d) 1 S.

Ett rimligt krav for att en forhandlingslésning ska uppfattas som rattvis
ar forstas att punkten f(S,d) dr Paretooptimal och ligger i férhandlings-
spelets kdrna. Problemet &r forstas att kdrnan i allmidnhet bestar av mer
dn en punkt. Spelaren i enmanskoalitionen {i} har starka invéindningar mot
forhandlingsforslag x med z; < d;, sa kiirnan dr en delméngd till mangden
S*(d)={z eS|z >d}.
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Nashs axiom

Nashs idé bestod i att definiera en l6sning till forhandlingsspelet sasom va-
rande "réttvis och férnuftig” om den uppfyller fyra 6nskvirda egenskaper
samt att visa att dessa egenskaper bestimmer 16sningen entydigt for kom-
pakta, konvexa méangder S.

I fortsdttningen antar vi déarfor att S &r en kompakt, konvex delméngd av
R?, att d &r en punkt i R?, och att S innehaller ndgon punkt = med egenska-
pen att x > d. Med beteckningarna f1(S,d) och f2(S,d) for koordinaterna
till 16sningsfunktionen f(S,d) ser Nashs fyra axiom ut sa hér:

Axiom 1 (Paretooptimalitet) Punkten f(S,d) dr Paretooptimal, dvs. det
finns ingen punkt x € S sadan att x; > f;(S,d) for i = 1,2 med strikt
olikhet for minst ett 1.

Axiom 2 (Symmmetri) Om mdngden S dr symmetrisk kring linjen x1 = 2
och di = da, sa dr f1(S,d) = f2(S,d).

Axiom 3 (Oberoende av irrelevanta alternativ) Om T dr en sluten, konvex
delmingd av S och f(S,d) € T, sa ar f(T,d) = f(S,d).

En avbildning ¢: R?> — R? kallas en skalning om avbildningen har for-
men

d(x1,22) = (P1(21), P2(22)) = (121 + f1, a2x2 + Po),

dar aq, ag ar positiva reella tal och £, fo dr godtyckliga reella tal.

En skalning avbildar varje kompakt, konvex méngd S pa en ny kom-
pakt, konvex mingd S’ = ¢(5). Det fjirde axiomet ger sambandet mellan
forhandlingslosningarna f(S,d) och f(S’,d").

Axiom 4 (Skalningsinvarians) For alla skalningar ¢ dr

f(9(5), d(d)) = ¢(f(S, d)).

I en forhandling dér resultatet inte dr Paretooptimalt finns det utrymme
for omférhandlingar som leder till att atminstone en part far det béttre utan
att den andra far det simre. Att en féorhandlingslosning ska vara Paretoop-
timal dr déarfor rimligt.

Maéngden S &r symmetrisk om

(r1,22) € S & (x2,21) € S.

Med en symmetrisk mingd och ett symmetriskt avbrottshot far vi exakt
samma forhandlingssituation om de bada parterna byter plats med varandra,
och det ar ett naturligt rattvisekrav att forhandlingsresultatet inte ska fa
bero av hur vi numrerar parterna.

Antag att en férhandling med alternativméngd S och avbrottshot d le-
der fram till att forhandlingsresultatet f(S,d) ligger i T. Detta tyder pa att
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alternativen i S\ T inte dr attraktiva for parterna utan irrelevanta i sam-
manhanget. Om man inskrénker forhandlingsméngden till 7' bér man dérfor
erhalla samma forhandlingsresultat som tidigare, dvs. f(T,d) = f(S5,d), vil-
ket &r inneborden av axiom 3. Mot detta kan man invénda att alternati-
ven utanfor 7" kan ha paverkat den forsta forhandlingen satillvida att de
tjinade som hot eller forhoppningar, och att resultatet av den sistndmnda
forhandlingen visst kan paverkas av att dessa hot/forhoppningar fallit bort.
Axiom 4 ar okontroversiellt eftersom det endast innebér att forhandlings-
resultatet ska vara oberoende av valet av ekvivalenta nyttofunktioner.

Nashs forhandlingslésning

Sats 12.3.1 Det finns en unik funktion f som satisfierar Nashs fyra axiom.
Férhandlingslosningen f(S,d), som kallas Nashs forhandlingslosning, dr den
unika mazimipunkten till problemet att mazimera produkten (x1—d;)(ze—ds2)
dver alla (x1,x2) i mingden S*(d) ={zx € S|z >d}.

Vi borjar med att visa att maximeringsproblemet har en entydig 16sning
och att 16sningen dr invariant under skalning.

Lemma 12.3.2 Sitt M = max{(z; — di)(x2 — d2) | z € S*(d)}.
(i) Mazimum M antas i en unik punkt & = (Z1,22) 1 S*(d).
(ii) Mdingden S ligger i halvplanet
H = {l’ S R? | (12'2 — dQ)(CL’l — dl) + (.’il — dl)(mg — dg) < 2M}

som begrdnsas av tangenten till kurvan (x1—dy)(ze—de) = M i punkten

z.
(111) Lat ¢ vara en godtycklig skalning, och sitt S" = ¢(S) och d' = ¢(d).
Da dr punkten ¢(&) den unika losningen till mazimeringsproblemet

max {(y1 — dy)(y2 — dy) | y € S (d)}.

(1‘1 — dl)(wz —d2)=M

Figur 12.3. Illustration till lemma 12.3.2.

Bewis. (i) och (ii) Maximeringsproblemet har en 1sning & > d eftersom
méngden S*(d) &r kompakt (och innehaller punkter > d). For att visa att
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den dr unik och att S C H 6verfor vi med hjélp av translationen 2} = z1—d;,
xl, = x9 — dy det allminna fallet pa fallet d = (0, 0).

I fortséttningen antar vi darfor att d = (0,0). Eftersom funktionen
x1 — Mz dr strikt konvex for 21 > 0, ligger kurvan xo = M /x; ovanfor sin
tangent Tox1+T1x2 = 2M Overallt utom i tangeringspunkten Z. Den konvexa
méngden {x € R% | z120 > M} ligger dirfor, med undantag for tangerings-
punkten &, helt i det 6ppna halvplanet U = {x € R? | o2y + 2129 > 2M }.
Om vi visar att méngden S ligger helt i det motsatta slutna halvplanet
H = {z € R? | 921 + 2122 < 2M}, dvs. pastaende (ii), sa foljer det darfor
speciellt att x1x9 < M for alla punkter z i S*(0) = SN Ri utom punkten
z, vilket bevisar pastaende (i).

Antag darfor att det finns en punkt z = (x1,22) i S NU; vi ska visa att
detta leder till en motségelse. Pa grund av att & € S, & > 0 och S ar konvex,
ligger punkterna

tr+ (1 — )& = (twy + (1 — )21, twg + (1 — t)22)
i §*(0) for alla tillréickligt sma positiva tal ¢, och foljaktligen dr
(1) (tr1 + (1= t)a1) (teo + (1 = t)i2) <M

for alla tillrackligt sma ¢t > 0 pa grund av definitionen av M som maxi-
mivérde.

Men eftersom x ligger i det 6ppna halvplanet U, ar Zox1+ 2129 = 2M +¢
for nagot tal € > 0. Darfor ar

(tz1 + (1 —t)&1) (tze + (1 — t)32)
= t?x129 + t(1 —t)(T1z2 + Toxy) + (1 — t)2§:1332
= t2xyxy +t(1 —t)(2M +¢) + (1 — t)°M
=M+ et —t3(M +¢—x129) > M

for alla tillrickligt sma ¢ > 0, vilket strider mot olikheten (1). Foljaktligen
ar SNU =0, sa S dr en delméngd till halvplanet H.

(iii) Satt y1 = ¢1(x1) = a1 + B1, y2 = d2(x2) = agxs + Po. Da dr

arag(xy — dy)(xe — d2) = (11 + B1 — audi — Bi)(cewa + B2 — aads — B2)
= (y1 — dy)(y2 — dy).

Att maximera produkten (z1—d;)(x2—dz2) da x varierar 6ver S*(d) ar darfor
ekvivalent med att maximera produkten (y1 — d})(y2 — d}) da y varierar
over S™(d’), och sambandet mellan de bada maximipunkterna (Z1, &2) och

(91, 92) ges av att g1 = ¢1(Z1), Yo = ¢2(22), eller kortare § = ¢(Z). O
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Bevis for sats 12.3.1. Definiera ¢(S, d) som den unika losningen z till opti-
meringsproblemet

max{(:ﬁl — dl)(ZL'Q — d2) | T € S*(d)}

Vi visar forst att ¢(S,d) uppfyller de fyra axiomen och sedan att det inte
finns nagon annan lésning.

Paretoegenskapen foljer av (ii) i lemma 12.3.2, ty om 1 > 21 och x9 > &9
(eller z1 > &1 och zg > &9) ligger punkten x inte i det slutna halvplanet H
och dérfor heller inte i médngden S.

Antag att méngden S dr symmetrisk och att di = dy. For att visa att
symmetriaxiomet dr uppfyllt maste vi visa att 1 = Z».

Av symmetrivillkoret foljer att punkten (Zo,2) ligger i S*(d), och pa
grund av att S dr konvex &r ocksa

z=3(81,82) + (B2, 21) = (5(21 + 22), 3(31 + 22))

en punkt i S*(d). Olikheten mellan aritmetiskt och geometriskt medelvirde
medfor att

(:%1 — dl) + (@2 — dl)
2

2
(21 —d1)(22 —d1) = ( ) > (21 —di)(22 —d1) =M
med likhet endast om &1 — di; = Z9 — dy, dvs. endast om 1 = 9. Eftersom
strang olikhet dr omdojlig pa grund av definitionen av M som maximivérde,
foljer det att &1 = Zo.

Axiom 3 &r sjilvklart uppfyllt; om & maximerar produkten da = ge-
nomloper den storre mingden S*(d) och & ligger i T, sa dr givetvis & en
maximipunkt i problemet att maximera 6ver 7%(d).

Slutligen innebér (iii) i lemma 12.3.2 att axiom 4 dr uppfyllt.

Déarmed &r existensen av en forhandlingslosning som uppfyller Nashs
axiom visad. For att visa entydigheten undersoker vi forst vad f(S, d) maste
vara for vissa speciella méngder S.

Om méngden S ar symmetrisk kring linjen x1 = x9, sa foljer det av
Pareto- och symmetriaxiomen att f(S,(0,0)) dr den punkt i S pa linjen
x1 = x9 som ligger langst ifran origo (och i forsta kvadranten).

Lat nu T vara en godtycklig kompakt konvex delméngd av halvplanet
Hy = {(x1,22) | 1 + 2 < 2} och antag att T innehaller punkten (1,1).
Varje sadan mangd T #r uppenbarligen en delméngd av nagon kompakt
konvex symmetrisk méangd S som ockséa ligger i H; som S kan vi exempelvis
vilja en tillrackligt stor rektangel med en sida utefter linjen x1 + x9 = 2 och
symmetrisk kring linjen x1 = x9. Eftersom f(S, (0,0)) = (1, 1), foljer det nu
av axiom 3 att ocksa f(7, (0,0)) = (1,1).

Antag slutligen att S ar en godtycklig kompakt konvex méngd, och defi-
niera & som maximipunkten i sats 12.3.1. Lat ¢ vara skalningen som avbildar
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Z pa punkten (1,1) och d pa (0, 0); koefficienterna i skalningen &r bestdmda
av att
{041@1-1-51:1 och {0425324-52:1
ardy +51=0 aody + B2 =0.

Enligt (iii) i lemma 12.3.2 &r da (1,1) den optimala 16sningen till maxime-
ringsproblemet max {z1z2 | * € ¢(S)}, och enligt (ii) i samma lemma &r
dérfor S" = ¢(S) en konvex kompakt delméingd av halvplanet

Hy = {z € R? | 21 + 23 < 2}.
Det foljer déirfor av specialfallet ovan och skalningsinvariansegenskapen att

o(f(S,d)) = f(6(S),o(d)) = f(5,(0,0)) = (1,1) = ¢(2),
och eftersom avbildningen ¢ &r inverterbar medfor detta att f(S,d) = .
Déarmed ar entydigheten bevisad. O

Ovningar

12.3 Bestam forhandlingslosningen enligt Nashs forhandlingsmodell fér méngden
S = {(x1,72) | 0 < 29 <4 — 2?}, d& sammanbrottspunkten d &r

a) (0,0) b) (0,1).

12.4 Kalle och Lisa forfogar tillsammans 6ver en miljon kronor som de tanker hand-
la aktier for. De har fastnat for tre foretag, A, B och C, och valet star mellan att
investera hela summan i ett av foretagen eller att fordela den mellan foretagen
pa lampligt sdtt. Kalle och Lisa har emellertid olika férvéntningar betraffande
den framtida vinstutvecklingen i de olika foretagen, och den nytta som de ser av
att investera hela beloppet i ett foretag framgar av foljande tabell, déir nyttan
ar angiven pa en individuell nyttoskala.

‘ Kalles nytta | Lisas nytta

Foretag A 1 4
Foretag B 2 4
Foretag C 4 2

Det géller nu for Kalle och Lisa att komma 6verens om vilken kombination som
de ska viilja, ndr bada vill ha sa stor nytta som mdéjligt. Om de inte kommer
Overens sitts hela summan in pa banken vilket ger var och en nyttan 1. Bestdm
Nashs forhandlingslosning.

12.5 Arvid och Lage dr tva kusiner som tycker om att leka med sina leksaksbilar.
Arvid har tre stycken, A, B och C, och Lage har tva stycken, a och b. De tycker
olika mycket om sina och varandras leksaker; Arvid tycker bist om bil a, som
ar Lages, medan Lage tycker allra béast om Arvids bil B. Hur de bada kusinerna
vérderar de fem bilarna pa personliga skalor framgar av nedanstaende tabell.
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Arvids virdering

Lages vérdering

Bil A
Bil B
Bil C
Bil a
Bil b

1

Wk N W

— N = W

For att oka den egna tillfredsstéillelsen ténker de byta bilar med varandra. Det
finns totalt 7-3 olika mojliga byten, diar Arvid byter 1, 2 eller 3 av sina bilar mot
Lages 1 eller 2 bilar. Kusinerna kan ocksa ténka sig att byta flera ganger under
lekpasset, och om de da forst leker med en kombination som okar deras nyt-
tovirden med z; resp. o under brakdelen A\; av tiden och sedan byter till en ny
kombination som ¢kar nyttovirdena med y; resp. yo jamfort med ursprungsléiget
under resterande brakdel Ao av lektiden, sa éar deras nyttookningar A1xz1 + A2y
resp. A\1Z2 + Aoy2. Om pojkarna inte kan komma Gverens om nagot byte, sa blir
forstas nyttookningen noll for bada, sa vi har hér en forhandlingssituation med
d = (0,0) som avbrottshot.

Bestdm Nashs forhandlingslésning.






Appendix 1

Konvexitet

Konvexitet spelar en viktig roll i spelteori, och fér den som inte ar sa familjar
med detta omrade presenteras hér nagra viktiga begrepp och resultat.
En linjarkombination =z = Z;”Zl Ajxj av vektorer x1,x2,..., Ty, kallas
for en konvex kombination av vektorerna om ZTzl Aj = 1 och \; > 0 for
alla j.

Med strdckan mellan tva (skilda) punkter 21 och z9 i R™ menas méngden
av alla konvexa kombinationer av x1 och xs.

En delméngd X av R"™ kallas konver om den innehaller strackan mellan

varje par av sina punkter, dvs. om
21,22 € X, 0<A<1 = A1+ (1 — ANz € X.

Om en méngd dr konvex, sa innehaller den ocksa varje konvex kombi-
nation av godtyckligt manga av sina punkter, nagot som liatt bevisas med
hjalp av induktion 6ver antalet punkter.

Maingden av alla losningar till ett system av dndligt ménga linjéra olik-
heter, dvs. ett system av typen

a11x1 + a19x2 + - -+ + a1y > by
a1 1 + a2 + -+ - + aop Ty > bo

Am121 + AmaZe + - -+ AmnTn = bma

bildar en konvex méangd, som kallas en polyeder.

= N

Figur 1. Konvex mingd, icke-konvex mingd resp. polyeder i R2.

Manga resultat inom spelteori och matematisk ekonomi férutsiatter att
forekommande nyttofunktioner &r konkava, eller mer generellt kvasikonkava.
En funktion f: X — R kallas konkav om definitionsméngden X &r konvex
och

(1) 21,22 € X, 0<A<1 = f(Az1+ (1= N)z2) = Af(z1) + (1= A) f(2).
Geometriskt betyder ovanstaende villkor att alla punkter pa kordan mellan

tva godtyckliga punkter pa funktionens graf ligger under grafen.
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Funktionen f kallas strikt konkav om i villkoret (1) olikheten > &r strikt
for alla skilda punkter x1 och xs.

Man kan aterfora definitionen av konkav funktion pa definitionen av
konvex méngd. En funktion f: X — R &r namligen konkav om och endast

om méngden
{(z,1) e X xR [t < f(z)}

av alla punkter som ligger under grafen till funktionen &r en konvex méngd.

Om funktionen f: X — R &r konkav och a &r ett reellt tal, s &r mangden
{z € X | f(x) > a} konvex. Men funktionen f behover inte vara konkav for
att sa ska vara fallet for alla tal a. Detta 6ppnar for foljande generalisering
av begreppet konkav funktion:

En funktion f: X — R med konvex definitionsméngd kallas kvasikonkav
om méngderna {x € X | f(z) > a} ar konvexa for alla konstanter a.

Det ar latt att se att en funktion f: X — R &r kvasikonkav om och
endast om

(2) Az + (1= A)az) = min(f(21), f(22))

for alla punkter 1, x9 € X och alla reella tal A med 0 < A < 1.

Om (2) géller med strikt olikhet utom i fallet z; = x5 kallas funktionen
f strikt kvasikonkav.

I figur 2 visas grafen till en konkav funktion och en icke-konkav kvasi-
konkav funktion av en variabel.

Méngden av maximipunkter till en kvasikonkav funktion f: X — R,
som antar ett maximivéirde m, &r en konvex méngd, ty denna méngd &r lika
med méngden {z € X | f(x) > m}. Maximipunkten &r unik om funtionen
ar strikt kvasikonkav.

Ett exempel pa en (icke-konkav) strikt kvasikonkav funktion av tva va-
riabler dr funktionen g(z,y) = zy med Sppna forsta kvadranten som defini-
tionsméngd. Om X &r en kompakt konvex delméngd av forsta kvadranten
och X innehaller punkter vars bada koordinater ar positiva, sa antar déarfor
g:s restriktion till X sitt maximum i en unik punkt. I avsnitt 12.3 behévde
vi detta resultat som ett led i beviset for Nashs forhandlingslésningssats,
men da utnyttjade vi inte kvasikonkaviteten explicit.

Figur 2. Till vanster en strikt konkav funktion och till hger en kvasikonkav (icke-
konkav) funktion
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Kakutanis fixpunktssats

Beviset i avsnitt 2.3 for Nashs sats om existensen av jamviktslosningar byg-
ger pa en fixpunktssats av Kakutani for méangdvarda avbildningar. Har ska
vi héirleda Kakutanis sats ur en annan klassisk fixpunktssats, Brouwers fix-
punktssats. Vi borjar med att formulera de bada fixpunktssatserna.

Sats 1 (Brouwers fixpunktssats) Antag att X dr en kompakt konvex del-
mdangd av R™ och att f: X — X dr en kontinuerlig funktion. Da har f en
fizpunkt, dvs. det finns en punkt T € X sadan att f(Z) = Z.

Sats 2 (Kakutanis fixpunktssats) Antag att X dr en kompakt konvex icke-
tom delmingd av R"™, att ¢: X — P(X) dr en avbildning med sluten graf,
och att ¢(x) dr en icke-tom konvex delmingd av X for varje x € X. Da
finns det en punkt T € X sadan att T € ¢(z).

Beviset for Brouwers fixpunktssats ar alltfér komplicerat och langt for
att ges har. Vi far noja oss med papekandet att det riacker att bevisa satsen i
det fall da X ar enhetsklotet i R™. Varje kompakt konvex méngd &r ndmligen
homeomorf med enhetsklotet i R™ for nagot m.

Den teknik vi ska anvénda oss av for att héirleda Kakutanis sats ur
Brouwers, kallas partition av enheten. Vi borjar med att skriva R™ som en
union av sma Oppna hyperkuber péa foljande sitt. Fixera ett positivt heltal
p och sétt

U={(z1,22,...,2,) € R" | max |z;| < 1/p},

dvs. U &r den 6ppna hyperkuben med centrum i origo och sidléangd 2/p. Be-
trakta sedan familjen F av alla hyperkuber som fas genom att translatera
U sa att centrum av de nya hyperkuberna hamnar i punkter vars samtliga
koordinater &r heltalsmultipler av 1/p. Unionen av alla sadana hyperkuber
tacker R™, och varje punkt i R™ ligger i hogst 2" stycken sadana hyper-
kuber. (Punkter som ligger pa randen av nagon hyperkub técks av firre
hyperkuber.)

Av alla hyperkuberna i familjen F &r det forstas bara dndligt manga,
sdg N stycken, som skér den givna kompakta konvexa méingden X; kalla
dessa hyperkuber Uy, Us, ..., Uy, och sitt ) = U;VZI U;. Da giller alltsa
att X C Q.

Valj nu for varje j en kontinuerlig funktion g;: R" — R med egenskapen
att gj(z) > 0 for alla z € U; och gj(x) = 0 for alla « ¢ U;. Funktionerna g;
kan exempelvis bildas som translat av en enda kontinuerlig funktion g som
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Figur 1. Figuren visar en del av 6vertiickningen av R? med &ppna kvadrater. Den
skuggade kvadraten forestéller den ursprungliga kvadraten U med mittpunkt i origo
och sidlangd 2/p. I figuren finns det ytterligare 12 kvadrater av samma storlek som
har uppkommit genom translation av U sa att mittpunkterna far koordinaterna
(m/p,n/p), dir m och n &r heltal. Den med x markerade punkten téicks av exakt
4 sadana kvadrater.

Ar positiv precis pa utgangshyperkuben U, t. ex.

~JI= (3 =plzj) omzeU
9(33)—{0 1 j e

genom att man definierar g;(z) = g(x — a;), dér a; betecknar centrum i
hyperkuben Uj.

Summan s(z) = Z;VZI gj(z) ar positiv for alla z € Q, sa vi far vil-
definierade funktioner f;: @ — R genom att sitta f;j(z) = g;(z)/s(x) for
x € .

Funktionerna f;: Q@ — R r kontinuerliga, f;(x) > 0 for x € Uj, fj(x) =
0 for = ¢ Uj, och Eévzl fi(x) =1 for alla z € Q. Vi har med andra ord
delat upp 1 i en summa av icke-negativa kontinuerliga funktioner, dér varje
funktion dr noll utanfér en 6ppen hyperkub (som é&r liten om talet p &r
stort). Detta &r den s. k. partitionen av enheten.

Vélj nu for j =1, 2, ..., N en punkt b; € X N U; och sedan en punkt
yj € ¢(b;), samt definiera funktionen F': X — R"™ genom att sétta

N
F) = fi(@);.
j=1

Funktionen F' &r kontinuerlig pa X eftersom koefficientfunktionerna f; &r
det. For varje € X &r vidare F(z) en konvex kombination av punkter-
na yi,¥%s,--.,yn, och eftersom samtliga dessa punkter ligger i den konvexa
mingden X, innebér detta att F'(x) ocksa ligger i X. Funktionen F' uppfyl-
ler saledes villkoren i Brouwers fixpunktssats och har dérfor en fixpunkt z,
vilket betyder att

N
=Y fi(@)y
j=1

Eftersom f;(z) = 0 for alla index j utom hogst 2" stycken, beroende pa
att 2 ligger i hogst 2™ stycken av hyperkuberna, kan vi genom att numrera
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om hyperkuberna och sedan sétta A\; = f;(2) skriva fixpunkten & som en
konvex kombination u
&= Z )‘j Yj,
j=1

av M stycken punkter y;, dar M < 27, y; € ¢(b;), b ligger i X, samt & och
b; ligger i en gemensam hyperkub U; for j =1, 2, ..., M. Det sistndmnda
innebér att avstandet ||b; — Z|| mellan b; och & for varje index j = 1, 2,
..., M &r mindre &n en absolut konstant C' ganger halva sidliangden 1/p. Vi
kan vidare utan inskrédnkning anta att M = 2", ty om M < 2™ kan vi sétta
Aj = 0 och vélja b; = by och y; =y for M < 5 <2".

I ovanstaende konstruktion har vi hallit talet p fixt, men vi kan forstas
genomfora konstruktionen for varje positivt heltal p. Fixpunkterna och de
erhallna koefficienterna A; och punkterna b; och y; kommer att bero av p,
och om vi skriver ut detta beroende explicit far vi som resultat fixpunkter
Z, 1 X, koefficienter och 6vriga punkter som uppfyller sambanden

M
(1) Tp = Z AjpYjp
j=1
M
(2) Aip=0 och Y N,=1
j=1
(3) Yip € d(bjp), bjp € X och by — | < C/p.

Eftersom méngden X &r kompakt, finns det pa grund av Bolzano—Weier-
strass sats en delfoljd (p,)52, av de naturliga talen sa att lim, oo p, = 00
och sa att foljande grinsvirden existerar:

T = Vlglgo Tp,, Aj= Vli)rlgo Ajp, och ;= Vlggo Yjpy-
Grénsvirdena & och y; ligger forstas i X, och gransovergang i (2) ger att
Aj > 0 och E]]Vi1 Aj = 1. Av avstandsolikheten i (3) foljer vidare att

Jn b, = Jim 3, = 7
for alla j. Eftersom y;,, € ¢(b;p,) och avbildningen ¢ har en sluten graf,
kan vi nu dra slutsatsen att g; € ¢(z) for alla j.

Det aterstar nu bara att betrakta likheterna (1) for p = p, och gora en

gransovergang da v — oo; detta resulterar i likheten

M —_
T = Z )‘jgjv
j=1

som framstéller Z som en konvex kombination av punkterna g; som alla
ligger i den konvexa méngden ¢(z). Alltsa giller att & € ¢(Z), och ddrmed
ar beviset for Kakutanis fixpunktssats klart. O
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Anmdrkning. Vi har hirlett Kakutanis fixpunktssats ur Brouwers. Omvént
ar forstas Brouwers fixpunktssats ett specialfall av Kakutanis sats, ty vi far
Brouwers sats genom att som ¢ vélja ¢(z) = {f(z)}.



Kort historik

De forsta dokumenterade exemplen pa spelteoretiska fragestéllningar star
att finna i babylonska Talmud fran arhundradena e. Kr. Dar behandlas olika
problem av typen att fordela en férmogenhet nér det finns flera personer som
gor ansprak pa den och summan av anspraken 6verstiger formogenheten. Au-
mann och Maschler [1985] har pavisat att de sinnrika losningar som foreslas
i Talmud kan forklaras med moderna spelteoretiska begrepp.

Flera spelteoretiska begrepp forekommer i embryonal form i nagra 1800-
talsekonomers arbeten om ekonomisk jamvikt. A. Cournot [1838] behandlade
i sitt monumentalverk konkurrens mellan producenter och anvéinde i fallet
duopol ett 16sningsbegrepp som &r ett specialfall av begreppet Nashjamvikt.
F.Y. Edgeworth [1881] publicerade ett arbete dir han bl. a. studerade bytes-
handel och foreslog den s. k. kontraktskurvan som lésning pa problemet att
bestdmma utfallet av handeln. Begreppet kérna &r en sentida generalisering
av Edgeworths kontraktskurva.

Forsta ”satsen” i spelteori publicerades av Ernst Zermelo [1913] som
noterade att i schack har antingen vit ett spel som vinner mot varje férsvar,
eller svart ett spel som vinner mot varje forsvar, eller ocksa kan bada spelarna
tillférsédkra sig minst remi.

Begreppet strategiskt spel och blandad strategi inférdes av Emile Borel
[1921] som under aren 1921-27 publicerade fyra korta arbeten om strategiska
spel. Borel visade ett specialfall av maxminsatsen for tvapersoners nollsum-
mespel, men lamnade fragan om resultatets giltighet i det allménna fallet
oppen.

John von Neumann [1928] bevisade maxminsatsen for allmédnna tvaper-
soners nollsummespel i sin artikel Zur Theorie der Gesellschaftsspiele. Be-
viset anvinder topologiska metoder. I artikeln inférde von Neumann ocksa
den extensiva formen av spel.

Ar 1944 publicerar John von Neumann och Oskar Morgenstern boken
Theory of Games and Economic Behavior som kom att spela stor roll for den
fortsatta utvecklingen av spelteorin. I boken framstélls teorin for tvaperso-
ners nollsummespel, inférs begreppet kooperativa spel med 6verférbar nytta,
definieras koalitionsformen och studeras s. k. von Neumann—Morgenstern-
stabila mangder till spel pa koalitionsform. Vidare ges en axiomatisk fram-
stiallning av nyttoteorin. Var framstéillning av beviset for von Neumann—
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Morgensterns sats 1.5.2 bygger pa en uppsats av 1. N. Herstein och John
Milnor [1953].

Spelteorin har ménga beroringspunkter med linjir programmering som
utvecklades under aren nidrmast efter andra varldskriget, och flera kénda
namn inom optimeringsteorin har ocksa givit bidrag till spelteorin. Med
H.W. Kuhn och A.W. Tucker som redaktorer publicerades 1950 Contribu-
tions to the Theory of Games I.

John Nash publicerade aren 1950-1951 tre banbrytande uppsatser om
spelteori. I Nash [1950a] och Nash [1951] visas existensen av den stra-
tegiska jamviktslosning, som nu kallas Nashjamvikten, for strategiska n-
personersspel, och i Nash [1950b] studeras forhandlingsproblemet och infors
Nashs s. k. forhandlingslésning.

Den extensiva formen av spel hade inforts redan av von Neumann, men
den formulering med informationsméngder som nu anvénds, infordes i en
uppsats av H. W. Kuhn [1953]. T uppsatsen visas ocksa de grundliggande
satserna for sadana spel.

Begreppet kérna utvecklades av L. S. Shapley 1952 och av D. B. Gillies
i den sistndmndes doktorsavhandling Some Theorems on N-Person Games
fran Princeton University, senare publicerad i Gillies [1959].

I Shapley [1953] introduceras den virdefunktion for koalitionsspel med
overforbar nytta som nu béar hans namn, och i Shapley och Shubik [1954]
anvinds Shapleyvirdet som matt for olika gruppers styrka i voteringssam-
manhang.

Att koalitionsspel har icke-tom kérna om och endast om de &r balanse-
rade visades forst av O. N. Bondareva 1963 med metoder fran linjir pro-
grammering och sedan oberoende av henne av L. Shapley [1967].

Nukleolen inférdes och studerades av David Schmeidler [1969].

Det finns manga ldrobocker i spelteori. En relativt elementér ldrobok
med manga exempel dr M. Osborne [2004]. For den som vill ha en mer
avancerad framstéallning rekommenderas boken A course in Game Theory
av M. Osborne och A. Rubinstein [1994]. Genom att pa Google stka pa
Game theory kan man ocksa hitta en méngd nétpublicerade kompendier
och foreldsningsserier i &mnet.

Persongalleri

Aumann, Robert J., f.1930 i Tyskland, amerikansk-israelisk matematiker
som for sina spelteoretiska arbeten ar 2005 tilldelades Riksbankens pris i
ekonomi till Nobels minne tillsammans med Thomas Shelling.

Bernoulli, Daniel, f. 1700, d. 1782, schweizisk matematiker, verksam som
professor i Sankt Petersburg och i Basel.

Bertrand, Joseph, f. 1822, d. 1900, fransk matematiker, kanske framst kind
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for sin férmodan att det for varje heltal n > 3 finns atminstone ett primtal
mellan n och 2n — 2.

Bondareva, Olga, f. 1937, d. 1991, en rysk spelteoretiker.

Borel, Emile, f. 1871, d. 1956, fransk matematiker med viktiga arbeten inom
funktionsteori, méngdteori och sannolikhetskalkyl.

Cournot, Augustin, f.1801, d. 1877, fransk filosof, matematiker och eko-
nom.

Edgeworth, Francis Ysidro, f. 1845, d. 1926, irlindsk nationalekonom och
statistiker.

Kuhn, Harold W., f. 1925, d. 2014, amerikansk matematiker, mest kénd for
sina arbeten inom spel- och optimeringsteori.

Maschler, Michael, f. 1927, d. 2008, israelisk spelteoretiker.

Morgenstern, Oskar, f. 1902, d. 1976, osterrikisk ekonom och professor vid
Wiens universitet, som avskedades efter nazisternas maktévertagande och
1938 flyttade till Princeton USA.

Nash, John F., f. 1928, d. 2015, amerikansk matematiker som gjort funda-
mentala insatser inom spelteori, differentialgeometri och teorin for partiella
differentialekvationer. For sina spelteoretiska arbeten fick Nash ar 1994 dela
Riksbankens pris i ekonomi till Nobels minne med John C. Harsanyi och
Reinhard Selten.

von Neumann, John, f. 1903, d. 1957, ungerskfédd matematiker, som 1932
flyttade Princeton, USA. von Neumann har ldmnat manga viktiga bidrag,
inte bara inom ren och tillimpad matematik utan ocksa inom fysik och
filosofi. Han var under andra vérldskriget aktiv i Manhattanprojektet som
utvecklade atombomben. Hans senare arbeten om parallella processer och
nétverk har fortjinat honom bendmningen ”datorns fader”.

Pareto, Vilfredo, f. 1848, d. 1923, italiensk nationalekonom och sociolog.

Rosenthal, Robert W., f.1945, d. 2002, amerikansk ekonom, framst kénd
for sina arbeten inom spelteori.

Shapley, Lloyd S., f.1923, d. 2016, amerikansk matematiker som ldmnat
manga viktiga bidrag till spelteorin, och for tillampningar av dessa inom
matematisk ekonomi tilldelades han 2012 Riksbankens pris i ekonomi till
Nobels minne tillsammans med Alvin Roth.

Shubik, Martin, f. 1926, amerikansk matematisk ekonom med arbeten i
spelteori.

von Stackelberg, Heinrich, f. 1905, d. 1946, tysk ekonom fodd i Moskva.
Zermelo, Ernst, f. 1871, d. 1953, tysk logiker och matematiker.
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Svar och anvisningar till
Ovningarna

Kapitel 1

1.3
1.4
1.5

1.6
1.7
1.8

1.9

1.10

1.11

Nej, fullstdndighetsaxiomet &dr inte uppfyllt.

b) Nej c) Nej

a) och ¢) For en strikt konkav funktion w géller att om x1,x2, 23,24
ar fyra punkter i definitionsméngden med x7; < z2, 3 < x4 och
x1 < x3, sa dr lutningen hos kordan mellan punkterna (z1,u(z1))
och (z2,u(x2)) pa kurvan y = wu(x) storre dn lutningen av kordan
mellan punkterna (x3,u(z3)) och (z4,u(x4)). For en riskavert nytto-
funktion u betyder detta speciellt att om a < b och h > 0 sa &r
(u(a + h) —u(a))/h > (u(b+ h) —u(b))/h, dvs. u(a + h) — u(a) >
u(b+ h) —u(b). Nyttookningen &r med andra ord storst vid den mins-
ta formogenheten.

b) For en riskneutral person #r nyttockningen av en férmogenhetsok-
ning med ett fixt belopp densamma vid alla férmogenheter.

3000 kr

Nej, (1, 1) = (0,0) for alla n, men (0, —1) = lim(%, —1) # (0.0).
For att bevisa att en preferensrelation, som satisfierar de bada impli-
kationerna, dr kontinuerlig kan man kopiera beviset fér lemma 1.5.4.

a) 2.9 milj kr b) 1.0427 (om lonen anges i enheten milj kr)

c) Ja d) 2 837 000 kr

Vailj en foljd av tal a,, i intervallet |0, 1] som konvergerar mot 1 da
n — oo. Om nu app + (1 — a,)r = ¢ for alla n, sa foljer det av
kontinuitetsaxiomet att p < ¢, vilket &r en motségelse.

Med A bestaende av tva element och £(A) = {(z,1—2)|0<z <1}
far vi en nyttofunktion u pa lotteriméngden genom att definiera

z om0<zx <],
uz1-w) = 0 omax=1

Motsvarande preferensrelation satisfierar varken axiom 3 eller axiom 4
och ar darfor inte en vINM-preferens.

241
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Kapitel 2

2.1 Utbetalningstabell: sten sax pase
sten | (0,0) | (1,-1) | (—1,1)
sax | (—=1,1) | (0,0) | (1,-1)
pase | (1,—1) | (—=1,1) | (0,0)
Nashjamvikt saknas.
2.2 Fangarnas dilemma: By (Neka) = By (Erkdnn) = { Erkinn},
By (Neka) = Ba(Erkinn) = {Erkinn}.
Krona eller klave: By(Kr) = {Kr}, B1(Kl) = {Kl}, Bs(Kr) = {Kli},
By (Kl) = {Kr}.

Hj lla X; = Hj
Hiortjakten: By (Xa, ..., X,) = 4 L0y omalla Xy = 1
{Ha} annars.
2.3 (r2, k2)
2.4 (T,V) &r Nashjamvikt men inte en strikt sadan.

2.6 Att alla spelarna skriver talet 0 &r en Nashjamvikt for alla n. For n > 4
ar ocksa utfallet att alla skriver talet 1 en Nashjamvikt.

2.7 Ja.

2.8 a) Sluten b) Ej sluten c¢) Ej sluten d) Sluten e) Ej sluten
f) Sluten.

2.9 Nashjamvikt: (73, k4). Radspelaren maxminhandling &r 74, och hans
sidkerhetsniva ar 2. Kolonnspelarens maxminhandling ar k4, och hans
sikerhetsniva &r ocksa 2.

2.10 Bada spelarna har tva maxminhandlingar, ndmligen att vélja talet 5
eller talet 6. Sdkerhetsnivan &r 5.

2.11 Foljer omedelbart av sats 2.4.1.
2.12 a) Radspelaren ska vilja rad 3, kolonnspelaren kolonn 2.
b) Nashjamvikt saknas.

W NN

11
2.13 Till exempel matrisen |1 1
00

Kapitel 3

31 ¢¢=(n2+1-1)/n2fori=1,2,...,n
3.2 ¢* = (2.5,2.5)

3.3 a) %(a—i—cQ —2c1,a 4 ¢1 — 2¢9) om a > 2¢y — cy;
%(a— c1,0) om a < 2¢3 — ¢y.
b) 2(a—c,a—c) om b < E(a— )%
$(a—¢,0) och 3(0,a—c) om (a—c)? <b< *Ha— )%
(0,0) om b > 1(a — ).
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Kapitel 4

4.1
4.2

4.3

(z,z,y), (x,y,x) och (y,z,x).

a) Ja. ®(K,K) =0, ®(K,F) = —1, ®(F,K) = —2, ®(F, F) = 0 ir en
potentialfunktion.

b) Ja. ®(H,H) = ®(D,D) =0, ®(H,D) = ®(D,H) =1 &r en poten-
tialfunktion.

Alla maximalt langa forbéttringsvigar slutar i (7, H). Om ® &r en
ordinal potentialfunktion sa &r

(T, V)< ®(B, V)< ®(B,H) < ®(T,H) =D(T,V),

vilket &r motsagelsefullt.

Kapitel 5

5.1
5.2

5.3
5.4
5.5
5.7

5.8

5.9

Inga blandade Nashjamvikter utéver den rena (Erkdnn, Erkinn).

Totalt tre blandade Nashjimvikter — de bada rena (Konsert, Konsert)
och (Fotboll, Fotboll) samt den blandade strategi déir spelare 1 viljer
konserten med sannolikhet % och spelare 2 véljer fotboll med sanno-
likhet 2.

Endast de bada rena Nashjdmvikterna (7', V') och (B, H).
x _ (7 5 3
Py = (T57 15 T5)
ph=1(3—2t,5¢,2—3t),ddir 0 <t < 1.
Endast paret (rg, ko) 6verlever. Det dr darfor spelets unika Nashjam-
vikt.
a) Nej b) Endast Nashjamvikten som bestar av att alla spelare
skriver talet 1.

Spelare 1:s blandade maxminstrategier: (¢,1 —¢), dir 0 < ¢ <

(SN

Spelare 2:s blandade maxminstrategier: (¢,1 —t), dar 0 < ¢ <
Bada spelarnas blandade sikerhetsniva ar 2.

Kapitel 6

6.1

6.2

Spelet definieras av matrisen
1

1] -1
2 2| 4

De bada spelarna har samma optimala strategi, ndmligen att vélja
talet 1 med sannolikhet % och talet 2 med sannolikhet % Spelets virde
ar 0.

a) Radspelaren: (
b) Radspelaren: (

%, %), kolonnspelaren: (%, ). Virde: 3.
%, %, %), kolonnspelaren: (
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6.3 Strategierna dr optimala (likgiltighetsprincipen!). Spelets vérde: %
6.4 a) Radspelaren: (0,1,0), kolonnspelaren: (0,0, 1). Vérde: 4.

b) Radspelaren: (%, %), kolonnspelaren: (%, %) Virde: %
c) Radspelaren: (%, %, 0), kolonnspelaren: (%, 0, %) Virde: %.

6.5 Radspelaren har féljande utbetalningsmatris:

RuE SpE Ru?2
RuFE| -1 1 —2
Sp E 1 -1
Sp 2 2 —1 2
Kolonnspelaren ska 16sa linjdrprogrammeringsproblemet
Minimera t da
—y1t+y2—2y3 <t
yi—y2+ yz <t
21 —y2+2ys < ¢
y1+y2+ y3s =1
Y1,y2,y3 > 0
(Minimum é&r lika med 0 och fas for y = (0, %, %) Radspelarens opti-
mala strategi ar (%, 0, %))

Kapitel 8

8.1 Med P = {p07p17p27p37 B }7 e(p()) = {p17p27p37 s } och 6(pn) = @ for
n=1,2,3,... a (P, pg,e) ett icke-dndligt speltrad av hojd 1.

82 Satt P = {po}U{pi | 1 <k < i, i = 1,2,3,...}, och definiera
efterfoljarfunktionen e genom att sitta e(pg) = {pi1 | i = 1,2,3,...},
e(pir) = {pig+1} for 1 < k < i samt e(p;;) = 0. Da har varje parti i
(P, po, e) formen pg, pi1,pi2, - - ., pii och ddrmed dndlig langd.

8.3 a) Spelare 1: A, B. Spelare 2: CE, CF, DE, DF.

b) (A,CEFE) och (A,CF)
c) CE CF DE DF
Al(21) ] (21)]3,0) (3,0
B0, (1L3)] (0.2 (L3
8.4 a) Speltridet visas hogst upp pa nista sida med ui(A) = 2, uy(B) =1,

u1(C) =0 och ug(A) =0, uz(B) =1, ua(C) = 2.

Det finns tva Nashjamvikter. I bada tar spelare 1 bort alternativ C.
I den ena tar spelare 2 bort B om motspelaren tar bort A och A om
motspelaren tar bort B eller C. I den andra tar spelare 2 bort C' om
motspelaren tar bort A och A om motspelaren tar bort B eller C.
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(0,2) (1,1) (0,2) (2,0) (1,1) (2,0)

Speltridet i 6vning 8.4.

b) Fyra Nashjamvikter. I samtliga tar spelare 1 bort alternativ C.
Spelare 2:s svar om spelare 1 tar bort alternativen A, B resp. C' &r
(B,A,B), (B,C,B), (C,A,B) eller (C,C,B)

8.5 Nashjamvikter: Alla kombinationer dar spelare 1 erbjuder x kr, och
spelare 2 tackar ja till x, nej till alla ldgre bud och ja eller nej till alla
hogre bud. Dessutom kombinationen dér spelare 1 erbjuder 0 kr, och
spelare 2 tackar nej till alla bud, samt kombinationen dér spelare 1
erbjuder 0 kr, och spelare 2 tackar nej till alla bud utom budet 100 kr.
(Antalet Nashjamvikter ar 2190 4 1.)

(100, 0) (0,00 (100 —z,z)  (0,0) (0, 100) (0,0)

Speltridet i 6vning 8.5.

8.6 Analogt med 6vning 8.5, men x dr nu ett godtyckligt reellt tal i inter-
vallet [0, 100].

8.7 (A,CF)

8.8 a) Kombinationen dér spelare 1 tar bort alternativ C, och spelare
2 tar bort B, A resp. A om spelare 1 tar bort A, B resp. C. (Den
delspelsperfekta jamviktslosningen resulterar saledes i att B aterstar.)
b) Kombinationen dér spelare 1 tar bort alternativ C, och spelare
2 tar bort B, A resp. B om spelare 1 tar bort A, B resp. C. (Den
delspelsperfekta jaimviktslosningen resulterar saledes i att A aterstar.)

8.9 Tva delspelsperfekta jamviktslosningar, namligen att spelare 1 erbju-
der 0 kr och spelare 2 tackar ja till alla bud (med utdelningen 100 kr
till spelare 1), samt att spelare 1 erbjuder 1 kr och spelare 2 tackar
nej till budet 0 kr och ja till alla andra bud (med utdelningen 99 kr
till spelare 1).

8.10 En delspelsperfekt jamviktslosning, ndmligen att spelare 1 erbjuder 0
kr, och spelare 2 tackar ja till alla bud (med utdelningen 100 kr till
spelare 1).
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8.11 Speltrdad, dér z anger andelen tarta som spelare 1 erbjuder spelare 2:

(1,0) (0,1) 1-z,z) (z,1—2x) (0,1) (1,0)

Tag 0 Tagejx Tagl Tag ej 1

Den delspelsperfekta jimviktslosningen bestar i att spelare 1 erbjuder
exakt halva tartan och att spelare 2 alltid tar den storsta tartdelen.

8.12 (A,EGJ), (A,EHJ), (A,FGJ), (B,FGJ), (C,FGJ) och (B,FHJ)
med utbetalningarna (3,0), (3,0), (1,0), (1,1), (1,3) resp. (2,1).

8.13 a) Tusingfotspelet har en delspelsperfekt jamviktslosning: I varje inre
position ska spelarna ga ett steg nedat. Utfall: (1,1).
c¢) Alla alternativ dér spelare 1 gar ett steg nedat i sitt forsta drag och
spelare 2 ocksa gar ett steg nedat i sitt forsta drag dr Nashjamvikter.
d) Nej.

8.14 (2,3)

8.15 Lat (¢, q3) vara Cournotjamvikten. Spelare 1:s Stackelberglosning g,
fas genom att maximera funktionen Vj(q1,m(q1)), ddr m(q;) &r max-
imipunkten till V2(q1, ¢2) betraktad som funktion av ga. Det foljer att
Vl(glvm(ql)) > Vl(q>1k7m((ﬁ))’ och eftersom ‘/2((]{,(];) 2 VQ(QT?‘D) for
alla g, &r m(q}) = ¢5. Alltsa ar Vi(g,, m(q;)) > Vi(qi, ).

8.16 (BDE,HR). Forvantad nytta: (2.2,2.8).

Kapitel 9

9.1 a) Spelare 1 ska med sannolikhet % satsa med vinnande kort och passa

med forlorande kort och med sannolikhet % satsa med savil vinnande
som forlorande kort. Spelare 2 ska syna och ldgga sig med lika sanno-
likhet % Varde: —i.
b) For 0 < p < % ska spelare 1 satsa med vinnande kort och passa med
forlorande kort med sannolikhet (2 — 3p)/(2 — 2p) och satsa med savél
vinnande som forlorande kort med sannolikhet p/(2 — 2p). Spelare 2
ska syna och lagga sig med lika sannolikhet % Spelets varde ar 3p — 1.
For p > % ska spelare 1 alltid satsa och spelare 2 alltid ldgga sig, och
spelets virde &r 1.

9.2 a) Ja
b) Strategisk form:
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AC
AD
BC
BD

ac ad bc bd
2 41 -3| -1
2 2 0 0
0 3 0 3
0 1 3 4

c¢) Spelare 1 ska vélja AD och BD med sannolikhet % resp. %, och

spelare 2 ska vilja ac och bc med sannolikhet % resp. % Viarde: g.

9.3 Speltrdad:

Strategisk form:

Soki A
Sok i B

GomiA GomiB

0

[e>RINIES

=

Optimal strategi for spelare 2 &r att gomma i rum A med sannolikhet

1

5 och i rum B med sannolikhet % Optimal strategi for spelare 1 &r

att soka 1 A med sannolikhet % och i B med sannolikhet % Varde: %.

9.4 Speltrid:

Den optimala strategin for spelare 2 ar att gomma myntet i rum A
med sannolikhet % och i rum B med sannolikhet 18—1. Den optimala
strategin for spelare 1 dr att med sannolikhet % borja soka i rum B
och om han inte hittar myntet fortsidtta att séka i rum B, och att
med sannolikhet 1—71 borja soka i rum A och om han inte hittar myntet
soka i rum B, eller vice versa, dvs. att med sannolikhet 1—71 borja soka i
rum B och sedan fortsdtta i rum A om han inte hittar myntet. Spelets

varde ar 53+
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Strategisk form:
GomiA GomiB

Sok i Aq, Sok i Ag, Sok i Az 3 0
Sok i Ay, Sok i Ag, S6k i Bs 3 0
Sok 1 A1, Sok i Bo, Sok i Aj : :
Sok i Ay, Sok i Bo, Sok i Bs : 1
Sok i By, Sok i Ao, Sok i Az : 1
Sok i By, Sék i Ay, S6k i By 0 =
Sok 1 By, Sok i Ba, Sok i Aj : :
Sok i By, S6k i By, Stk i Bs 0 L

9.5 Strategisk form:

a b c
AC 1 2 3
AD | —1 1 1
BC 1 0| -1
BD 1 1] -1

Optimala strategier: Vilj AC resp. a med sannolikhet 1.
9.6 Speltrad:

Strategisk form:

A A; A.Bf B,A; BB
1
-1

—_
|
=

Krona —
Klave

ol
—
ol | DOl

Spelare 1:s optimala strategi &r att forutsiga krona med sannolikhet %
och klave med sannolikhet % Spelare 2 ska med sannolikhet % gissa pa
mynt A oavsett om motspelarens forutséigelse var riktig eller ej (stra-
tegin A,A¢) och med sannolikhet % gissa pa mynt B om forutsigelsen
var riktig och pa mynt A om den var fel (strategin B, Ay). Spelet &r
rattvist eftersom vérdet ar 0.
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9.7 71 (A) = 1, 7 (B) = 0, 7{(C) = {g; £ (V) = g, {(H) = g; P (L) = p,
(R) =1 —p, diir 0 < p < 1 ir godtyckligt.

Kapitel 10
10.1 Nej, o({1}) = v({2}) = v({3}) = v({1,2}) = v({1,3}) = v({2,3}) =

1, v({1,2,3}) = 3 dr ett motexempel.

10.2 Antag att spelet &r konvext, att S O T och att i ¢ S. Genom att

utnyttja konvexitetsolikheten for koalitionerna S och T'U {i} far vi
olikheten v(S U {i}) + v(T) > v(S) + v(T U {i}), som medfor att
A (SU{i}) > Ai(T U {i}).
Antag omvént att spelet inte dr konvext. Lat S och T vara tva koalitio-
ner med minsta mojliga sammanlagda medlemsantal |S| 4 |T'| sadana
att v(SUT) +0(SNT) < v(S)+v(T). Da ér sikert S\ T # ), och
for i € S\ T fas

v(SUT\{i}) +v(SNT)>v(S\{i}) +v(T)
>v(S\{i}) +v(SUT)+v(SNT) —v(S),

vilket forenklas till v(S) —v(S\{i}) > v(SUT) —v(SUT\{i}). Spelare
1 bidrar saledes mer till den mindre koalitionen S &n till SUT.
103 1 20,29 > 2, 21 +22 <3, 23 =95 — 1 — X2.
104 a) 21 >0, 29 >0, 21 + 22 < 3, 3 =3 — x1 — 2.
b)x1 >0,29 >0, 21 +22 <1, 23 =1—121 — 29.
10.6 ’U({l}) = U({2}) =2, U({?’}) =1, U({l,Q}) =0, 1)({1,3}) = 1)({2,3}) =
5, v({1,2,3}) =09.
107 1 <21 <2, 4—21<29< 3, 23=4— 21 — 29.
10.8 Kérnan definieras av olikheterna 0 < 21 < 1—a, 0 < 290 < 1 — a,
a<z1+19<1,23=1—131 —29. Fér @@ < % tillhor (%, %, %) kérnan.
10.11 a) Kérnan &r tom (om n > 3).
b) {x€R¢|x1+x2+---+wn:1}
¢) Om diktatorn &r spelare 1, sa #r kidrnan lika med {(1,0,...,0)}.

10.12 Foljande tre pastaenden &r ekvivalenta for enkla spel:
(i) Spelare 1 &r en vetospelare.

(ii) (1,0,...,0) tillhor kédrnan.
(iii) Kérnan innehaller ett element z med z; > 0.
Kérnan bestar av alla z € R} med z1+x2+- - -+, = 1 som uppfyller
villkoret att x; = 0 for alla icke-vetospelare .
10.13 a) a <2
b)a <2 b<3.
c) flk)<kfork=1,2,...,n—1.
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10.14 a) {(t,t,1—t,1—) [0 <t <1} om P = {1,2} och Q = {3,4}.
b) {(1,1,0,0,0)} om P = {1,2} och @ = {3,4,5}.
c) Antag att P = {1,2,...,m}. Om |P| = |Q| ar kdrnan lika med
méngden {(¢,¢,...,t,1 —t,1 —¢,...,1—1t) |0 <t <1}, dir det &r de
m spelarna i P som far ¢ enheter. Om |P| < |Q| bestar kdrnan endast
av elementet (1,1,...,1,0,0,...,0) som ger samtliga spelare i P en
enhet.

10.15 Betrakta den balanserade kollektion av vikter som fas genom att sétta
A{L?} = )\{173} = )\{174} = %, )\{27374} = % och AS = 0 for évriga
koalitioner S.

10.16 Notera att S;, = T US;, 1 och T\ {ix} = T N S;,—1. Pa grund av
konvexiteten &r dérfor v(S;,) + v(T \ {ir}) > v(T) + v(S;,—1), vilket
ger den sokta olikheten x;, = v(S;,) — v(Si,—1) > v(T) — v(T \ {ir}).

10.17 (3,0, 3)

)
10.18 (3,%,-1%)
10.19 (3,3, %)
10.20 %(a 3,2a —2,a—1) om 5 < a <9, och %(a,a+3,a—3) om a > 9.
1021 (L1 5.0 0)

Kapitel 11

111 ¢= (2. 5. 3)

11.2 ¢ =370, % (Visa med induktion att cfy = cp10) = cf103) = -+ =
C{1,2,3,..n} = 1 och att cg = 0 for alla andra koalitioner S.)

113 ¢ — (3,5, 1)

114 N ={1,2,3}, v({1}) = v({2}) = v({3}) = v({2,3}) = 0, v({1,2}) =
a, v({1,3}) =v({1,2,3}) = 0.
¢ = ¢(a+3b,a,3b— 2a).
Shapleylosningen tillhér inte kirnan (om a > 0).

11.5 ¢ =(9.8,1.3,1.3,1.3,1.3)

11.6 a) ¢ = (2, 21 .. 1)

2 227929
b)¢:(7n31’ﬁ-§1’%’ 7%)
119 ¢ = (0,1, 1, 1)
_(n=2 _ 2 2 2
11.10 ¢—( n > nn—1)" n(n—1)7"" 7n(n71))

11.11 Styrkeindex for en

icke-permanent nation: % . (g) . (184)71 ~ 0.00186,

. 10 -1
permanent nation: % e (1k0) . (klle) ~ 0.19627.
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Kapitel 12

121

12.2

12.3

12.4
12.5

a) Kérnan sammanfaller med méngden av Paretooptimala handlingar
och dr lika med {z € R | 2} + 23 = 1}.

b) Kérnan utgors av méngden {(¢,1) |0 <t < 1}U{(1,) | 0 <t < 1},
och (1,1) &r den unika Paretooptimala handlingen.

¢) Kérnan sammanfaller med méngden av Paretooptimala handlingar
och &r lika med méngden {(t,1 —1¢) |0 <t < 1}.

Kérnan bestar av varukorgarna (¢t,¢t — 1) och (3—t,3—t) for aktorerna
1 och 2, dar % <t < 3 — /2. I konkurrensjémvikten #r priset (1,1)

och aktorernas varukorgar (%, %) resp. (%, %)
2 8

2 (2.5)

b) (1,3)

0.5 milj i foretag B och 0.5 milj i foretag C.
Arvid ska ge Lage bilarna A och B mot att han far bilarna a och b.
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