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1. Hur manga "ord" kan bildas genom att kasta om bokstdverna i VALHALLA om
(a) "ordet" méaste borja med ett L7

(b) "ordet" méaste innehalla bokstavsfoljden AL (ndgot A maéste f6ljas av ett L)?

(c) foljden AL inte far forekomma i ordet?

Om ni inte klarar av a-delen behdver ni va mer. De &vriga tva delarna &r lite svarare
(krdver en liten extra tanke).

2. (a) Hur manga 5-siffriga positiva heltal kan bildas med siffrorna 1, 2, 3,4, 5, 6 7

(b) Samma fraga som i a-delen men vi kriaver nu att ingen siffra forekommmer mer &n en gang
i talet.

(c¢) Samma fraga som i a-delen men siffran 1 méste forekomma exakt tva ganger.

(d) Hur manga utfall finns om 4 tirningar kastas? Exempel pa ‘utfall” dr: en tdrning visar 5
prickar, tva tdrningar visar 3 prickar och en térning visar 2 prickar. Vi tanker oss alltsa att de
4 tarningarna inte inte har nagon ordning sinsemellan.

Ni bor klara av (a)—(c); 6va mer annars. Sista delen ar lite svarare.

3. (a) En talfoljd definieras rekursivt genom ag = 8, a,4+1 = 2a,, — 3. Formulera vad som skall
visas i basfallet och i induktionssteget i ett induktionsbevis av péstaendet att a, =5-2" +3
ar en sluten formel for talféljden. (Om ni tycker att det praktiska utférandet &r enklare &n
sjalva formuleringen av vad man gor, si gor forst (b)-delen och beskriv sedan vad du visade i
basfallet och induktionssteget.)

(b) Genomfor induktionsbeviset som namns i (a)-delen.

Ova mer om ni inte klarar a-delen. Det #r viktigt att ni forstar sjilva principen med
ett induktionsbevis; alltsd vad som skall visas i basfallet och i induktionssteget for ett givet
induktionsproblem.

Lycka till!

losningsforslag pd ndsta sida



Losningsforslag

1. (a) Vi ténker oss 8 platser, fran vénster till hoger, dér de bokstéverna i VALHALLA skall
placeras ut. Alla A:n betraktas som identiska, si det &r bara vilka platser som de befinner
sig pa som har betydelse; och samma sak fér alla L:en. Eftersom vi méaste ha ett L pa forsta
platsen (enligt uppgiftsformuleringen) s har vi kvar 2 L, 3 A, 1 V och 1 H, att placera ut pa
de kvarvarande 7 platserna. Tva platser bland 7 for de tva kvarvarande L:en kan véljas pa (;)
sdtt. Sedan kan tre platser bland 5 lediga for de tre A:na viljas pa (g) Sedan kan en plats
bland 2 lediga for V:et véiljas pa (%) = 2 sétt; och H:et méaste ta de sista lediga platsen (bara
1 satt). Enligt multiplikationsprincipen far vi att det sokta antalet ar

N (5 76 5-4-3
<2>.<3)-2_- 5y 2 =420,

(b) Den hér uppgiften blev svarare dn jag ursprungligen ténkte mig. Om uppgiften hade
handlat om bokstavsfoljden AH i stéllet for AL s& hade uppgiften varit enklare (for att hogst
ett A kan foljas av ett H, eftersom vi bara har ett H). Jag kommer i fortsattningen ibland kalla
en bokstavsfoljd AL for ett ‘AL-block’. Vi kan ténka oss ett AL-block som en enda “bokstav”
eftersom A:et och L:et i blocket inte far “klippas isér”.

Med “ord” menar jag hela tiden sddana bokstavskombinationer som kan bildas genom att
omfordela bokstédverna i VALHALLA. Jag borjar med att lata x vara antalet ord som innehaller
(exakt) tre AL-block. S& x dr antalet ord som kan bildas genom att, péa olika sitt, fordela 3
AL-block samt bokstéverna V och H pa 5 platser. Detta kan goras pa (g) (f) = 20 sitt, sa
z = 20.

Sedan later jag y vara antalet ord som innehaller exakt tvd AL-block. Jag ténker mig nu att
vi har 6 platser dar tvd AL-block, ett A, ett L, ett V och ett H skall placeras ut. Man kan vélja
platser for de tvd AL-blocken pa (g) sitt; sedan kan platser for de aterstdende bokstdverna
A, L, V, H viljas pa 4! sitt (notera att 4! = (‘1") (i’) (%) (i)) S& man skulle nu kunna tro att
Yy = (g) -4!. Men i detta uttryck sa har vi &ven riknat med de ord som innehaller 3 AL-block,
eftersom det tredje A:et och tredje L:et kan raka bilda ett tredje AL-block. Inte nog med det,
vi har dessutom raknat varje ord med 3 AL-block tre ganger. For att inse detta, betrakta
ordet ALALHALV med 3 AL-block. Ordet kunde ha fatts, enligt den konstruktionsmetod
som ovanstaende utrdkning baseras pa, genom att forst vilja platserna 1 och 2 for tva AL-
block (ALALHALV); men vi kunde ocksa forst ha valt platserna 1 och 5 for AL-blocken
ALALHALYV; eller si kunde vi forst ha valt platserna 3 och 5 for AL-blocken (ALALHALYV).
Dérfor far vi y = () - 4! — 3z = 360 — 3 - 20 = 300.

Lat nu z vara antalet ord som innehaller minst ett AL-block. Vi ténker oss 7 platser dar vi
placerar ut ett AL-block, tva A, tva L, ett V och ett H. Detta kan goras pa (D (g) (;1) (f) sétt.
Men da har vi rdknat varje ord med 3 AL-block 3 ganger och varje ord med exakt 2 AL-block
2 ganger (vilket inses pa liknande sétt som vi resonerade ovan). S& z = (I) (g) (;l) @) —2x—y =
840 — 40 — 300 = 500, vilket &r det stkta antalet i (b)-uppgiften.

(c) Antalet ord som kan bildas genom omférdelning av bokstdverna i VALHALLA ar
(2) (g) (?) = 1120. Antalet ord som inte innehaller nagot AL-block blir da 1120 — z =
1120 — 500 = 620.

2. (a) Vi har 5 platser att placera ut siffror pa. P& varje plats har vi 6 valmajligheter, eftersom
varje plats far innehalla vilken som helst av siffrorna 1, 2, 3, 4, 5, 6. Salunda kan, enligt
multiplikationsprincipen, 6° olika positiva 5 siffriga heltal bildas med dessa siffror.

(b) Vi har 6 val for den forsta platsen, 5 val for den andra (eftersom varje siffra for
forekomma hogst en gang), 4 val for den tredje platsen, 3 val for den fjiarde och 2 for den
femte. Enligt multiplikationsprincipen s& kan 6 -5 -4 -3 -2 = 720 olika 5 siffriga tal med de
givna siffrorna bildas om varje siffra far forekomma hogst en gang.

(c) Det finns (g) sétt att vilja tva platser bland fem mojliga for de tva ettorna. Sedan har
vi 3 platser kvar, och pa varje sddan har vi 5 valmdjligheter (vi far inte vélja en etta igen)
oberoende av tidigare val. Enligt multiplikationsprincipen sa ar det sokta antalet (g) 5% = 1250.



(d) Varje utfall kan kodas som en f6ljd bestdnde av 4 ettor och 5 nollor, i ndgon ordning
(tex. 100101100). En sddan f6ljd kodar ett utfall pa foljande satt. Antalet ettor till vinster
om forsta (fran vénster rdknat) nollan motsvarar antalet tdrningar som visar 1 prick. Antalet
ettor mellan férsta och andra nollan motsvarar antalet tdrningar som visar 2 prickar. Antalet
ettor mellan andra och tredje nollan motsvarar antalet tirningar som visar 3 prickar. Och sa
vidare p& samma sétt. Exempelvis kodar f6ljden 100101100 f6ljande utfall: en tirning visar 1
prick, en térning visar 3 prickar, och 2 tarningar visar 4 prickar. Antalet f6ljder bestaende av 4
ettor och 5 nollor &r detsamma som antalet sitt att vélja 4 platser for ettorna bland 4+5 =9
méjliga platser, och detta antal &r () = (9-8-7-6)/(4-3-2) = 126.

3.(a) I basfallet skall man visa att formeln a,, = 5- 2" + 3 stdmmer for n = 0. I induktion-
ssteget skall man visa att om a,, = 5-2" + 3 stdmmer for ndgot n (bland 0, 1,2, ...)sd stimmer
ocksd an41 = 5 - 2nt1l 4 3. eller med andra ord, om a, = 5 - 2" + 3 stimmer for nagot n sa
stdmmer formeln ocksd nér man byter ut n mot nista naturliga tal, som ju &r n + 1.

(b) Basfall: Vihar 5-2°+3=5-1+3=8=ag, s a, = 52" + 3 stimmer fér n = 0.

Induktionssteg: Antag (som ‘induktionsantagande/induktionshypotes’) att

(IA) a,, =5 - 2" + 3 stdmmer for nagot n.

Vi skall nu bevisa att di stimmer fven a,41 = 5- 2" 4 3. (pastaendet “a,;1 = 5-2"T1 +3
stammer” kallas ibland induktionspastaendet). I det hér fallet ar det enklast att borja med att
titta p& an4+1 och anvénda definitionen av talfoljden. Detta ger

ap+1 = 2a, — 3 (enligt definitionen)
=2(5-2"43)—3 (enligt (TIA))
=2.5.2"4+2.3-3
=5.2.2"+3
=5-2"t1 13, vilket skulle bevisas.

Enligt induktionsaxiomet si foljer att den slutna formeln a, = 52" 4+ 3 stdmmer {or alla
n=20,1,2,....



