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Grundliggande' 6vningar i kombinatorik

Se till att ni klarar av dessa uppgifter innan ni gar vidare till svarare uppgifter pé
andra stenciler.

Med tal menas, i uppgifterna nedan, alltid icke-negativa heltal.

P4 slutet finns svar och forklaringar till vissa uppgifter.

1. Hur manga 5-siffriga tal kan bildas med siffrorna 1 och 2 7

[\)

. Hur manga 5-siffriga tal kan bildas med siffrorna 4 och 7 7

w

. Antag att n dr ett positivt heltal. Hur manga n-siffriga tal kan bildas med siffrorna 3 och 5 7
4. Hur manga 4-siffriga tal kan bildas med hjilp av siffrorna 1, 2, 3, 4, 5,6 7

5. Hur ménga 4-siffriga tal kan bildas med hjélp av siffrorna 1, 2, 3, 4, 5, 6 om varje siffra far
anvéndas hogst en gang?

6. (a) Hur manga 6-siffriga tal kan bildas med siffrorna 1, 2, 3, 4, 5, 6 ?
(b) Hur ménga 6-siffriga tal kan bildas med siffrorna 1, 2, 3, 4, 5, 6 om varje siffra bara far

anvéndas en gang?

Ett objekt pa formen (aq,aq,...,ay), dar aj,aq, ..., a, ar tal, kallas for en n-tupel (av tal).
Exempelvis s& ar (1,3,1,12) och (3,12,1,1) (olika) 4-tupler.

7. Hur manga n-tupler kan bildas med talen 1,2,3,...,m ?

8. Antag att n < m. Hur manga n-tupler kan bildas med talen 1,2,3,...,m om varje tal far
anvindas hogst en gang?

9. (a) Hur manga n-tupler kan bildas med talen 1,2,3,...,n 7

(b) Hur manga n-tupler kan bildas med talen 1,2,3,...,n om varje tal bara far anvindas en
gang?

10. Hur méanga 7-siffriga tal kan man bilda med 4 ettor och 3 tvaor?

11. Hur ménga 7-siffriga tal kan man bilda med 3 ettor, 2 tvaor och 2 treor?

12. Hur manga T7-siffriga tal kan man bilda med siffrorna 1 och 2 om siffran 2 far anvéindas
hogst tva ganger?

13. Hur manga T7-siffriga tal kan man bilda med siffrorna 1 och 2 om forsta siffran méaste vara
1, och sista siffran méste vara 2 7

14. Hur manga 7-siffriga tal kan man bilda med siffrorna 1 och 2 om bade 1 och 2 maste
férekomma bland de tva forsta siffrorna?

'Det 4r dock ganska stor variation i évningarnas svarighetsgrad, och nagra kan nog uppfattas som lite
svarare.



15. Hur manga 7-siffriga tal kan man bilda med siffrorna 1 och 2 om bade 1 och 2 maste
féorekomma bland de tre forsta siffrorna?

16. Hur manga 7-siffriga tal kan man bilda med 4 ettor och 3 tvaor, om forsta siffran maste
vara 1 och sista siffran 2 7

17. Hur manga 9-siffriga tal kan man bilda med 4 ettor och 5 tvaor, om det maste finnas minst
en etta bland de tre forsta siffrorna?

18. Hur manga foljder av nollor och ettor kan bildas med hjalp av 7 ettor och 3 nollor? (Varje
sadan f6ljd bestar alltsa av 10 siffror.)

19. P& hur ménga sitt kan 4 personer dela p& 7 kronor? (Vi antar att var och en far ett
heltalsbelopp.)

20. Pa hur ménga sitt kan 4 personer dela pa 7 kronor om var och en ska f& minst en krona?

21. Sju studenter skall vilja (exakt) en kurs bland 4 mojliga.

(a) P& hur manga sétt kan dessa sju studenter véalja kurs?

(b) P& hur manga sétt kan dessa sju studenter vélja kurs, om vi endast bryr oss om hur méanga
som valt respektive kurs (och inte vem som valt vad)?

OO0

Fem vinner ska g& ut en kvill och alla méaste ta ut pengar fran bankomaten. (Detta ar pa
tiden d& man inte kunde betala med kort Gverallt.)

22. Hur manga olika kder framfér bankomaten kan de fem bilda?

Vil inne pa stillet sa skall tva av de fem ga till baren och kopa dryck at séllskapet.

23. Pa hur ménga sétt kan dessa tva véljas (bland fem personer)?

Lite senare har sdllskapet utokats till 10 personer och det &r dags att sdtta sig till bords.

24. (a) Pa hur ménga olika sédtt kan de 10 personerna placera ut sig pa de 10 reserverade
stolarna?

(b) Om bordet &r runt och vi bara &r intresserade av vilka personer som var och en har till
vinster och till hdger om sig, vad blir antalet mojliga placeringar da?

P4 menyn kan man vilja bland 3 olika forrétter, 3 olika varmrétter och 2 olika efterrétter.

25. P& hur manga olika sétt kan man komponera sin middag, genom att vilja en forrétt, en
varmrétt och en efterrdtt?

Var och en av de 10 vinnerna véljer en “komposition" (forrétt, varmratt, efterrdtt). Vi tdnker
oss att stolarna de sitter pa ar numrerade, i den serverande personalens 6gon. Den som tar
bestéllningen antecknar i nummerordning, fér varje person, i en lista, vilken komposition som
valts.

26. Hur manga olika sddana listor kan bildas?

Fran kokets perspektiv &r man inte intresserad av vem som har valt vad, utan endast av hur
ménga som valt respektive ratt bland 3 mojliga forrétter, 3 mojliga varmratter, och 2 mojliga



efterratter. (Vi antar att var och en i séllskapet véljer en forratt, en varmrétt och en efterritt.)
27. Hur méanga bestéllningar &r mojliga fran kokets perspektiv (forklarat ovan)?

Nér det dr dags att betala s& riacker forstass inte pengarna. Man bestdmmer sig for att tre (av
de 10) skall g& och hdmta ut mer pengar fran bankomaten.

28. Pa hur manga olika sétt kan de tre personerna viljas?
29. Hur manga olika kder kan de tre utvalda bilda framfor bankomaten?

Nér middagen dr betald skall fyra personer ta sig hem. De ska at samma hall och tva av dem har
cyklar. De bestdmmer sig for att dela upp sig tva och tva pa cyklarna, som vi kallar C och Cs.

30. P& hur manga sitt kan man dela upp de fyra personerna som foérare och passagerare pa
C respektive Cy 7

31. Om vi inte bryr oss om vem som cyklar och vem som &r medpassagerare, pad hur manga
satt kan de fyra personerna delas upp (tva-och-tva) pé& cyklarna C; och Co 7

32. Nu bryr vi oss inte heller om vilken cykel respektive par hamnar pa, utan endast av sjalva
uppdelningen i tva-och-tva. P4 hur manga sétt kan de fyra delas upp i tva par?

De 6 aterstdende personerna viljer senare att dela pa tva taxibilar, kalla dem T} och Ts, for
att ta sig hem.

33. P& hur ménga olika sdtt man dela upp de 6 personerna i tre passagerare i 17 och tre
passagerare i To 7

34. Pa hur manga sétt kan man dela upp de 6 personerna i tva grupper om tre personer var?
(Nu haller vi alltsa inte reda pa vilken bil respektive grupp tar.)

35. P& hur méanga sétt kan man dela upp de 6 personerna i tva grupper si att varje grupp
innehaller mellan tva och fyra personer?

Svar och i vissa fall forklaringar foljer pa ndsta sida.
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Svar med férklaringar i vissa fall

1. 2° = 32. Vi kan t#inka oss att varje siffra upptar en plats, bland fem mojliga, fran viinster
till hoger. Pa varje plats kan vi gora tva val — vélja en etta eller en tvaa — och antalet valmoj-
ligheter for varje ny plats (om vi gar fran vanster till hoger, exempelvis) &r oberoende av vilka
val som har gjorts tidigare. Enligt multiplikationsprincipen &r antalet femsiffriga tal som kan
bildas med siffrorna 1 och 2 lika med 2-2-2-2-2 = 2° = 32.

2. 2° = 32.
3. 27,

4. 6%, Sittet att tinka hiir att detsamma som i foregaende uppgifter, men nu har vi 6 valmaj-
ligheter for var och en av de 4 platserna, oberoende av vilka val som tidigare har gjorts.

5. 6-5-4-3 = 360. P& den forsta platsen har vi 6 valmgjligheter. P4 den andra platsen har
vi 5 valmdjligheter, eftersom vi inte far anvinda den siffran som valdes pa forsta platsen. Pa
den tredje platsen har vi 4 valmojligheter eftersom vi inte far anvinda nagon av de tva siffror
som valdes till de tva forsta platserna. Pa den fjarde platsen har vi 3 valmdjligheter, eftersom
. (fyll 1 sjalv)...

6. (a) 65 (b)6!=6-5-4-3-2-1.

7. m"™. En n-tupel har n platser/koordinater och pa varje plats kan vi géra m val, oberoende
av de tidigare valen. (Samma tankesdtt som i 1 —4.)

8. m(m—1)(m—2)---(m—(n—1)) = —2 - (Samma tankesitt som i uppgift 5, bara att

(m—'n)!'

m och n ar godtyckliga positiva heltal s& att n < m i den har uppgiften.)
9. (a) n™ (b) nl.

10. (Z) = ﬁ = 35. (Alternativt (g) = ﬁls)' = 35.) Vi har 7 platser, fran vinster till
héger, som skall fyllas i med 4 ettor och 3 tvaor. Nér vi har valt platser for de fyra ettorna sé
har vi inget annat val &n att 1ata de 3 tvAorna ta aterstdende platser. Antalet sitt att vélja
4 platser, bland 7 mdjliga, for ettorna ar (Z) (Man kan lika gérna ténka sig att man valjer 3
platser, bland 7 mdjliga, &t tvaorna, och sedan later ettorna ta de &terstaende platserna. Da

far man (g) Men, som bekant om ni har last kurslitteraturen, (Z) = (g), eftersom det alltid

giller att (7) = (,"4)-)

11. (;) . (3) =356 = 210. Man kan vilja 3 platser, bland 7 mgjliga, for ettorna pa (g) satt.
Sedan kan man, oberoende av valet av platser for ettorna, vélja 2 platser, bland 4 lediga, for
tvaorna pa (3) sdtt. Sedan har man inget annat val &n att lata de tva treorna ta de aterstaende
tva platserna. (Det sistndmnda kan ocksa formuleras som att man véljer tva platser bland tva

mojliga, men detta kan bara goras pé ett satt, och multiplikation med ett gor ju ingen skillnad.)

12. 14+ 7+ (g) = 29. Vi har tre fall: (a) talet innehaller bara ettor, eller (b) talet innehéller
exakt en tvaa, eller (c) talet innehaller exakt 2 tvaor. Bara ett 7-siffrigt tal uppfyller (a).
Antalet 7-siffriga tal som bestar av exakt en tvaa och exakt 6 ettor ar (I) = 7 (for vi kan
vilja plats a4t den enda tvaan pa 7 sitt). Antalet 7-siffriga tal som bestar av exakt 2 tvaor
och exakt 5 ettor ar (;) (for vi kan resonera som i uppgift 10). Varje 7-siffrigt tal som bestéar
endast av ettor och tvaor, och hogst 2 tvaor, tillhor exakt ett av fallen — man kan siga att de
tre fallen “tdcker alla mdjligheter och inte Gverlappar varandra". Darfér kan vi addera ihop
antalet mojligheter i de tre fallen: 1+ 7 + (;) = 29.



13. 25.

14. 64. De enda mdjligheterna for de tva forsta siffrorna ar foljderna ‘12’ och ‘217, (Alltsé 2
olika mojligheter att vélja de tva forsta siffrorna.) P& var och en av de aterstdende platserna

har vi 2 valmdjligheter, oberoende av valen pa de Ovriga platserna, sa det sdkta antalet ar
225 = 64.

15. 6-2% = 96. Vi tittar forst pa antalet sitt att vilja de forsta tre siffrorna sa att minst en etta
och minst en tvaa forekommer. Sétten kan delas upp i tva fall: antingen en etta och tva tvaor,
eller en tvia och tva ettor. I vardera fallet s& finns 3 mojligheter ( = antalet satt att vilja en
plats bland tre mojliga). Eftersom de tvé fallen "tacker alla méjligheter och inte Gverlappar
varandra" s& kan vi addera dem och far 3 + 3 = 6. Detta &r alltsd antalet sdtt som de tre
forsta siffrorna i det 7-siffriga talet kan viljas pa. De 6vriga 4 siffrorna kan viljas pa 2?4 sitt
oberoende av hur valet av de tre forsta siffrorna gjordes. Det sokta antalet ir dirfor 6-2* = 96.

16. () = () =10

17. (Z) — (g) = 111. Antalet 9-siffriga tal som kan bildas med 4 ettor och 5 tvaor &r (Z). Men
nu har vi rdknat &ven de “forbjudna" fallen som borjar med 3 tvéor, sd dessa maste dras av.
Antalet “férbjudna” fall, som bérjar med 3 tvéor, ar (g), eftersom man kan vélja 2 platser,
bland 6 mdojliga, for de aterstdende tva tvaorna pa (g) sitt. (Ovriga platser gar till ettorna.)

Det sokta antalet ér saledes (3) — (5) = 126 — 15 = 111.

18. (130) = 120. Det sotkta antalet motsvarar antalet sétt att vélja 3 platser (for nollorna),

bland 10 méjliga: alltsa (%)) = 120.

19. (130) = 120. Antalet séitt att dela upp 7 kronor (i heltalsbelopp) pa 4 personer ér detsamma
som antalet foljder som kan bildas med 3 nollor och 7 ettor (se foregaende uppgift). Hur inser
man det? Jo, vi kan tdnka oss att antalet ettor till vinster om den forsta nollan (fran vénster
riknat) representerar antalet kronor som person A far. Antalet ettor mellan forsta och andra
nollan motsvarar antalet kronor som person B far. Antalet ettor mellan andra och tredje nollan
motsvarar antalet kronor som person C far. Och antalet ettor till hger om den tredje nollan
motsvarar antalet kronor som person D far. Med hjélp av denna "kodning" ser man att varje
uppdelning av 7 kronor pa personerna A, B, C och D motsvaras av exakt en f6ljd som kan
bildas med 3 nollor och 7 ettor, och omvént.

20. (g) = 20. Vi kan ténka sa hér. Eftersom var och en skall f& minst en krona sa delar vi ut
en krona &t var och en av de 4 personerna. Sedan har vi 3 kronor kvar. Dessa 3 kronor skall
delas upp mellan de 4 personerna utan nagra restriktioner. (Alla har ju redan fatt en krona.)
Med samma slags resonemang som i uppgift 19 s& inser man att antalet sdtt att dela upp 3
kronor mellan 4 personer &r lika med antalet f6ljder av 4-1 = 3 nollor och 3 ettor; och detta
antal ar (3+3) = (g) = 20.

3
21. (a) 47
(b) (130). Antalet mdjligheter ar lika med antalet foljder bestaende av 3 nollor och 7 ettor.

Antalet personer som véljer kurs A motsvaras av antalet ettor till vinster om forsta nollan,...
och s& vidare, ungefar som i uppgift 19; fast hér har de 4 kurserna den roll som de 4 personerna
hade i uppgift 19.

22. 5! = 120. For forsta platsen i kon har vi 5 val. For andra platsen har vi 4 val (en person
ar redan vald pé forsta platsen), péa tredje platsen 3 val, osv.

23. (g) = 10. Det vésentliga ar bara vilka tva som blir valda for uppdraget. Vi ténker oss inte
att de ar sinsemellan ordnade (som om de bildade en ké). Tva objekt kan véljas fran 5 givna



pa () sitt.

24. (a) 10!. Kalla stolarna for 1,2,...,10. Pa stol 1 kan vi sétta vem som helst av de 10
personerna. P& stol 2 kan vi sitta vem som helst av de 9 kvarvarande (stdende) personerna.
P34 stol 3 kan vi sétta vem som helst av de 8 kvarvarande personerna. Och sa vidare. Eftersom
antalet valmaojligheter for varje ny stol dr oberoende av valen som gjorts for de tidigare stolarna
s& medfor multiplikationsprincipen att svaret &r 10!.

(b) 10!/10 = 9!. Antalet sétt att placera ut 10 personer pa tio stolar &r 10!, enligt 16sningen
till (a)-delen. Men i tolkningen av placeringar i (b) delen s& motsvarar 2 utplaceringar av de
10 personerna pa 10 stolar samma bordsplacering om och endast om den ena utplaceringen
kan fas fran den andra genom att alla personerna tillsammans roterar runt bordet (medsols
exempelvis) ett visst antal "steg", dir ett steg motsvarar att man gér till nésta stol. Det
finns 10 olika rotationer runt bordet: 0 steg, 1 steg, 2 steg, ..., 9 steg. Det riacker med att vi
betraktar medsols rotationer, for samma effekt som kan uppnés med en motsols rotation kan
uppnas av ndgon medsolsrotation. Eftersom varje bordsplacering, enligt tolkningen i (b)-delen,
motsvaras av exakt 10 stolsutplaceringar av de 10 personerna, s blir svaret 10!/10 = 9!.

25.3-3.2=18.
26. 1819,

27. (122) (122) (111) = 662 - 11. Betrakta forst pa hur manga sitt, fran kokets perspektiv, som de
10 dtande kan vélja forrédtt, bland 3 givna. Man kan se det som antalet sdtt att dela upp 10
identiska objekt i 3 markta lador (varje 1dda motsvarar en forratt); antalet objekt i samma lada
tolkas som antalet personer som far den forrdtten som ladan representerar. Man kan resonera
pa liknande satt som i uppgift 19, for att inse att detta antal &r detsamma som antalet foljder
av 2 nollor och 10 ettor som man kan bilda; och detta antal ar (122) = 66.

Eftersom man kunde vélja bland 3 varmrétter s& dr antalet sétt, fran kokets perspektiv,
som de 10 dtande kan véilja varmratt ocksa (122) = 66.

Och genom liknande resonemang som ovan sa foljer att antalet sétt, fran kokets perspektiv,
som de 10 dtande kan vélja efterratt ar (111) =11.

Eftersom valet av varmratt dr oberoende av valet av forratt, och valet av efterrdtt ar
oberoende av de tidigare valen, sa kan till sist multiplikationsprincipen anvidndas. Sa antalet
sdtt, om man bara bryr sig om hur manga som valt respektive ritt, pa vilka de 10 personerna
kan vélja ratter ar (122) (122) (111) =662 - 11.

28. (%) = 120.
29. 3! = 6.

30. 4! = 24. Foraren till C kan véljas pa 4 sitt. Sedan kan passageraren till C véljas pa 3
sitt. Sedan kan foraren till Cy véljas pa 2 sdtt. Slutligen finns bara ett sitt att vélja passager-
aren till Cs.

31. (3) = 6. Det sokta antalet motsvarar antalet sitt att vilja tvA personer som skall firdas
pa Cq, eftersom de Gvriga tva inte har annat val &n att fardas pa Cs. Det sokta antalet ar

alltsa lika med antalet sétt av vilja 2 objekt fran 4 givna, och detta antal ar (;1) = 6.

32. 3. Man kan ténka pa adtminstone tvé sitt.

Forsta séttet: vilj en av de fyra personerna, som vi kan kalla A. Varje uppdelning av de
fyra i tva-och-tva motsvaras av ett val av "cykelpartner" till A. Det finns 3 olika val.

Andra séttet, som anvinder 16sningen till 31: Lat de fyra personerna betecknas A, B, C,
D. Varje uppdelning i tvé-och-tvéa, exempelvis {A, B} och {C, D} motsvarar exakt tva fordel-
ningar pa cyklarna C7 och Cy: ndmligen att A och B tar C och C och D tar Cy, eller omvint.



Dérfor kan vi ta svaret fran uppgift 31 och dividera med 2: (;1) /2 =3.
33. (5) = 20.
34. (g) /2 =10. (Se andra séttet att 16sa uppgift 32.)

35. (5)/2+ (5) =10+ 15 = 25.



