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Diagnostiskt prov 2 — svar/lésninagr

1. Berdkna griansviardena om de existerar, och ange om de inte existerar.
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2. Derivera var och en av funktionerna som ges av féljande uttryck.
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3. Vad har tangentlinjen till kurvan y = (z — 2)? i punkten dir x = 1 for lutning?
Lésning. Tangentlinjen till kurvan y = (z — 2)? diir = 1 & f/(1) om vi later f(z) =

(x—2)2. Eftersom f’(z) = 2(z—2) sa far vi f/(1) = —2, som alltsd dr tangentlinjens lutning
dir x = 1.

4. Kom ihag att en triangels area ges av formeln %, dvs. ‘basen ganger hojden delat
med tva. Bestdm den maximala arean bland alla trianglar som uppfyller att b + h = 10
(dvs. basen plus hojden ar lika med 10). Annorlunda uttryckt: Vad &r den storsta area som
en triangel kan ha om b+ h = 107

Losning. Villkoret b+h = 10 ger h = 10 — b, sa arean A kan uttryckas som en funktion
av endast variabeln b:

Eftersom bade b (basen) och h (hojden) skall vara icke-negativa tal och inte storre dn 10
(pga. villkoret b+h = 10) s& &r vi intresserade av funktionen A(b) pa intervallet 0 < b < 10.
Eftersom A(b) ar kontinuerlig pa intervallet 0 < b < 10 s& kommer den att anta ett storsta
och ett minsta virde pa det intervallet. Det minsta virdet (noll) antas i &ndpunkterna
b =0 och b = 10; man ser att for 0 < b < 10 s& kommer A(b) att vara positiv. I den
punkt i intervallet (0,10) dar A(b) antar sitt storsta virde maste derivatan A’(b) vara noll.
Derivering ger A’(b) = 5 — b, och ekvationen 5 — b = 0 har bara en 16sning, b = 5. Dérfor
méste b = 5 vara den punkt dir A(b) antar sitt strsta viirde. Vi har A(5) = 22, sa 2 ir
den storsta area som en triangel kan ha om b+ h = 10.

5. En partikel ror sig i zy-planet lings kurvan x = y2. En observator star (hela tiden)
i punkten (z,y) = (2,0). Var i sin bana (ange koordinaterna) ar partikeln nérmast obser-
vatoren?



Lésning. Man kan 16sa uppgiften genom att anviinda implicit derivering, men eftersom
jag gav uppgiften innan jag hade gatt igenom implicit derivering sa léser jag den pa annat
satt.

Man kan ocksé losa uppgiften genom att “vinda pé koordinatsystemet” och derivera
z(y) = y? med avseende pa y i stillet for x.

Men jag gor s& hér istéllet (vilket inte &r ett béttre/sdmre forslag dn de tva ovan). Ligg
miérke till att kurvan z = y? dr symmetrisk kring z-axeln (om man speglar den &vre halvan
av = y? kring z-axeln si kommer den att hamna ovanpa den undre halvan av z = y?).
Eftersom observatorens position (2,0) &r pa z-axeln (och till héger om (0,0)) sa géller
foljande: Om (a,b) dr en punkt pa den évre halvan (den dver z-axeln) av kurvan = = y?
som ligger pa minimalt avstind fran observatoren, sd kommer (a, —b) vara en punkt pa
den undre halvan av kurvan som ligger pa samma avstand (som (a,b)) fran observatoren;
och omviint. S& de riicker att betrakta den &vre halvan av z = 32 och fér sadana (z,y) har
viy = /x och ¢/(z) = ﬁ Vi bortser till en borjan frén den eventuella mojligheten att
(a,b) = (0,0) och antar att (a,b) # (0,0). Om (a,b) &r en punkt pa kurvan y = /z som
ligger p&4 minsta mdjliga avstand fran (2,0) sa méaste linjen fran (2,0) till (a,b) vara en
normallinje till kurvan y = y/z. Detta innebér att linjens ekvation ar

1
x4+ m=—2Vax +m.

y'(a)
Eftersom linjen skall innehalla punkten (2,0) (d4r observatoren star) sa far vi
0=-2Va-2+m
vilket ger m = 4y/a och ekvationen

y = —2/az + 4v/a.

Eftersom ovan beskrivna linje skall skira kurvan y = y/z i punkten (a,b) s& far vi

Va=b= —2aa+ 4.
Eftersom vi antar att a # 0 s& kan vi dividera bort \/a och far

1=-2a+14

vilken har den enda lésningen a = 3/2. Detta ger b = \/a = \/g (eftersom (a, b) antas ligga
pa kurvan y = /x). S& av alla punkter (a,b) pé kurvan y = \/x sddana att a # 0 s& ar

(%7 \/g) den som &r ndarmast (2,0).

Fragan dr nu om (0,0), som ocksé ligger pd kurvan y = y/z dr ndrmare (2,0) &n vad

(3, \/g) ar? Avstandet fran (2,0) till (0,0) &r 2, och med pytagoras sats réknar man fram

att avstandet fran (2,0) till (3,4/3) &r \/Z, vilket &r mindre &n 2. Alltsd dr (3,,/3) en
punkt pa kurvan z = y? som #r pa minimalt avstand fran (2,0), och da #r dven (som

3 3) en punkt pa kurvan 2 = y? som #r pa minimalt avstand

forklarats tidigare), (3, —1/5

(= /1) frhn (2,0).



