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Diagnostiskt prov 6 — med svar/16sningar

Betrakta féljande differentialekvationer.

() 373 = ay’,

(b)Y =x+y (dir y betraktas som funktion av x),
(c) 2xy =z + v,

(d) mv'(t) + M(t) =0 déir m och A dr konstanter.

1. Till vilken eller vilka av ekvationerna (a)—(d) ar funktionen y(x) = 5e* —x—1 en 16sning?
Svar: Till (b).

2. Vilken eller vilka av ekvationerna (a)—(d) &r separabla?
Svar: (a) och (d) (eftersom (d) &r ekvivalent med % =0 = —%U).

3. Vilken eller vilka av ekvationerna (a)—(d) & homogena?

Svar: Ekvation (cz ar homogen, eftersom den kan skrivas som ¢y’ = %—i—% och f(tz, ty) =

4. Finn den allmanna losningen (dvs. alla 16sningar) till den eller de av ekvationerna (a)—(d)
som &r separabla.

Losning. Ekvation (a): Separering av variabler och integration ger

1
/dey = /wdw,

vilket 1 sin tur medfor att

1 2
=40
y 2
vilket ger
1
y(a) = -
) Z+C
som dr den allminna l6sningen.
Ekvation (d): Den kan skrivas som
dv A
o2y
dt m

sa den ar separabel. Separering av variabler och integration ger

1
/dv = —idt.
v m



Berdkning av integralerna ger
A
Injv| =—-—t+C,
m

sd om vi later k = \/m, far vi

|U‘ — eln\v| — efkt+C — eCefkt’

vilket ger v(t) = De ** déir D #r en godtycklig konstant. (Fér e© kan anta alla positiva
virden om C varierar over de reella talen, och man ser direkt att v(t) = 0 4r en l6sning.)

5. Finn den allménna lésningen till den eller de av ekvationerna (a)—(d) som &r homogena.

Losning. I 16sningen till 3 sdg vi att (¢) &r homogen, vilket vi ser genom att skriva om
den som p
dy 1.y
de 2 2z
D& kan den omvandlas till en separabel ekvation genom substitutionen z = y/x, dvs.
y = zz, dir z betraktas som funktion av x. Substitutionen gar till sd att vi ersdtter y med

xz och % med z + xg—fc, vilket motiveras av att

d dz .
—y = —xz=2z+x— eunligt produktregeln.
dx dx dx
Denna substitution omvandlar ekvationen till
+ dz 1 . 1
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som dr separabel. Separation av variabler och integration ger
2 1
/ dz = / —dx,
1-=2 x

—2In[l—z|=Injz|+C < |l -z 2=h|z|+C <= [1—2]72 ="z

1 J—
eCla|
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Vial

allménna l6sningen y(z) = x —

som i sin tur ger

PN (1—2)? e ecl|:1:| — (1 —y/a).

Detta ger 1 — £ = déir D kan vara vilken nollgkiljd konstant som helst, och vi far den

Dx

il

6. En viss pyramid har en kvadratisk botten med sidan 2, och héjden 1. Var och en av
de fyra sidorna har samma dimensioner, s& pyramiden dr regelbunden i den bemérkelsen.
Berikna dess volym.

L&sning. Notera att pyramidens dimensioner medfér att dess sidor lutar mot marken /botten

med vinkeln 7/4. Vi tidnker oss att vi vinder pa pyramiden s& att dess spets pekar &t vén-
ster lings en horisontell x-axel, och att spetsen befinner sig i punkten (0,0) i xy-planet.
Om vi ocksé har sett till att den tidigare héjdaxeln (da pyramiden stod uppritt) sam-
manfaller med x-axeln, sd kommer ett tvirsnitt genom pyramiden som &r vinkelrdtt mot
x-axeln i en punkt diir 2 = a att ha arean (2a)? pa grund av att pyramidens sidor lutar
med vinkeln 7/4. (Rita gérna en figur.) Med andra ord, om A(x) betecknar arean av ett
sadant tviirsnitt genom pyramiden som skir x-axeln i punkten x, s A(z) = (2x)% = 422
Eftersom pyramidens hdjd ar 1, s utstricker den sig fran z = 0 till x = 11 x-led, och fran
detta foljer att dess volym &r lika med

1 1 371
/ A(z)dx = / 4o’ dr = [@} =4/3.
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