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Diagnostiskt prov 7 — med svar/16sningar

1. Finn den allminna 16sningen till var och en av féljande differentialekvationer:
(a) ¥ + 6y + 13y = 0,

(b) y" =2y +y =0,

(c) y" — 6y — Ty =0.

2. Finn den 16sning till ekvation (a) i uppgift 1 som uppfyller att y(0) = 1 och ¢'(0) = —5.
Svar: y(r) = e 3%(cos(2z) — sin(2z)).

3. Antag att a # 0.

(a) For vilka reella tal r &r serien ) .2, ar™ konvergent?

(b) Harled vérdet av > 2, ar™ i de fall d& serien ar konvergent.

(Ledning: multiplicera partialsumman sy = Zﬁf:l ar™ med (1 — ) och ldgg mérke till att
alla termer utom tva tar ut varandra ....)

Svar: (a) Serien dr konvergent om |r| < 1, och divergent annars.
(b) Se kursboken eller mina foreldsningsanteckningar.

4 (a) For vilka reella tal r &r serien ) o° ; -1 konvergent?

(b) Bevisa din slutsats i (a)-delen med hjilp av “integraltestet”.

L6sning: (a) Serien &r konvergent om 7 > 1 och divergent annars.

(b) Notera forst att seriens termer alltid dr icke-negativa. Om r =1 s& flb Ldr =[lnz]} =
Inb — oo nér b — oo, sa enligt integraltestet ar serien divergent.
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da b — oo, eftersom 1 — r > 0, vilket enligt integraltestet betyder att serien dr divergent.
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da b — o0, eftersom 1 —r < 0, vilket enligt integraltestet betyder att serien ar konvergent.
5. Bestdm for var och en av serierna om den dr konvergent eller divergent.
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Svar: Den forsta serien (fran vinster) dr divergent, vilket exempelvis kan visas med inte-
graltestet. Den andra serien dr konvergent, vilket exempelvis kan visas med jamforelsetestet

och jamforelseserien med termer b,, = # Den tredje serien ar konvergent, vilket exempelvis

kan visas med jamforelsetestet (tag b, = n—lg), eller med kvotjamforelsetestet (tag b, = %)

Den fjirde serien ar divergent, eftersom termerna gar mot 1 da n gir mot oo. (Om serien
ar konvergent sd méste termerna ga mot 0.)

6. Finn den allménna l6sningen till differentialekvationen
Y + (cosx)y = (sinx)(cos z).

Ledning: i ett visst stadium d& man beh6ver integrera sa kan substitutionen ¢ = sinx och
sedan partiell integration vara till hjalp.

Svar: y(z) = sinz — 1 + Ce™ 507,

7. Bestam for var och en av serierna om den dr konvergent eller divergent.
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Losning: Den forsta serien (fran vinster) ar divergent, vilket kan inses s& hir. Pa grund
av de standardgriansvirden som vi har sett tidigare i kursen sa n!/3 > logyn for alla

tillrackligt stora n, s ﬁ < @ for alla tillrickligt stora n, vilket ger + < 4

n (logy n)?
for alla tillrdckligt stora n. Eftersom ZZO:I% ar divergent s& medfor jamforelsetestet att
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an? W ar dlvergent.

Den andra serien ér konvergent, vilket kan inses sa hir. Lat a, = =222 och b, = = =

3nvn 37
(%)n, s& Y 7, b, dr en konvergent geometrisk serie. Vi har
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s& kvotjamfGrelsetestet medfor att Y~ | an &r konvergent.

Den tredje serien ar divergent vilket kan inses sa hdr. Om a, = % sa
Untl e 11 n? .
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s& kvottestet medfor att Y7 | a, dr divergent.

8. Ett obduktionsrum halls vid konstant temperatur 5° C. En tidig morgon pagéar obduktion
av ett mordoffer, da nagon bryter sig in, skjuter obducenten och fér bort det andra liket.
Klockan 10.00 anldnder en assistent och uppticker assistentens lik, som d& har tempera-
turen 23° C. Klockan 12.00 har temperaturen gatt ned till 18,5° C. Néar blev obducenten
skjuten? (Vi antar att obducenten hade kroppstemperatur 37° C d& personen var i livet.)

Newtons avsvalningslag siger att en kropp med temperaturen 7' som placeras i en
omgivning som haller temperaturen Ty < T kommer att svalna pa sa vis att tem-
peraturen minskar med en hastighet som dr proportionell mot temperaturdifferensen
T —1Tp.



(Eftersom vi inte anvénder miniriiknare i den héir kursen s& kan man, i utrdkningarna, ha
nytta av at 13 > ~ —0.144 och In 3 mR—4)
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Losning: Lat ¢ vara antalet timmar efter klockan 10.00. Lat T(t) vara obducentens tem-
peratur ¢ timmar efter klockan 10.00. Vi stker ¢ sa att T'(t) = 37. D& anger ¢ hur manga
timmar fore klockan 10.00 som obducenten skjots. Enligt Newtons lag géaller att
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dar k ar en proportionalitetskonstant. Ekvationen &r separabel, och vi l6ser den tillsam-
mans med begynnelsevillkoren 7°(0) = 23 och T'(2) = 18,5. Separering av variabler och

integration ger
/ 7dT / kdt

som i sin tur ger In|T'— 5| = kt+C och till sist T = 5+ Ae** dir A #r en konstant som skall
bestdmmas. Begynnelsevillkoret T'(0) = 23 ger 5+ A = 23, s& A = 18. Begynnelsevillkoret
T(2) = 18,5 ger 5 + 18¢?* = 18,5 vilket medfor att k = In 122 ~ —0.144. Vi soker ¢
sadant att T'(t) = 37, vilket ger

1 n 32 1 In 32
k 18 —0.144 18
Obducenten blev alltsa skjuten 4 timmar fére klockan 10.00, det vill sdga, klockan 6.00.

3T=T(t) =5+ 18" =t = =



