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Infinitesimalkalkyl: analysens foregangare

Den matematiska analysen har utvecklats ur dess foregangare
infinitesimalkalkylen, som framforallt Gottfried Leibniz
(1646-1716) och Isaac Newton (1643-1727) utvecklade.
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Infinitesimalkalkyl: analysens foregangare

Den matematiska analysen har utvecklats ur dess foregangare
infinitesimalkalkylen, som framforallt Gottfried Leibniz
(1646-1716) och Isaac Newton (1643-1727) utvecklade. Dock
hade tankegangar kring ndgon sorts infinitesimalkalkyl klackts
tidigare av Bonaventura Cavaliere (1598-1647).
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Infinitesimalkalkyl: analysens foregangare

Den matematiska analysen har utvecklats ur dess foregangare
infinitesimalkalkylen, som framforallt Gottfried Leibniz
(1646-1716) och Isaac Newton (1643-1727) utvecklade. Dock
hade tankegangar kring ndgon sorts infinitesimalkalkyl klackts
tidigare av Bonaventura Cavaliere (1598-1647).

Sarskilt Newtons laror om mekaniken kravde att matematik
utvecklades i den riktning som s smaningom kom att bli analysen.
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Exempel: Newtons andra lag

Exempel Newtons andra lag sager att

“kraften” = F = ma = "“'massan ganger accelerationen”.
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Exempel: Newtons andra lag

Exempel Newtons andra lag sager att
“kraften” = F = ma = "“'massan ganger accelerationen”.

Denna formel doljer faktumet att accelerationen definieras som
forandringen av hastighet. Vi kan inte tala om férandring utan att
i tankarna ha ytterligare en variabel/parameter, i detta fall tiden.
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Exempel: Newtons andra lag

Exempel Newtons andra lag sager att
“kraften” = F = ma = "“'massan ganger accelerationen”.

Denna formel doljer faktumet att accelerationen definieras som
forandringen av hastighet. Vi kan inte tala om férandring utan att
i tankarna ha ytterligare en variabel/parameter, i detta fall tiden.
Accelerationen ar forandringen av hastighet med avseende pa
tiden, sd om v(t) ar hastigheten med avseende pa tiden sa ar

accelerationen derivatan av v(t), dvs. v/(t), eller alternativt skrivet
dv
E.
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Exempel: Newtons andra lag

Exempel Newtons andra lag sager att
“kraften” = F = ma = "“'massan ganger accelerationen”.

Denna formel doljer faktumet att accelerationen definieras som
forandringen av hastighet. Vi kan inte tala om férandring utan att
i tankarna ha ytterligare en variabel/parameter, i detta fall tiden.
Accelerationen ar forandringen av hastighet med avseende pa
tiden, sd om v(t) ar hastigheten med avseende pa tiden sa ar
accelerationen derivatan av v(t), dvs. v/(t), eller alternativt skrivet
%. Salunda har vi ekvationen

F(t) = mV/(t).
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Exempel: Newtons andra lag

Exempel Newtons andra lag sager att
“kraften” = F = ma = "“'massan ganger accelerationen”.

Denna formel doljer faktumet att accelerationen definieras som
forandringen av hastighet. Vi kan inte tala om férandring utan att
i tankarna ha ytterligare en variabel/parameter, i detta fall tiden.
Accelerationen ar forandringen av hastighet med avseende pa
tiden, sd om v(t) ar hastigheten med avseende pa tiden sa ar
accelerationen derivatan av v(t), dvs. v/(t), eller alternativt skrivet
%. Salunda har vi ekvationen

F(t) = mV/(t).

Om vi kanner till hur F(t) varierar med t, sa kan vi (i princip)
harleda hur v(t) varierar med t geonom integration

v(t) = /F(t)dt.

m
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Exempel: Newtons andra lag och friktion

Exempel Antag att den enda kraft F som verkar pa ett objekt
med massan m och hastigheten v(t) ar friktion.
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Exempel: Newtons andra lag och friktion

Exempel Antag att den enda kraft F som verkar pa ett objekt
med massan m och hastigheten v(t) ar friktion. Da galler for en
konstant A > 0 (friktionskonstanten i sammanhanget) att

F(t) = —Av(t) och dessutom F(t) = ma(t) = mV'(t).
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Exempel: Newtons andra lag och friktion

Exempel Antag att den enda kraft F som verkar pa ett objekt
med massan m och hastigheten v(t) ar friktion. Da galler for en
konstant A > 0 (friktionskonstanten i sammanhanget) att

F(t) = —Av(t) och dessutom F(t) = ma(t) = mV/(t).
Detta ger differentialekvationen

=Av(t) = mV/(t),
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Exempel: Newtons andra lag och friktion

Exempel Antag att den enda kraft F som verkar pa ett objekt
med massan m och hastigheten v(t) ar friktion. Da galler for en
konstant A > 0 (friktionskonstanten i sammanhanget) att

F(t) = —Av(t) och dessutom F(t) = ma(t) = mV/(t).
Detta ger differentialekvationen
=Av(t) = mV/(t),

som vi kommer kunna losa senare i kursen.
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De reella talen

Redan i Grekland pa antiken forstod somliga att de rationella
talen, som kan skrivas som kvoter av heltal, inte rackte for att
beskriva alla avstand/langder.
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De reella talen

Redan i Grekland pa antiken forstod somliga att de rationella
talen, som kan skrivas som kvoter av heltal, inte rackte for att
beskriva alla avstand/langder.

Exempelvis sa ar diagonalens langd i en kvadrat med sidan 1
lika med /2 vilket ar irrationellt, dvs. inte rationellt.
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De reella talen

Redan i Grekland pa antiken forstod somliga att de rationella
talen, som kan skrivas som kvoter av heltal, inte rackte for att
beskriva alla avstand/langder.

Exempelvis sa ar diagonalens langd i en kvadrat med sidan 1
lika med /2 vilket ar irrationellt, dvs. inte rationellt.

Men for att kunna utveckla matematik som kan beskriva
(exempelvis) mekaniken — om samband mellan tid, rorelse,
acceleration, massa, kraft osv. — sa blev det nodvandigt att mer
eller mindre konsekvent arbeta inom ramen for det reella talen,
som inkluderar de rationella, men dessutom innehaller
(6verupprikneligt) manga fler tal (som tex. /2, och e).
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De reella talen

Redan i Grekland pa antiken forstod somliga att de rationella
talen, som kan skrivas som kvoter av heltal, inte rackte for att
beskriva alla avstand/langder.

Exempelvis sa ar diagonalens langd i en kvadrat med sidan 1
lika med /2 vilket ar irrationellt, dvs. inte rationellt.

Men for att kunna utveckla matematik som kan beskriva
(exempelvis) mekaniken — om samband mellan tid, rorelse,
acceleration, massa, kraft osv. — sa blev det nodvandigt att mer
eller mindre konsekvent arbeta inom ramen for det reella talen,
som inkluderar de rationella, men dessutom innehaller
(6verupprikneligt) manga fler tal (som tex. /2, och e).

Det drojde dock till 1800-talet innan man utvecklade den precisa
definition de reella talen som anvands idag.
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En fundamental egenskap hos de rationella talen

De rationella talen har fdoljande “tathetsegenskap”:
Om a och b ar reella tal sddana att a < b, sa finns ett rationellt tal
r sadant att a < r < b.
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En fundamental egenskap hos de rationella talen

De rationella talen har fdoljande “tathetsegenskap”:
Om a och b ar reella tal sddana att a < b, sa finns ett rationellt tal
r sadant att a < r < b.

Detta kan inses pa foljande satt. Antag a < b, sd b—a > 0. D3

finns ett heltal N som &r stdrre dn 71—, vilket ger §; < b — a.
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En fundamental egenskap hos de rationella talen

De rationella talen har fdoljande “tathetsegenskap”:

Om a och b ar reella tal sddana att a < b, sa finns ett rationellt tal
r sadant att a < r < b.

Detta kan inses pa foljande satt. Antag a < b, sd b—a > 0. D3
finns ett heltal N som &r stdrre dn 71, vilket ger §; < b — a. Vil]

5
ndgot heltal K < a.
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En fundamental egenskap hos de rationella talen

De rationella talen har fdoljande “tathetsegenskap”:

Om a och b ar reella tal sddana att a < b, sa finns ett rationellt tal
r sadant att a < r < b.

Detta kan inses pa foljande satt. Antag a < b, sd b—a > 0. D3
finns ett heltal N som &r stdrre dn 71, vilket ger §; < b — a. Vil]
nigot heltal K < a. Eftersom 1 > 0 s& finns ett heltal M > 0 s&

att K+ Mg > a.
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En fundamental egenskap hos de rationella talen

De rationella talen har fdoljande “tathetsegenskap”:

Om a och b ar reella tal sddana att a < b, sa finns ett rationellt tal
r sadant att a < r < b.

Detta kan inses pa foljande satt. Antag a < b, sd b—a > 0. D3
finns ett heltal N som &r stdrre dn 71, vilket ger §; < b — a. Vil]
nigot heltal K < a. Eftersom 1 > 0 s& finns ett heltal M > 0 s&
att K + I\/I% > a. L3t M vara det minsta positiva heltalet sa att
a< K+ I\/Iﬁ
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En fundamental egenskap hos de rationella talen

De rationella talen har fdoljande “tathetsegenskap”:

Om a och b ar reella tal sddana att a < b, sa finns ett rationellt tal
r sadant att a < r < b.

Detta kan inses pa foljande satt. Antag a < b, sd b—a > 0. D3
finns ett heltal N som &r stdrre dn 71, vilket ger §; < b — a. Vil]
nigot heltal K < a. Eftersom 1 > 0 s& finns ett heltal M > 0 s&
att K + I\/I% > a. L3t M vara det minsta positiva heltalet sa att
a< K+ I\/Iﬁ Efterson % < b — a s3 maste det galla att

1
<K+M—-<b
a + N

dir r= K + M4 = KM 5r rationellt.
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En fundamental egenskap hos de rella talen

De reella talen ar i foljande bemarkelse annu “tatare”:
Oma; <ay<az<...och by > by > b3 >...arfoljder av reella
tal sddana att a, < b, for alla n,

Vera Koponen Forelasningar 1-3



En fundamental egenskap hos de rella talen

De reella talen ar i foljande bemarkelse annu “tatare”:
Oma; <ay<az<...och by > by > b3 >...arfoljder av reella
tal sddana att a, < b, for alla n, sd finns minst ett reellt tal ¢
sadant att a, < c < b, forallan=1,2,3,....
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En fundamental egenskap hos de rella talen

De reella talen ar i foljande bemarkelse annu “tatare”:
Oma; <ay<az<...och by > by > b3 >...arfoljder av reella
tal sddana att a, < b, for alla n, sd finns minst ett reellt tal ¢
sadant att a, < c < b, forallan=1,2,3,....

Denna egenskap kan bevisas om man ger en rigoros definition av

begreppet reellt tal, vilket inte gors i denna kurs, och darmed
bevisar vi inte ovanstdende egenskap, utan tar den for given.
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En fundamental egenskap hos de rella talen

De reella talen ar i foljande bemarkelse annu “tatare”:
Oma; <ay<az<...och by > by > b3 >...arfoljder av reella
tal sddana att a, < b, for alla n, sd finns minst ett reellt tal ¢
sadant att a, < c < b, forallan=1,2,3,....

Denna egenskap kan bevisas om man ger en rigoros definition av
begreppet reellt tal, vilket inte gors i denna kurs, och darmed

bevisar vi inte ovanstdende egenskap, utan tar den for given.

Exempel/6vning 1. L3t a, = —1 och b, =1 for n=1,2,3,.. ..
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En fundamental egenskap hos de rella talen

De reella talen ar i foljande bemarkelse annu “tatare”:
Oma; <ay<az<...och by > by > b3 >...arfoljder av reella
tal sddana att a, < b, for alla n, sd finns minst ett reellt tal ¢
sadant att a, < c < b, forallan=1,2,3,....

Denna egenskap kan bevisas om man ger en rigoros definition av
begreppet reellt tal, vilket inte gors i denna kurs, och darmed
bevisar vi inte ovanstdende egenskap, utan tar den for given.

Exempel/6vning 1. L3t a, = —1 och b, =1 for n=1,2,3,.. ..

D3 galler att
ag<a<az<...och by >by>b3>..,
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En fundamental egenskap hos de rella talen

De reella talen ar i foljande bemarkelse annu “tatare”:
Oma; <ay<az<...och by > by > b3 >...arfoljder av reella
tal sddana att a, < b, for alla n, sd finns minst ett reellt tal ¢
sadant att a, < c < b, forallan=1,2,3,....

Denna egenskap kan bevisas om man ger en rigoros definition av
begreppet reellt tal, vilket inte gors i denna kurs, och darmed
bevisar vi inte ovanstdende egenskap, utan tar den for given.

Exempel/6vning 1. L3t a, = —1 och b, =1 for n=1,2,3,.. ..
D3 galler att

ag<a<az<...och by >by>b3>..,

och ¢ = 0 ar det enda talet som uppfyller att a, < ¢ < b, for alla
n. Forklara varfor for dig sjalv, eller for en kursare.
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Ovning 2. L3t a, =1 — % och b, = 2+% forn=1,2,3,.... D3
galler att a1 < ap < a3 < ...och by > by > b3 > .... Beskriv
mangden av alla tal ¢ som uppfyller att a, < ¢ < b, for alla n.
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Ovning 2. L3t a, =1 — % och b, = 2+% forn=1,2,3,.... D3
galler att a1 < ap < a3 < ...och by > by > b3 > .... Beskriv
mangden av alla tal ¢ som uppfyller att a, < ¢ < b, for alla n.

C)vning 3. Antag att a; < ax < a3 < ...

b1>b2>b3>...

och att a, < b, forallan=1,2,3,....

Enligt den fundamentala egenskapen hos de reella talen sa finns
minst ett reellt tal ¢ sddant att a, < ¢ < b, for alla
n=1,2,3,.... Kan du beskriva ett villkor sddant att om villkoret
galler sd finns exakt ett reellt tal ¢ sa att ovanstdende galler?
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Ovning 2. L3t a, =1 — % och b, = 2+% forn=1,2,3,.... D3
galler att a1 < ap < a3 < ...och by > by > b3 > .... Beskriv
mangden av alla tal ¢ som uppfyller att a, < ¢ < b, for alla n.

C)vning 3. Antag att a; < ax < a3 < ...

b1>b2>b3>...

och att a, < b, forallan=1,2,3,....

Enligt den fundamentala egenskapen hos de reella talen sa finns
minst ett reellt tal ¢ sddant att a, < ¢ < b, for alla
n=1,2,3,.... Kan du beskriva ett villkor sddant att om villkoret
galler sd finns exakt ett reellt tal ¢ sa att ovanstdende galler?
(Ledning: b, — ap, dvs. avstdndet mellan a, och b,, méste ndrma
sig noll, da n vaxer.)
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Ovre grans, och minsta ovre grans

Lat A bara en mangd av reella tal.
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Ovre grans, och minsta ovre grans

Lat A bara en mangd av reella tal.

Definition (i) Ett reellt tal ¢ kallas for en dvre grans till A om
a<cforalla aeA.
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Ovre grans, och minsta ovre grans

Lat A bara en mangd av reella tal.

Definition (i) Ett reellt tal ¢ kallas for en dvre grans till A om
a<cforalla aeA.

(i) c kallas for en minsta 6ver grans (supremum) till A om ¢ ar
en ovre grans till A och, om ¢’ ar en annan ovre grans till A, s&
c<c.

Obs! Det finns mangder som saknar en 6vre grans, exempelvis

mangden {0,1,2,3,...}. Denna mangd betecknas N och kallas for
mangden av de naturliga talen.
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évning 4. Ange en minsta ovre grans, om sadan finns, for de
méngder som beskrivs nedan.

(a){5—=:n=1,2,3,. }

b) {1 + 3 n=1,273,.
) {(— 1) n= 1 2 3
){(=2)":n=1,2

) {si

)

U{W—%}

S

:n=1,23,..}

1) Q, dar Q betecknar mangden av alla rationella tal.
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Undre grans, och storsta undre grans

L3t A bara en mangd av reella tal.
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Undre grans, och storsta undre grans

L3t A bara en mangd av reella tal.

Definition (i) Ett reellt tal ¢ kallas for en undre gréns till A om
c < aforallaacA
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Undre grans, och storsta undre grans

L3t A bara en mangd av reella tal.

Definition (i) Ett reellt tal ¢ kallas for en undre gréns till A om
c < aforalla a€eA.

(i) c kallas for en storsta undre grans (infimum) till A om c ar
en undre grans till A och, om ¢’ ar en annan undre grans till A, s3
d <c.
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Undre grans, och storsta undre grans

L3t A bara en mangd av reella tal.

Definition (i) Ett reellt tal ¢ kallas for en undre gréns till A om
c < aforalla a€eA.

(i) c kallas for en storsta undre grans (infimum) till A om c ar
en undre grans till A och, om ¢’ ar en annan undre grans till A, s3
d <c.

évning 5. Ange en storsta undre grans, om sadan finns, till var
och en av mangderna i ovning 4.
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum

Lat X vara en icke-tom mangd av reella tal.
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum

Lat X vara en icke-tom mangd av reella tal.

Sats (a) Om X &r har en dvre grans sd har X en minsta Ovre grans
(supremum).
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum

Lat X vara en icke-tom mangd av reella tal.

Sats (a) Om X &r har en dvre grans sd har X en minsta Ovre grans
(supremum).

(b) Om X har en undre grans si har X en storsta undre grans
(infimum).
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum

Lat X vara en icke-tom mangd av reella tal.

Sats (a) Om X &r har en dvre grans sd har X en minsta Ovre grans
(supremum).

(b) Om X har en undre grans si har X en storsta undre grans
(infimum).

En skiss av beviset for a-delen (beviset av b-delen ar
likartat):
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum

Lat X vara en icke-tom mangd av reella tal.

Sats (a) Om X &r har en dvre grans sd har X en minsta Ovre grans
(supremum).

(b) Om X har en undre grans si har X en storsta undre grans
(infimum).

En skiss av beviset for a-delen (beviset av b-delen ar
likartat): L&t b vara en Gvre grans till X och 13t a € X.
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum

Lat X vara en icke-tom mangd av reella tal.

Sats (a) Om X &r har en dvre grans sd har X en minsta Ovre grans
(supremum).

(b) Om X har en undre grans si har X en storsta undre grans
(infimum).

En skiss av beviset for a-delen (beviset av b-delen ar
likartat): Lat b vara en Gvre grans till X och lat a € X. Lat

by = b och a; = a. Tanken ar att vi skall skapa tva foljder:
<a<az<...ochb;>by>b3>...

sadana att, forallan=1,2,3..., a, € X, x < b, for alla x € X,
och b, — a, < %.
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum (forts)

Om sadana foljder har skapats, s ger den fundamentala
egenskapen hos de reella talen att det finns ett reellt tal ¢ sddant
att a, < c < b, forallan=1,23,....
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum (forts)

Om sadana foljder har skapats, s ger den fundamentala
egenskapen hos de reella talen att det finns ett reellt tal ¢ sddant
att a, < c < b, forallan=1,23,.... Eftersom b, — a, < %
sd narmar sig avstandet mellan b, och a, noll, da n vaxer.
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum (forts)

Om sadana foljder har skapats, s ger den fundamentala
egenskapen hos de reella talen att det finns ett reellt tal ¢ sddant
att a, < c < b, forallan=1,23,.... Eftersom b, — a, < %
sd narmar sig avstandet mellan b, och a, noll, dd n vaxer. Darfor
finns exakt ett reellt tal ¢ sddant att a, < ¢ < b, for alla
n=123 ...
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum (forts)

Om sadana foljder har skapats, s ger den fundamentala
egenskapen hos de reella talen att det finns ett reellt tal ¢ sddant
att a, < c < b, forallan=1,23,.... Eftersom b, — a, < %
sd narmar sig avstandet mellan b, och a, noll, dd n vaxer. Darfor
finns exakt ett reellt tal ¢ sddant att a, < ¢ < b, for alla
n=1,23,.... Om inte c ar en Gvre grans till X sd skulle det
finnas ndgot x € X sd att ¢ < x, och eftersom x < b, for alla n,
sa skulle vi fa b, — a, > x — ¢ for alla n, vilket motsager att

b, — a, narmar sig noll d& n vaxer. S& ¢ maste vara en oOvre grans
till X.
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum (forts)

Om sadana foljder har skapats, s ger den fundamentala
egenskapen hos de reella talen att det finns ett reellt tal ¢ sddant
att a, < c < b, forallan=1,23,.... Eftersom b, — a, < %
sd narmar sig avstandet mellan b, och a, noll, dd n vaxer. Darfor
finns exakt ett reellt tal ¢ sddant att a, < ¢ < b, for alla
n=1,23,.... Om inte c ar en Gvre grans till X sd skulle det
finnas ndgot x € X sd att ¢ < x, och eftersom x < b, for alla n,
sa skulle vi fa b, — a, > x — ¢ for alla n, vilket motsager att

b, — a, narmar sig noll d& n vaxer. S& ¢ maste vara en oOvre grans
till X. Om man antar att det finns en annan dvre grans ¢’ < c till
X, sa far man en motsagelse pa liknande sitt som ovan (6vning),
varfor vi drar slutsatsen att ¢ maste vara en minsta Ovre grans.
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum (forts)

Det aterstar dock att visa att man kan konstruera sadana foljder
a1 <ay<az<...och by > by > bs>...som beskrevs pa
foregaende sida.
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum (forts)

Det aterstar dock att visa att man kan konstruera sadana foljder
a1 <ay<az<...och by > by > bs>...som beskrevs pa
foregdende sida. Detta gors induktivt. Antag att

a1 <a<...<a,och by > by, > ... > b, har konstruerats sd att

de tidigare beskrivna villkoren galler.
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum (forts)

Det aterstar dock att visa att man kan konstruera sadana foljder
a1 <ay<az<...och by > by > bs>...som beskrevs pa
foregdende sida. Detta gors induktivt. Antag att

a1 <a<...<a,och by > by, > ... > b, har konstruerats sd att
de tidigare beskrivna villkoren galler. Titta pa talet %”” som
ligger precis mitt emellan a, och b,.
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum (forts)

Det aterstar dock att visa att man kan konstruera sadana foljder
a1 <ay<az<...och by > by > bs>...som beskrevs pa
foregdende sida. Detta gors induktivt. Antag att

a1 <a<...<a,och by > by, > ... > b, har konstruerats sd att
de tidigare beskrivna villkoren galler. Titta pa talet %”” som

ligger precis mitt emellan a, och b,. Om %b” ar minst lika stort
an+bn
2

som varje tal i X s3 |at bpy1 = och apt1 = ap.
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum (forts)

Det aterstar dock att visa att man kan konstruera sadana foljder
a1 <ay<az<...och by > by > bs>...som beskrevs pa
foregdende sida. Detta gors induktivt. Antag att

a1 <a<...<a,och by > by, > ... > b, har konstruerats sd att
de tidigare beskrivna villkoren galler. Titta pa talet %”” som
ligger precis mitt emellan a, och b,. Om %b” ar minst lika stort
som varje tal i X s lat b,y 1 = "’";b” och a1 = a,. Om ¢, < x
for ndgot x € X, sa I&t a,+1 = x och bpy1 = by,
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Varje uppat/nedat begransad mangd har ett

supremum/infimum (forts)

Det aterstar dock att visa att man kan konstruera sadana foljder
a1 <ay<az<...och by > by > bs>...som beskrevs pa
foregdende sida. Detta gors induktivt. Antag att

a1 <a<...<a,och by > by, > ... > b, har konstruerats sd att
de tidigare beskrivna villkoren galler. Titta pa talet %”” som
ligger precis mitt emellan a, och b,. Om %b” ar minst lika stort
som varje tal i X s lat b,y 1 = "’";b” och a1 = a,. Om ¢, < x
for ndgot x € X, sad &t a,+1 = x och b1 = by,. | bdda fallen
foljer att

L 1(bh—a1) (b1—a1)
bn1 = ant1 < §(b” ~an) < 2 on T ontl

och med detta ar skissen av beviset av a-delen av satsen klar.
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Talfoljder: nar framtrader de?
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Talfoljder: nar framtrader de?

| den matematiska analysens sammanhang sd uppstar talfoljder
ofta man forsoker uppskatta/approximera nagon kvantitet.
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Talfoljder: nar framtrader de?

| den matematiska analysens sammanhang sd uppstar talfoljder
ofta man forsoker uppskatta/approximera nagon kvantitet.

Exempelvis s& uppskattade Archimedes talet 7 ( = halften av
omkretsen av en cirkel med radien 1) genom att berdkna
omkretsen av “n-goner” sd som illustreras nedan:
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Talfoljder: nar framtrader de?

| den matematiska analysens sammanhang sd uppstar talfoljder
ofta man forsoker uppskatta/approximera nagon kvantitet.

Exempelvis s& uppskattade Archimedes talet 7 ( = halften av
omkretsen av en cirkel med radien 1) genom att berdkna
omkretsen av “n-goner” sd som illustreras nedan:
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Talfoljder: ett exempel

Exempel Antag att ett objekt forflyttar i samma riktning under
tidsintervallet [0, 1] dvs. for 0 < t < 1, dar t representerar tiden.
Objektets hastighet vid tidpunkten t ar 2t.
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Talfoljder: ett exempel

Exempel Antag att ett objekt forflyttar i samma riktning under
tidsintervallet [0, 1] dvs. for 0 < t < 1, dar t representerar tiden.
Objektets hastighet vid tidpunkten t ar 2t.

Hur lang stracka har objektet forflyttat sig under tiden fran
t =0 till t =1 (dvs. under tidsintervallet [0, 1])?
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Talfoljder: ett exempel

Exempel Antag att ett objekt forflyttar i samma riktning under
tidsintervallet [0, 1] dvs. for 0 < t < 1, dar t representerar tiden.
Objektets hastighet vid tidpunkten t ar 2t.

Hur lang stracka har objektet forflyttat sig under tiden fran
t =0 till t =1 (dvs. under tidsintervallet [0, 1])?

Den som redan ar bekant med integraler och tillampningar pa
areaberakningar kanske redan vet hur man kan rakna ut detta,
aven for mer komplicerade funktioner an 2t.
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Talfoljder: ett exempel

Exempel Antag att ett objekt forflyttar i samma riktning under
tidsintervallet [0, 1] dvs. for 0 < t < 1, dar t representerar tiden.
Objektets hastighet vid tidpunkten t ar 2t.

Hur lang stracka har objektet forflyttat sig under tiden fran
t =0 till t =1 (dvs. under tidsintervallet [0, 1])?

Den som redan ar bekant med integraler och tillampningar pa
areaberakningar kanske redan vet hur man kan rakna ut detta,
aven for mer komplicerade funktioner an 2t. Men for att illustrera
hur en talfoljd kan uppstd sd uppskattar vi strackan s som objektet
har forflyttat sig under tidsintervallet [0, t].
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Exempel (forts)

| den n-te uppskattningen av s, som vi betecknar s,, sé delas
intervalet [0, 1] upp i n lika stora delar:
1. 12, 23 n—1
0,-1, [-,=1, [-,—1],---
[ 7n]7 [n7 ]7 [ 7n]7 b [

n n

71]'
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Exempel (forts)

| den n-te uppskattningen av s, som vi betecknar s,, sé delas
intervalet [0, 1] upp i n lika stora delar:
1. 12, 23 n—1
0,-1, [-,=1, [-,—1],---
[ 7n]7 [n7 ]7 [ 7n]7 b [

n n

71]'

| den n-te uppskattningen sa gor vi forenklingen att hastigheten
under hela det m-te intervalet [~1 ™] 4r 2 (dvs. hastiheten d3
t="1).

n
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Exempel (forts)

| den n-te uppskattningen av s, som vi betecknar s,, sé delas
intervalet [0, 1] upp i n lika stora delar:

0,21 G2l 20 [

n n

71]'

| den n-te uppskattningen sa gor vi forenklingen att hastigheten
under hela det m-te intervalet [~1 ™] 4r 2 (dvs. hastiheten d3
t="7).

Under denna forenkling sa fardas objektet 27 - > enheter under
tidsintervallet [-1, ] eftersom tidsintervallet har lingd 1.
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Exempel (forts)

| den n-te uppskattningen av s, som vi betecknar s,, sé delas
intervalet [0, 1] upp i n lika stora delar:

0,21 G2l 20 [

n n

71]'

| den n-te uppskattningen sa gor vi forenklingen att hastigheten
under hela det m-te intervalet [~1 ™] 4r 2 (dvs. hastiheten d3
t="1).

Undenr denna forenkling s3 fardas objektet 27 - - enheter under
tidsintervallet [2-1, 2], eftersom tidsintervallet har lingd 1.

Om vi lagger ihop 2';’ ~-form=1,2,...,ns3 far vi foIJande
uppskattning av strackan som objektet har fardats under
tidsintervallet [0, ¢]:
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Exempel (forts)

11 2 1 3 1 n—1 1
Sp=2=-=42=.-42Z. 4. .+ -
n n n n n n

nl
n n n n
2
:ﬁ(1+2+3+...+n)

n(n+1)
2
dar den sista likheten foljer fran sambandet
1+42434+...+n= w (Tva ganger vansterledet ar lika med
n(n+ 1), vilket inses genom att ldgga ihop 1 med n, 2 med n—1,

3 med n— 2, osv.)
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Exempel (forts)

11 2 1 3 1 n—1 1
Sp=2=-=42=.-42Z. 4. .+ -
n n n n n n

n 1
+ — - —

n n n n
2

:ﬁ(1+2+3+...+n)

n(n+1)

2
dar den sista likheten foljer fran sambandet
1+42434+...+n= % (Tva ganger vansterledet ar lika med
n(n+ 1), vilket inses genom att ldgga ihop 1 med n, 2 med n—1,
3 med n— 2, osv.)

Forenkling ger s, = ”ng =1+ % och man ser att ju storre n blir,

desto narmare 1 blir s, =1 + %
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Exempel (forts)

11 2 1 3 1 n—1 1
Sp=2=-=42=.-42Z. 4. .+ -
n n n n n n

nl
n n n n
2
:ﬁ(1+2+3+...+n)

n(n+1)

2
dar den sista likheten foljer fran sambandet
1+42434+...+n= % (Tva ganger vansterledet ar lika med
n(n+ 1), vilket inses genom att ldgga ihop 1 med n, 2 med n—1,
3 med n— 2, osv.)

Forenkling ger s, = ”ng =1+ % och man ser att ju storre n blir,

desto narmare 1 blir s, =1 + % Om vi nu kan enas om att
uppskattningen s, narmar sig den stracka som objektet fardats
under tidsintervallet [0, 1], sa kan vi dra slutsatsen att objektet har
fardats 1 langdenhet under intervallet [0, 1].
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Exempel (forts)

Man kan illustrera varan uppskattning med en figur:

-y

wit) =2t
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Exempel (forts)

Den m-te stapeln i fran vanster motsvarar hur langt objektet skulle
fardas under tidsintervallet [’”Tfl, ] om hastigheten vore konstant
2% under detta tidsintervall.
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Exempel (forts)

Den m-te stapeln i fran vanster motsvarar hur langt objektet skulle
fardas under tidsintervallet [’”Tfl, ] om hastigheten vore konstant
2% under detta tidsintervall.

Man ser ocksé att nar n vaxer sa blir staplarna smalare (och fler)
och s, blir en alltbattre uppskattning av omradet som stangs in av
grafen av v(t) = 2t, t-axeln och linjen t = 1.
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Exempel (forts)

Den m-te stapeln i fran vanster motsvarar hur langt objektet skulle
fardas under tidsintervallet [’”Tfl, ] om hastigheten vore konstant
2% under detta tidsintervall.

Man ser ocksé att nar n vaxer sa blir staplarna smalare (och fler)
och s, blir en alltbattre uppskattning av omradet som stangs in av
grafen av v(t) = 2t, t-axeln och linjen t = 1.

Salunda motsvaras strackan som objektet fardas under
tidsintervallet [0, 1] av den ovan beskrivna arean.
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Talfoljder och konvergens

| foregdende exempel stotte vi pd talfoljden s, =1 + %

n=1,2,3,...
(Denna talfoljd borjar alltsd med s; = 1+ % =2, =1+ %
53:14—%,...,51000:14—%,OSV.)
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Talfoljder och konvergens

| foregdende exempel stotte vi pd talfoljden s, =1 + %

n=1,2,3,...
(Denna talfoljd borjar alltsd med s; = 1+ % =2, =1+ %
53:14—%,...,51000:14—%,OSV.)

Fraga: 1. Vad ar avstandet fran s3 till 1 (pa tallinjen)?
2. Vad ar avstandet fran s, till 17
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Talfoljder och konvergens

| foregdende exempel stotte vi pd talfoljden s, =1 + %

n=1,2,3,...
(Denna talfoljd borjar alltsd med s; = 1+ % =2, =1+ %
53:14—%,...,51000:14—%,OSV.)

Fraga: 1. Vad ar avstandet fran s3 till 1 (pa tallinjen)?
2. Vad ar avstandet fran s, till 17

Talfoljden s, narmar sig 1 d3 n vaxer i foljande bemarkelse: For
varje reellt tal § > 0 (hur litet det 4n ma vara) sd kommer
avstandet fran s, till 1 att vara hogst 6 om n > 1/§.
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Talfoljder och konvergens

| foregdende exempel stotte vi pd talfoljden s, =1 + %

n=1,2,3,...
(Denna talfoljd borjar alltsd med s; = 1+ % =2, =1+ %
53:14—%,...,51000:14—%,OSV.)

Fraga: 1. Vad ar avstandet fran s3 till 1 (pa tallinjen)?
2. Vad ar avstandet fran s, till 17

Talfoljden s, narmar sig 1 d3 n vaxer i foljande bemarkelse: For
varje reellt tal § > 0 (hur litet det 4n ma vara) sd kommer
avstandet fran s, till 1 att vara hogst 6 om n > 1/§.

Med matematiskt sprakbruk kan man saga: “for alla tillrackligt
stora n s3 kommer s, att vara godtyckligt nara 1".
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Talfoljder och konvergens (forts)

Lat nu a,, n=1,2,3,..., beteckna vilken talfoljd (dvs. foljd av tal)
som helst.
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Talfoljder och konvergens (forts)

Lat nu a,, n=1,2,3,..., beteckna vilken talfoljd (dvs. foljd av tal)
som helst.

Om det finns ett tal a sddant att for alla tillrackligt stora n sa
kommer a, att vara godtyckligt nara a, s sager man att talfoljden
ap konvergerar (mot a).
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Talfoljder och konvergens (forts)

Lat nu a,, n=1,2,3,..., beteckna vilken talfoljd (dvs. foljd av tal)
som helst.

Om det finns ett tal a sddant att for alla tillrackligt stora n sa
kommer a, att vara godtyckligt nara a, s sager man att talfoljden
ap konvergerar (mot a).

Med symboler uttrycks “a, konvergerar mot a" med

lim a, = a.
n—oo
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Talfoljder och konvergens (forts)

Lat nu a,, n=1,2,3,..., beteckna vilken talfoljd (dvs. foljd av tal)
som helst.

Om det finns ett tal a sddant att for alla tillrackligt stora n sa
kommer a, att vara godtyckligt nara a, s sager man att talfoljden
ap konvergerar (mot a).

Med symboler uttrycks “a, konvergerar mot a" med

lim a, = a.
n—oo

Om ovanst3ende kanns for luddigt sa har vi:

Precis definition av konvergens av en talféljd:

a, konvergerar mot a om, for varje reellt tal 6 > 0 det finns ett
heltal Nj sddant att |a — a,| < d om n > Ns.
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Talfoljder och konvergens (forts)

Lat nu a,, n=1,2,3,..., beteckna vilken talfoljd (dvs. foljd av tal)
som helst.

Om det finns ett tal a sddant att for alla tillrackligt stora n sa
kommer a, att vara godtyckligt nara a, s sager man att talfoljden
ap konvergerar (mot a).

Med symboler uttrycks “a, konvergerar mot a" med

lim a, = a.
n—oo

Om ovanst3ende kanns for luddigt sa har vi:

Precis definition av konvergens av en talféljd:

a, konvergerar mot a om, for varje reellt tal 6 > 0 det finns ett
heltal Nj sddant att |a — a,| < d om n > Ns.

Notera att |a — a,| dr avstindet fran a, till a.
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Talfoljder och konvergens (forts)

Ovning 5. Lat s, =1+ 1, for n=1,2,3,..., och lat § = 107°.
Hur kan man vilja ett heltal Ny for att |1 —s,| < § for alla n > Njs?

évning 6. Ange for var och en av talfoljderna nedan om den ar
konvergent, och i sa fall vilket tal den konvergerar mot.

(a) an = (—1)"+ 1.
(b) ap=-1-1
(c) an =sin(5F).
(d) ap = nsin(%7).
(e) an = Lsin(ZR).
(F) 2 = =H2

(g) an = T

(h) a, = T+,
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Talfoljder och divergens

En talfoljd a, kallas for divergent om den inte ar konvergent.
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Talfoljder och divergens

En talfoljd a, kallas for divergent om den inte ar konvergent.

En typ av divergens har dock sarskillt intresse.

Definition: Vi sager att talfoljden a, divergerar mot
oandligheten /oo, med symboler lim,_, a, = 0o, om for varje
reellt tal r det finns ett heltal N, sadant att a, > r for alla n > N.,.
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Talfoljder och divergens

En talfoljd a, kallas for divergent om den inte ar konvergent.

En typ av divergens har dock sarskillt intresse.

Definition: Vi sager att talfoljden a, divergerar mot
oandligheten /oo, med symboler lim,_, a, = 0o, om for varje
reellt tal r det finns ett heltal N, sadant att a, > r for alla n > N.,.
Man kan uttrycka detta som att “a, ar godtyckligt stort for alla
tillrackligt stora n".
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Talfoljder och divergens

En talfoljd a, kallas for divergent om den inte ar konvergent.

En typ av divergens har dock sarskillt intresse.

Definition: Vi sager att talfoljden a, divergerar mot
oandligheten /oo, med symboler lim,_, a, = 0o, om for varje
reellt tal r det finns ett heltal N, sadant att a, > r for alla n > N.,.
Man kan uttrycka detta som att “a, ar godtyckligt stort for alla
tillrackligt stora n".

évning 7. For precis en av talfoljderna a, i ovning 6 sd galler att
lim,_o0 an = 00. Vilken?
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Talfoljder och divergens

En talfoljd a, kallas for divergent om den inte ar konvergent.

En typ av divergens har dock sarskillt intresse.

Definition: Vi sager att talfoljden a, divergerar mot
oandligheten /oo, med symboler lim,_, a, = 0o, om for varje
reellt tal r det finns ett heltal N, sadant att a, > r for alla n > N.,.
Man kan uttrycka detta som att “a, ar godtyckligt stort for alla
tillrackligt stora n".

évning 7. For precis en av talfoljderna a, i ovning 6 sd galler att
lim,_o0 an = 00. Vilken?

Ovning 8. Betrakta ovning 6 igen. For var och en av talfoljderna
apn, sa 1t b, = |a,|. For vilka av dessa talfdljder b, galler att
lim,— oo by = 007
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Talfoljder, konvergens och divergens

Ovning 9. Man kan ocks3 definiera vad det innebir att en talfdljd
a, "narmar sig —o0”, med symboler lim,_,, a, = —o0. Gor detta.
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Talfoljder, konvergens och divergens

Ovning 9. Man kan ocks3 definiera vad det innebir att en talfdljd
a, "narmar sig —o0”, med symboler lim,_,, a, = —o0. Gor detta.
(...for varje r sa finns N, sd att a, < r for alla n > N,.)
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Talfoljder, konvergens och divergens

Ovning 9. Man kan ocks3 definiera vad det innebir att en talfdljd
a, "narmar sig —o0”, med symboler lim,_,, a, = —o0. Gor detta.
(...for varje r sa finns N, sd att a, < r for alla n > N,.)

En sats om konvergens: Antag att a,, n=1,2,3,..., aren
talfoljd sadan att

(a) an < am om n < m, och

(b) a, < A for alla n (dvs. a, ar uppat begransad).
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Talfoljder, konvergens och divergens

Ovning 9. Man kan ocks3 definiera vad det innebir att en talfdljd
a, "narmar sig —o0”, med symboler lim,_,, a, = —o0. Gor detta.
(...for varje r sa finns N, sd att a, < r for alla n > N,.)

En sats om konvergens: Antag att a,, n=1,2,3,..., aren
talfoljd sadan att

(a) an < am om n < m, och

(b) a, < A for alla n (dvs. a, ar uppat begransad).

Da ar a, konvergent.
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Talfoljder, konvergens och divergens

Ovning 9. Man kan ocks3 definiera vad det innebir att en talfdljd
a, "narmar sig —o0”, med symboler lim,_,, a, = —o0. Gor detta.
(...for varje r sa finns N, sd att a, < r for alla n > N,.)

En sats om konvergens: Antag att a,, n=1,2,3,..., aren
talfoljd sadan att

(a) an < am om n < m, och

(b) a, < A for alla n (dvs. a, ar uppat begransad).

Da ar a, konvergent.

Bevisskiss: Kom ihag att, enligt en tidigare namnd sats, sa galler
att varje mangd X som ar uppat begransad har en minsta ovre
grans.
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Talfoljder, konvergens och divergens

Ovning 9. Man kan ocks3 definiera vad det innebir att en talfdljd
a, "narmar sig —o0”, med symboler lim,_,, a, = —o0. Gor detta.
(...for varje r sa finns N, sd att a, < r for alla n > N,.)

En sats om konvergens: Antag att a,, n=1,2,3,..., aren
talfoljd sadan att

(a) an < am om n < m, och

(b) a, < A for alla n (dvs. a, ar uppat begransad).

Da ar a, konvergent.

Bevisskiss: Kom ihag att, enligt en tidigare namnd sats, sa galler
att varje mangd X som ar uppat begransad har en minsta ovre
grans. Darfor har mangden X = {a,: n=1,2,3,...} en minsta
ovre grans, som vi kallar a.
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Talfoljder, konvergens och divergens (forts)

Om det skulle finnas ndgot § > 0 och godtyckligt stora n sa att
|a— an| > 0, sa skulle det folja, pga. antagandet (a), att for alla n
sa |a — ap| > 0, vilket motsdger att a dr en minsta Gvre grans till
mangden {a,:n=1,2,3,...}.
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Talfoljder, konvergens och divergens (forts)

Om det skulle finnas ndgot § > 0 och godtyckligt stora n sa att
|a— an| > 0, sa skulle det folja, pga. antagandet (a), att for alla n
sa |a — ap| > 0, vilket motsdger att a dr en minsta Gvre grans till
mangden {a,: n=1,2,3,...}. Darfor drar vi slutsatsen att a,
konvergerar mot a, vilket avslutar varan bevisskiss.

Vera Koponen Forelasningar 1-3



Talfoljder, konvergens och divergens (forts)

Om det skulle finnas ndgot § > 0 och godtyckligt stora n sa att
|a— an| > 0, sa skulle det folja, pga. antagandet (a), att for alla n
sa |a — ap| > 0, vilket motsdger att a dr en minsta Gvre grans till
mangden {a,: n=1,2,3,...}. Darfor drar vi slutsatsen att a,
konvergerar mot a, vilket avslutar varan bevisskiss.

Ovning 10. Visa att om aj, r icke-vixande (dvs. ap < apm om
n > m) och nedat begransad (dvs. det finns A sd att A < a,, for
alla n), sé konvergerar a,.
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Delfoljder och konvergens

Ett sista teoretiskt resultat om konvergens:
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Delfoljder och konvergens

Ett sista teoretiskt resultat om konvergens:

Sats Om a,, n=1,2,3,..., ar en talfoljd som ar bade uppat och
nedat begransad, dvs. det finns ¢, d sd att ¢ < a, < d for alla n,
sa finns en delfdljd am,, k =1,2,3,... (dar mx < m; om k < ),
av ap, sadan att foljden by = ap,, ar konvergent.
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Delfoljder och konvergens

Ett sista teoretiskt resultat om konvergens:

Sats Om a,, n=1,2,3,..., ar en talfoljd som ar bade uppat och
nedat begransad, dvs. det finns ¢, d sd att ¢ < a, < d for alla n,
sa finns en delfdljd am,, k =1,2,3,... (dar mx < m; om k < ),
av ap, sadan att foljden by = ap,, ar konvergent.

Exempel: | 6vning 6(a) sd ar by = axx, k =1,2,3,..., en
konvergent delfdljd av foljden a, (i den dvningen), eftersom
b = ax =1+ 5 foralla k=1,2,3,....
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Delfoljder och konvergens

Ett sista teoretiskt resultat om konvergens:

Sats Om a,, n=1,2,3,..., ar en talfoljd som ar bade uppat och
nedat begransad, dvs. det finns ¢, d sd att ¢ < a, < d for alla n,
sa finns en delfdljd am,, k =1,2,3,... (dar mx < m; om k < ),
av ap, sadan att foljden by = ap,, ar konvergent.

Exempel: | 6vning 6(a) sd ar by = axx, k =1,2,3,..., en
konvergent delfdljd av foljden a, (i den dvningen), eftersom
b = ax =1+ 5 foralla k=1,2,3,....

Ovning 11. Fér varje talfsljd bland de i dvning 6 som &r bade
uppat och nedat begransad, ange en konvergent delfoljd.

Vera Koponen Forelasningar 1-3



Delfoljder och konvergens (forts)

Beviset av den sista satsen kan utforas genom att man, steg for
steg, valjer valjer tal ¢, di for k =1,2,3,... sddana att ¢, < dj,

di — ¢ < 2% och a, tillhor intervallet [ck, dk] for oandligt ménga
n.
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Delfoljder och konvergens (forts)

Beviset av den sista satsen kan utforas genom att man, steg for
steg, valjer valjer tal ¢, di for k =1,2,3,... sddana att ¢, < dj,
di — ¢ < 2% och a, tillhor intervallet [ck, dk] for oandligt ménga
n.

Enligt den fundamentala egenskapen hos de reella talen (som har
namnts tidigare) sa finns ett tal, och i denna situation exakt ett,
som vi kan kalla p som tillhor [ck, di] for alla k =1,2,3,.... Nu
gar det att valja en delfoljd av a, som konvergerar mot p.
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Delfoljder och konvergens (forts)

Beviset av den sista satsen kan utforas genom att man, steg for
steg, valjer valjer tal ¢, di for k =1,2,3,... sddana att ¢, < dj,
di — ¢ < 2% och a, tillhor intervallet [ck, dk] for oandligt ménga
n.

Enligt den fundamentala egenskapen hos de reella talen (som har
namnts tidigare) sa finns ett tal, och i denna situation exakt ett,
som vi kan kalla p som tillhor [ck, di] for alla k =1,2,3,.... Nu
gar det att valja en delfoljd av a, som konvergerar mot p.

Om man vill sitta sig in lite mer i den grundlaggande teorin
for den matematiska analysen, sa kan man lasa Appendix |1l
i kursboken.
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Delfoljder och konvergens (forts)

Beviset av den sista satsen kan utforas genom att man, steg for
steg, valjer valjer tal ¢, di for k =1,2,3,... sddana att ¢, < dj,
di — ¢ < 2% och a, tillhor intervallet [ck, dk] for oandligt ménga
n.

Enligt den fundamentala egenskapen hos de reella talen (som har
namnts tidigare) sa finns ett tal, och i denna situation exakt ett,
som vi kan kalla p som tillhor [ck, di] for alla k =1,2,3,.... Nu
gar det att valja en delfoljd av a, som konvergerar mot p.

Om man vill sitta sig in lite mer i den grundlaggande teorin
for den matematiska analysen, sa kan man lasa Appendix |1l
i kursboken.

Forelasning 3 kommer sannolikt ocksa att ta upp
gransvirden fér funktioner, som behandlas i Kapitel 1.2 och
1.3 i kursboken. (Annars kommer detta upp i forelasning 4.)
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