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Gransvarden: ['Hospitals forsta regel

Foljande regel kan vara till hHaIp nar man forsoker bestimma ett
gransvarde av en funktion dar bade f(x) och g(x) gar mot 0.
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Gransvarden: ['Hospitals forsta regel

Foljande regel kan vara till hHaIp nar man forsoker bestimma ett
gransvarde av en funktion dar bade f(x) och g(x) gar mot 0.

I’Hospitals forsta regel: Lat T sta for ndgot av a+, a—, a, 0o
eller —oo, dar a € R. For respektive fall s& antag att f(x) och
g(x) ar deriverbara pa (a, b) dar a < b, (b, a) dar b < a, (b, c) dar
b < a<c, (b,oo), eller (—oo, b) for ndgot reellt b.
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Gransvarden: ['Hospitals forsta regel

Foljande regel kan vara till hHaIp nar man forsoker bestimma ett
gransvarde av en funktion dar bade f(x) och g(x) gar mot 0.

I’Hospitals forsta regel: Lat T sta for ndgot av a+, a—, a, 0o
eller —oo, dar a € R. For respektive fall s& antag att f(x) och
g(x) ar deriverbara pa (a, b) dar a < b, (b, a) dar b < a, (b, c) dar
b < a<c, (b,oo), eller (—oo, b) for ndgot reellt b.
Om

Q limy,, f(x) = limy—- g(x) =0, och

Q limy_,, /,83 = o, dar o ar ett reellt tal eller 0 = +00,

°

Sa

m e = °
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Gransvarden: ['Hospitals forsta regel

Foljande regel kan vara till hHaIp nar man forsoker bestimma ett
gransvarde av en funktion dar bade f(x) och g(x) gar mot 0.

I’Hospitals forsta regel: Lat T sta for ndgot av a+, a—, a, 0o
eller —oo, dar a € R. For respektive fall s& antag att f(x) och
g(x) ar deriverbara pa (a, b) dar a < b, (b, a) dar b < a, (b, c) dar
b < a<c, (b,oo), eller (—oo, b) for ndgot reellt b.

Om

Q limy,, f(x) = limy—- g(x) =0, och

/
Q limy_,, ,83 = o, dar o ar ett reellt tal eller 0 = +00,

°

Sa

Beviset, for var och en av fallen, ar relativt kort och anvander den
generaliserade medelvardessatsen; se kapitel 4.3 och kapitel 2.8
(om medelvardessatsen) i kursboken.
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Gransvarden: |'Hospitals andra regel

I'Hospitals andra regel kan vara anvandbar om taljaren och
namnaren gar mot +oo.

I’Hospitals andra regel: Lit 7 std for nagot av a+, a—, a, ©
eller —oo, dar a € R. For respektive fall sa antag att f(x) och
g(x) ar deriverbara pa (a, b) dir a < b, (b, a) dar b < a, (b, c) dar
b < a<c, (byoo), eller (—oo, b) for nigot reellt b.
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Gransvarden: |'Hospitals andra regel

I'Hospitals andra regel kan vara anvandbar om taljaren och
namnaren gar mot +oo.

I’Hospitals andra regel: Lit 7 std for nagot av a+, a—, a, ©
eller —oo, dar a € R. For respektive fall sa antag att f(x) och
g(x) ar deriverbara pa (a, b) dir a < b, (b, a) dar b < a, (b, c) dar
b < a<c, (byoo), eller (—oo, b) for nigot reellt b.

Om
Q limy, g(x) = £oo, och
Q lim, -, % = o, dar o ar ett reellt tal eller o = +o00,
sa
f(x)
lim —= =
X—T g(x)
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Gransvarden: |'Hospitals andra regel

I'Hospitals andra regel kan vara anvandbar om taljaren och
namnaren gar mot +oo.

I’Hospitals andra regel: Lit 7 std for nagot av a+, a—, a, ©
eller —oo, dar a € R. For respektive fall sa antag att f(x) och
g(x) ar deriverbara pa (a, b) dir a < b, (b, a) dar b < a, (b, c) dar
b < a<c, (byoo), eller (—oo, b) for nigot reellt b.

Om
Q limy, g(x) = £oo, och
Q lim, -, % = o, dar o ar ett reellt tal eller o = +o00,
sa
lim @ =
x=7 g(x)

Beviset ar nagot mera komplicerat an for den foregdende
I'Hospital-regeln, och skissas i ovning 35 i kapitel 4.3 av kursboken.
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Stora ordo-notationen ( “big-O notation”)

Antag att f, g och h ar funktioner.

Definition
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Stora ordo-notationen ( “big-O notation”)

Antag att f, g och h ar funktioner.
Definition
@ Uttrycket "f(x) = O(h(x)) d& x — a", dar "O(h(x))" utlises
“ordo av h(x)", betyder att det finns en konstant C > 0 s
att for alla reella tal x som ar tillrackligt nara a sa

[F()] < Clh(x)].

Med andra ord s& ar C|h(x)| en Ovre grans for |f(x)] i
narheten av a.
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Stora ordo-notationen ( “big-O notation”)

Antag att f, g och h ar funktioner.
Definition
@ Uttrycket "f(x) = O(h(x)) d& x — a", dar "O(h(x))" utlises
“ordo av h(x)", betyder att det finns en konstant C > 0 s
att for alla reella tal x som ar tillrackligt nara a sa

[F()] < Clh(x)].

Med andra ord s& ar C|h(x)| en Ovre grans for |f(x)] i
narheten av a.

@ Foljdaktligen betyder uttrycket “f(x) = g(x) + O(h(x)) da
x — a" att for alla x som ar tillrackligt nara a, sa

£(x) —g(x)] < Clh(x)].

Med andra ord ar skillnaden mellan f(x) och g(x) hogst
C|h(x)|, om x ar tillrackligt nara a.
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Exempel. Antag att g(x) ar en uppskatting (approximering) av
f(x) i narheten av x = a (dvs. f(x) =~ g(x) om x ar nara a).
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Exempel. Antag att g(x) ar en uppskatting (approximering) av
f(x) i narheten av x = a (dvs. f(x) =~ g(x) om x ar nara a).

Om man siger att “f(x) = g(x) + O(x*) d& x — 3" s3 menar
man att det finns konstanter C > 0 och € > 0 s3ddana att om
|x — a| < e sa ar felmarginalen,

[f(x) —&(x)];

d3 f(x) uppskattas med g(x) hogst C|x*|.
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Taylor-polynom, for att uppskatta/approximera funktioner

Antag att f ar en funktion sadan att alla de n+ 1 forsta
derivatorna f/, f”, ..., f("*1) existerar och &r kontinuerliga p3
intervallet [b, c]. Antag ocksd att b < a < c.
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Taylor-polynom, for att uppskatta/approximera funktioner

Antag att f ar en funktion sadan att alla de n+ 1 forsta
derivatorna f/, f”, ..., f("*1) existerar och &r kontinuerliga p3
intervallet [b, c]. Antag ocksa att b < a < c¢. Polynomet

£(n)
n!

Po(x) = F(3) + F(a)(x —a) + P _ a2 4

o (x —a)"

kallas for n-te gradens Taylor-polynom for f kring punkten a.
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Taylor-polynom, for att uppskatta/approximera funktioner

Antag att f ar en funktion sadan att alla de n+ 1 forsta
derivatorna f/, f”, ..., f("*1) existerar och &r kontinuerliga p3
intervallet [b, c]. Antag ocksa att b < a < c¢. Polynomet

£(n)

Palx) = F(a) + (@) (x — @) + a4 -

2!

(x—a)"

kallas for n-te gradens Taylor-polynom for f kring punkten a.
Den praktiska versionen av Taylors sats:

Om P,(x) ar som ovan, s& f(x) = Pn(x) + O((x — a)"*!) d3
X — a.
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Taylor-polynom, for att uppskatta/approximera funktioner

Antag att f ar en funktion sadan att alla de n+ 1 forsta
derivatorna f/, f”, ..., f("*1) existerar och &r kontinuerliga p3
intervallet [b, c]. Antag ocksa att b < a < c¢. Polynomet

£(n)

Palx) = F(a) + (@) (x — @) + a4 -

2!

(x—a)"

kallas for n-te gradens Taylor-polynom for f kring punkten a.
Den praktiska versionen av Taylors sats:

Om P,(x) ar som ovan, s& f(x) = Pn(x) + O((x — a)"*!) d3
X — a.

Sa felmarginalen i approximationen P,(x) ~ f(x) ar hogst
C|x — a|™*! for ndgon konstant C > 0 och alla x som &r
tillrackligt nara a.
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Taylors sats

Den precisa versionen av Taylors sats, under samma
antaganden som pa foregdende sida galler:
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Taylors sats

Den precisa versionen av Taylors sats, under samma
antaganden som pa foregdende sida galler:

For varje x € (b, c) sa finns s mellan a och x sa att

Fin+1)(s)

iy a)"™

f(x) = Pa(x) +
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Taylors sats

Den precisa versionen av Taylors sats, under samma
antaganden som pa foregdende sida galler:

For varje x € (b, c) sa finns s mellan a och x sa att

Fin+1)(s)

iy a)"™

f(x) = Pa(x) +

Observera att
{f"M)(s) : s € [b, c]}

ar begransad, uppat och nedat, eftersom £(n+1) antas vara
kontinuerlig pa [b, c].
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Taylors sats

Den precisa versionen av Taylors sats, under samma
antaganden som pa foregdende sida galler:

For varje x € (b, c) sa finns s mellan a och x sa att

Fin+1)(s)

f(X):Pn(X)‘f'm

(X _ a)n+1
Observera att
{f"M)(s) : s € [b, c]}

ar begransad, uppat och nedat, eftersom £(n+1) antas vara
kontinuerlig pa [b, c].

Beviset av Taylors sats anvander medelvardessatsen och
matematisk induktion over n; se kapitel 4.10 i kursboken.
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Taylors sats

Den precisa versionen av Taylors sats, under samma
antaganden som pa foregdende sida galler:

For varje x € (b, c) sa finns s mellan a och x sa att

Fin+1)(s)

iy a)"™

f(x) = Pa(x) +

Observera att
{f"M)(s) : s € [b, c]}

ar begransad, uppat och nedat, eftersom £(n+1) antas vara
kontinuerlig pa [b, c].

Beviset av Taylors sats anvander medelvardessatsen och
matematisk induktion over n; se kapitel 4.10 i kursboken.

Terminologi. Om a = 0 sa kallas ofta Pp(x), definierad som
tidigare, for Maclaurin-polynomet for f av grad n kring a.
(Bara en gammal tradition.)
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“Unikhetssatsen”

Foljande sats uttrycker att inget annat polynom an
Taylor-polynomet for f kan ha den egenskap som beskrivs i Taylors
sats (se den “praktiska versionen™). | den bemarkelsen ar
Taylor-polynomet for f av grad n kring x = a unikt.

Sats Om f(x) = Qn(x) + O((x — a)"*!) d& x — a och Q,(x) ar
ett polynom vars grad ar hogst n, s ar Q,(x) Taylor-polynomet
for f av grad n kring x = a.
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